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Introduzione

Questo libro & essenzialmente dedicato agli studenti che preparano ’esame scritto
di un corso di Meccanica Quantistica. Si assume che i contenuti del corso siano
sostanzialmente identici a quelli di un tradizionale corso di Istituzioni di Fisica
Teorica dei vecchi ordinamenti del corso di laurea in Fisica. Di riflesso questa
raccolta puo risultare molto utile anche ai docenti che devono proporre problemi ai
loro studenti sia a lezione che per gli esami.

Come molti altri libri di problemi di Meccanica Quantistica non bisogna aspet-
tarsi un particolare sforzo di novita. L’intento & di presentare dei problemi la cui
soluzione sia possibile in un tempo limitato ad uno studente dotato di preparazione
media. Questo proposito difficilmente si coniuga con una ricerca di originalita. Si
troveranno quindi problemi che sono presenti anche in altri libri a partire dai clas-
sici russi [1, 2], e quindi nella raccolta che, a partire da essi, fu curata da Ter Haar
[3, 4]. Fra gli altri libri di esercizi che sono stati consultati vanno ricordati 'italiano
Passatore [5] e quello recentissimo edito da Yung-Kuo Lim che raccoglie il lavoro
di ben 19 fisici cinesi. Molti problemi interessanti si trovano anche nei manuali di
Meccanica Quantistica. Qui I’elenco potrebbe essere lunghissimo. Citero soltanto
quelli che ai problemi hanno dedicato maggiore spazio come il testo di Merzbacher
[6], il volume dedicato alla Meccanica Quantistica del corso di Fisica Teorica L.
Landau e E. Lifchitz[7], i due volumi di Messiah [8] e il pili recente Shankar [9].
Una citazione particolare merita il recente testo [10] in italiano di Nardulli, sia per
I’abbondanza di problemi con o senza soluzione che contiene, sia per il fatto che i
problemi qui presentati sono stati proposti in questi anni agli studenti del suo corso.
A meta tra il manuale e il libro di problemi si posizionano i due volumi di Fliigge
[11] che forniscono utili suggerimenti, anche se spesso i problemi proposti risultano
troppo complessi rispetto alle finalita di questa raccolta.

La categoria problemi che si possono risolvere in tempi ragionevoli non ¢ I'unico
criterio di scelta adottato. Rispetto agli altri libri non si troveranno ad esempio
i problemi che fanno parte del programma di orale tipo i potenziali quadrati uni-
dimensionali o l'effetto Stark e la struttura fine. Non sono stati inseriti neanche i
problemi che richiedono la conoscenza di metodi matematici non sempre presenti
nei corsi standard, come, ad esempio, le equazioni differenziali fuchsiane.

Si e preferito scrivere le soluzioni con un certo dettaglio, eliminando soltanto i
passaggi piu semplici. Questo costa una certa fatica a chi scrive, ma probabilmente
risultera utile agli studenti.

Come in ogni altro libro, i problemi sono stati raggruppati in capitoli. In molti
casi la scelta dell’attribuzione ad un capitolo puo essere considerata arbitraria: molti
problemi di esame presentano problematiche trasversali all’intero programma. La
scelta ovvia stata di tener conto delle domande piu caratterizzanti.

Attualmente questa raccolta viene affidata alla rete e chiunque puo utilizzarla
come preferisce, ovviamente sotto la sua responsabilita. La segnalazione di errori
e graditissima, cosi come anche la proposta di inserire nuovi problemi, purché cor-
redati di soluzioni scritte in IXTEX. Sarebbe anzi interessante se nel tempo questo
libro crescesse proprio grazie alla rete con il contributo di quanti insegnano Mecca-



CAPITOLO 0. INTRODUZIONE

nica Quantistica e degli studenti di Fisica delle Universita italiane; in questo caso
il sottoscritto sarebbe felicissimo di trasformarsi da autore della raccolta a curatore
della stessa.
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Capitolo 1

Operatori e funzioni d’onda

1.1
Dato un sistema descritto dall’Hamiltoniano
2
p .
H=—W+V
5 T V()
dimostrare la relazione m

Usare questa relazione per dimostrare che in uno stato stazionario

<p>=0.

Soluzione
Dette r; e p; con 1 = 1,2, 3 le componenti della posizione e dell’impulso, abbiamo

1
[ri, H] = [r;,T] = %(HP? —piri) =
1
= %(Tﬂ?? —p?h‘ — TipiTi + TipiTi) =
1
= %([Tmpi]pi + pilri, pi]) =
m )

come richiesto. Detto [¢g) 'autostato di H corrispondente all’autovalore F, il
valore di aspettazione di ciascuna componente dell’impulso é

< pi >= (Welpilvs) = —i (Wllrs, Hlls) = —i% (Wlri = Erify) = 0

1.2
Un sistema unidimensionale é descritto dalla hamiltoniana
2
=2 + A\g?
2m
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Dato un autostato v dell’energia si dimostri che

(@[T1p) = 2(|V])

dove T = p?/2m e V é 'energia potenziale V = A\g*.
Per la dimostrazione si noti che vale sempre

e, nel nostro caso,

Soluzione

WIVIS) = g lalp, H]l) =

1
—mWquH — qHplY) =

1
= —m(wqpﬂ — ¢, H]p — Hqp|y) =

= -l Hlplo)

Essendo

1
%(qp2 —pq) =
1

= %(qﬁ —p’q — qpq + qpq) =

lg, H] = [q, T

- ﬁ([q,p]p +pla,p)) =

ihp

risulta

1.3

Sia dato un operatore a che soddisfa le seguenti relazioni:
aat +ata=1

a?=(a")?=0
a) Pud loperatore essere hermitiano?

+

b) Dimostrare che i soli possibili autovalori per 'operatore N = a™a sono 0 e 1.
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Soluzione
a) Supponiamo per assurdo che a sia hermitiano: a = a™. Si avrebbe:
aat +aTa=2a")?=0
in contrasto con l'ipotesi.

b) N2 =ataata=at(1—-ata)a=a*a— (a*)?a®> =ata=N.

Detto |A) il generico autoket di N corrispondente all’autovalore A, avremo

(N2 NN =N =NN=0=)1=0,1

1.4

Una particella & in uno stato descritto dalla seguente funzione d’onda

P
o() = Asin(20),

a) Si tratta di una particella libera?

b) Cosa si pud dire sul valore assunto dalla quantita di moto p e dall’energia E
in questo stato?

Soluzione

a) La funzione d’onda puo solo rappresentare lo stato dinamico di in sistema. Per
decidere se si tratta di una particella libera occorre conoscere I’Hamiltoniano.

b) La funzione d’onda si pud riscrivere nella forma

A i;ﬁ-? Rl
F = — |e" " — 6_7’7
e rappresenta quindi la sovrapposizione di due autostati di impulso con auto-
valori +p e —p. Poiché i coefficienti della combinazione lineare hanno ugua-
le modulo, il valor medio della quantita di moto € nullo. Non conoscendo
I’Hamiltoniano non si puo dire nulla sull’energia E.

1.5

Dati tre operatori A, B, C, dimostrare che se [A, B] = [A,C] =0, ma [B,C] # 0, lo
spettro di A & degenere.

Soluzione

Supponiamo per assurdo che tutti gli autovalori di A siano non degeneri, cioé per
ogni autovalore a di A esiste un solo stato |¢,) tale che

A|wa> = a|wa>

3
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Se questo é vero, ciascuno stato |i),) deve essere anche autostato di B e C dato che
A, B, C sono compatibili. Possiamo etichettare quindi lo stato |¢,) anche con gli
autovalori corrispondenti di B e C:

A|¢a,b,c> = a|wa,b,c>
B|wa,b,c> == bwja,b,c)
C|wa,b,c> = C|wa,b,c>

dove ovviamente per ogni a fissato, b e ¢ sono unici. Per ogni generico stato |))
risulta:

[B7 C]Wj> = [BC - CB] Z |wa,b,c> = Z[bc - Cb]|¢a,b,c> =0

a

risultato in contrasto con l'ipotesi [B,C] # 0

1.6
Si consideri un sistema con hamiltoniano
2
p a 2 .
H=—+— =ih
5 T 3Patap) +0¢7,  la,p] =1

Si dica per quali valori di @ e § H é limitato inferiormente e in questo caso si trovino
autovalori e relativi autostati.

Soluzione

L’Hamiltoniano puo essere riscritto nella forma:

1
H = —[p"+am(pg+qp) +m*a’q* —m?a’* + B¢* =

ma2

2

L g (8-
mon)qQ

2

_ 1 /2
= 5P+ (B
dove
p = p+ magq.
Notiamo ora che:
* [¢,9'] = [g,p +maq] = [¢,p] = ih

e p’ & hermitiano. essendo combinazione lineare di due operatori hermitiani,
purché « sia reale.

Dalla condizione che H ¢ limitato inferiormente:

7’710(2

(" Ylp") + (6 - Nqlgp)y > —oo

1
2m

(WH[y) =

Poiché il T termine ¢ positivo o nullo, tale condizione ¢ verificata per ogni |¢) purché
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Per questo Hamiltoniano puo, in queste condizioni, essere ripetuta la trattazione
usuale per l'oscillatore armonico. Si hanno quindi gli stessi autovalori e gli stessi
autostati relativamente alla pulsazione:

Notare che quanto visto vale anche nel caso di p’ = p+ f(q) con f(¢) funzione reale
di q.

1.7

Per una particella libera in una dimensione l'insieme di osservabili costituito dal-
I’hamiltoniano e dalla parita costituisce un insieme completo di osservabili?

Soluzione

Ad un fissato valore dell’energia di una particella libera in una dimensione cor-
rispondono due autostati linearmente indipendenti che, nella rappresentazione X,
sono dati da:

Se fissiamo anche 'autostato p della parita selezioniamo la combinazione lineare di
parita fissata, cioe, a parte normalizzazione, cos(pz/h) se p = +1 e sin(pz/h) se
p=-—1

1.8

Dimostrare che se per un sistema quantistico F' e G sono due costanti del moto
allora lo ¢ anche [F, GJ.

Soluzione

Se F' e G sono due costanti del moto, allora

OF i oG i
o~ et gy = RlG A
Ne risulta:
d ARG i B
OF G G OF i
= Y[FHG - HFG + FGH — FHG — GHF + HGF — GFH + GHF) =

h
- —%[FGH — GFH — HFG + HGF] =0
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1.9

Per una particella carica in un campo magnetico trovare le regole di commutazione
tra gli operatori corrispondenti alle componenti della velocita.

Soluzione
Detto A il potenziale vettore che genera il campo magnetico B , avremo
Py =mo; + 24,
c

Quindi, nella rappresentazione delle coordinate,

[0, 0,)0(%) = Q{Pl qAZ,P Aj}z/z(i"):

- i{ PHA]}M P) =

_ q( ):

3
= E gljkBk7
k=1

dove €y, € il tensore di Levi-Civita.

1.10

Dimostrare il Teorema del viriale che mette in relazione ’energia cinetica media
< T > e lenergia potenziale media < V > nel caso del potenziale coulombiano

1
<T>:—§<V>.

Suggerimento: applicare il Teorema di Ehrenfest
d<Q> 1
— =—— < [Q,H] >
dt h [ ]
al caso dell’operatore 7 - p tenendo conto del fatto che il valore medio e calcolato
per uno stato stazionario.

Soluzione

Poiché trattasi di stato stazionario

Si ha dunque:
0=<[F-pH]>=<[F-p,T]| >+ <[F-p V] >=<[F,T]-p>+<7-[pV] >
Utilizzando [r;, p;] = th si ottiene
[25,p2] = 2hp; = < [F,T] - pP>=2uh<T >

mentre si trova facilmente:
- 1 7

1
V,=]l=—= =<7 [pV] >=1he’ < = >=1h <V >,
r r r

Sostituendo queste due relazioni nella precedente si ottiene il risultato cercato.



Capitolo 2

Sistemi unidimensionali

2.1

Una particella di massa m ¢ vincolata a muoversi in una dimensione soggetta
all’azione del potenziale

Vix) 0, se |z| > a;
x) = .
—Vo, selz|<a

a) Quale deve essere la profondita della buca Vp, data la larghezza 2a, perche il
primo livello eccitato abbia energia E; = f%VO?

b) Se la particella si trova nell’autostato dell’hamiltoniano corrispondente al pri-
mo livello eccitato, qual € la probabilita di trovarla nella regione classicamente
proibita?

¢) Quanti sono gli stati legati di questo hamiltoniano?

Soluzione
Ricordiamo che, introdotte le notazioni

2mE 2m
2 _ . 2
X h? 4 h

le autofunzioni pari si ricavano da

X = gtanqa
e quelle pari da
X = —qcotqa .
a) Si vuole Ey = —1Vp, quindi
2m, 1 mVy 2m1l
X2 = *T(** 0) = 35 T*Vo = q2
h 2 h h? 2
Poiché il primo livello eccitato ¢ dispari, occorre trovare il pit piccolo valore
di qa per cui cot ga = —1, cioé qa = %ﬂ'. Quindi
h? 9h2 2
Vo= —q?= =
m 16m a2
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b) II secondo livello eccitato si ottiene come seconda soluzione dell’equazione per
le soluzioni pari. Sostituendo il valore trovato per V, abbiamo

5 2m, 9h? m? 9 72 9
P = B) = T
h?2 “16m a? 8 a?
Ricordiamo che, perché vi sia una seconda soluzione occorre che 2mVya®/h? >
72, Nel nostro caso

2m_ 5 2m 9R® 9 9
T2 0= G e, T8 T

Non vi e tuttavia una terza soluzione pari poiché %7‘(2 < 4m2. Perché vi possa
3

essere una seconda soluzione dispari occorre che Q,TTVOa2 > §7r2 che non e
verificata.

Esistono, in conclusione, solo tre stati legati.

¢) Determiniamo la funzione d’onda del primo livello eccitato, per il quale ¢ =
X = 37 /4a.
Cex®, se r < —a;
1(z) = ¢ Bsingz, se |z| <a; .
—Ce™X* sex>a

Dalle condizioni continuitd in z = a

Bsinga = —Ce™X¢
Bgcosqa = Cxye Xx°

(che sono equivalenti in quanto relative all’autovalore E; gia fissato) ricavia-

mo: .
— PR Vi

B x eXx@ e _3n

_ = = = . 3 = _\/ie 4
C qcosqa cos

Imponendo la normalizzazione la funzione d’onda

—+o0 —+o0 a
/ 1 () 2de = 2/ \c|2672><zdx+/ B2 sin? gz =

—a

C? BJ|? 1
= u6_2’“ + u[2(1 — —sin2qa] =
2 q
ax , 4
= 2ae 2 (—+1)|CP=1,
ae” % (- +1)[C]
ricaviamo
T 3T
C)? =
€] 2a<4+37r)

La probabilita P di trovare la particella nella regione classicamente proibita
e

+oo
P = 2/ |C2e™ X" dg

_ 63777( 3T )G_QX(L_
24 44377 x
B 2

4437
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2.2

Una particella di massa m si muove di moto unidimensionale in presenza di un
potenziale a buca infinita di larghezza a:

Viz) = {0 se z € [0, +al,

+o00  altrimenti.

Calcolare il valor di attesa e lo scarto quadratico medio delle variabili posizione e
impulso negli autostati dell’energia. Commentare il risultato alla luce del principio
di indeterminazione.

Soluzione

Ricordiamo che per il pozzo di potenziale le autofunzioni e gli autovalori dell’energia
sono dati da:

2 2 2h2
Un(z) = \/781nm E, =20 =12, (2.1)
a a

2ma?
Le distribuzioni di probabilita sono funzioni pari di z, pertanto
<x>=0.
Inoltre per uno stato legato valore di attesa dell’impulso € sempre nullo:
<p>=0.
Calcoliamo lo scarto quadratico medio di p. Poiche < p >=0

n?m2h?

(8p)? =< p? >=2m < B, >=2mE, = —

a

Analogamente lo scarto quadratico medio di #? & dato da

2 a 2 2 nm
(Az)? = <a?>= 5/ dza? sin® ? = n%ﬁg/ dyy? sin? y
0 0

2a* (n?r? 1 1
= 3a 3 (n67r i cos(2nm) + §(2n2772 -1 sin(2n7r))

ndm

a> (nm 1
= <3 B 2) (22)

Il prodotto degli scarti quadratici medi di = e p & quindi

nw 1
AxzAp =hy\| — — =
rep 3 2
Tale prodotto assume nello stato fondamentale il suo minimo valore (circa i/2) e

cresce al crescere di n.

2.3

Sia data una particella di massa m proveniente da x = 400 con energia F > 0 che
urta contro il potenziale unidimensionale della forma

00 se x < —a;
V — ) — b
(@) {Q(S(m), se x > —a.
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a) cosa succede nel caso classico?

)
b) trovare la forma della funzione d’onda per < 0 e per x > 0.
)
)

trovare il coefficiente di riflessione.

o

d) trovare lo sfasamento dell’'onda riflessa (rispetto al caso Q@ = 0) per

xr = +00.

e) discutere la dipendenza da % (k = 1/ #2E) delle espressioni trovate per

lo sfasamento e per 'ampiezza della funzione d’onda nel tratto —a <
z < 0.

Soluzione

a) Nel caso classico la particella, qualsiasi sia la sua energia, viene riflessa
nella posizione x = 0. Questo puo essere compreso pensando la funzione
¢ come il limite di una funzione rettangolare il cui spessore tende a zero
mentre la sua altezza tende a +o0o. La particella dovrebbe avere energia
infinita per poter passare.

b) Dato il potenziale, 'autofunzione di energia E richiesta avra la forma

Asin(kx + 9 —a<x<0; 2mkE
W(z) = S‘lkn(x—’—‘k)’ se —a <z < b eon ke L,
e~ """ + Re'™™ sex > 0.

dove si & posto uguale ad uno ilo coefficiente che rappresenta il moto
verso la barriera. La funzione d’onda si deve annullare in x = —a, per
cui § = ka.

Poniamo

che ha le dimensioni di [Lunghezza] ™!, cioe le stesse di k, dato che Q ha

le dimensioni di [Energia][Lunghezza] ™!, a causa della §. Le condizioni
di continuita della funzione d’onda e di discontinuita della sua derivata
prima in x = 0 danno luogo al sistema

P(0T) =(07) = Asinka =1+ R (2.3)
Y'(07) —¢'(07) = ap(0) = —kAcoska — ik(1 — R) = aAsinka (2.4)
che ha soluzione
2ik
kcoska + asin ka — ik sin ka

kcoska + asinka + ik cos ka
= - 2.
R kcoska + asinka — ik sin ka (2:5)

A:

Risulta cosi completamente determinata la funzione d’onda.

¢) Poiché R ¢ il rapporto di due quantita complesse coniugate, il coefficiente
di riflessione ¢ dato da
|RI? = 1.

Come nel caso classico si ha riflessione completa, ma la funzione d’onda
¢ non nulla tra la barriera a ¢ e la parete impenetrabile.

10



CAPITOLO 2. SISTEMI UNIDIMENSIONALI 24.

d) Detti p e 0 rispettivamente il modulo e la fase del numeratore di R, si
ha »
. pet ) tan ka
R= e PE _ ¢i0+m) qove 9 = arctan —_—
pe~ 0 1+ ¢ tanka
In assenza della § basta porre 2 = 0, cioe o = 0 nelle formule. Si ottiene
in questo caso
Ry = ei(2ka+7r).
La sfasamento dovuto alla barriera & quindi:

tan ka

_ 2k
1+%tanka “

Ap =260 — 207 = 2arctan

e) Consideriamo prima I’andamento di Ay in funzione di a/k = 2mQ/h%k.
Si nota che:

e Ap = 0, a parte il caso banale in cui a = 0, se tanka = 0, cioe
se ka = nmw, conn = 0,1,2,.... In questi casi la barriera diventa
trasparente.

e Per piccoli valori di a/k lo sfasamento tende a 0.

e Nel limite a/k — 400 Ay tende asintoticamente a —2ka, che
corrisponde a R = —1, cioe alla situazione in cui anche la § diventa
una barriera impenetrabile. Per questo motivo il parametro (2 viene
spesso detto opacita.

Studiamo ora il comportamento dell’ampiezza A della funzione d’onda
per x < 0, o meglio, del suo modulo quadro:

AP 4K2 4

(kcos ka + asinka)? + k2sin®ka  (cos ka + % sinka)? + sin® ka

o A k fissato, |A|? assume il valore 4 per a/k = 0.

e Sempre considerando k fissato, |A|? ha un punto di massimo in
corrispondenza del valore a/k = — cot ka, che puo essere un va-
lore fisico solo se positivo, quindi ¢ funzione decrescente di «/k,
confermando cosi il ruolo di .

e Il massimo rappresenta un fenomeno di risonanza, fenomeno che
pud meglio essere studiato ad « fissato. In figura 2.1 si nota la
presenza di una struttura a picchi che si attenua a grandi energie.

24

Un fascio monocromatico di particelle di massa m si muove lungo ’asse x in presenza
del potenziale
h2
V(z) = ——Qd(z),

m

dove §(z) e la delta di Dirac.
Per un fascio proveniente da —oo una funzione d’onda stazionaria di energia E
si puo scrivere, posto k = vV2mE/h, :

() etk 4 Re_““”7 sex <0
T) = )
Tetke, se x > 0.

Determinare per quale valore di E il flusso trasmesso & uguale al flusso riflesso.

11



2.5. CAPITOLO 2. SISTEMI UNIDIMENSIONALI

ka

2 4 6 8 10
Figura 2.1: |A|? in funzione di ka per a = 1 (curva continua) e @ = 3 (curva
tratteggiata).

Soluzione

Al fine di determinare i coefficienti R e T' a fissata energia E, imponiamo le con-
dizioni di continuita della i (z) e di discontinuita, a causa del potenziale a ¢, della
P (z) inz=0:

Pp(O0T)—9(07)=0 = 1+R=T
YO0 —/(07) = —209(0) = kT —ik(1 — R) = —2QT,

dalle quali si ottiene
10 k
== ¢ =i

Si chiede che sia |R|? = |T'|?, cioe k? = Q2 quindi 'energia dovra essere pari a

202
E:hQ.
2m

2.5

Una particella di massa m si muove in una dimensione in presenza di un potenziale
dato da
h2
Vi) =——Q6(x),
(r) =~ 94(x)

dove §(x) & I'usuale funzione delta di Dirac. La particella si trova nell’unico stato
legato. Trovare ’energia e la funzione d’onda di tale stato. Trovare inoltre il valore
di z( tale che la probabilita di trovare la particella con < x( € esattamente uguale
al/2.

12



CAPITOLO 2. SISTEMI UNIDIMENSIONALI 2.6.

Soluzione

Poiché si vogliono gli stati legati, consideriamo gli autovalori £ < 0 dell’equazione
di Schrodinger
9 2mE

P (x) 4+ 296 (x)(x) + a*Pp(x) =0, dove o =— > 0.

Per x # 0 questa equazione ha soluzione, che soddisfa la condizione di continuita
della ¢ in x = 0, ¥(x) = Aexp{—a|z|}; ricordiamo inoltre che, per la presenza nel
potenziale della 4§, la )" deve essere discontinua in x = 0:

W(07) — (07) = ~2044(0)
Questa condizione e soddisfatta da un unico valore di «,
a=Q
Esiste quindi un solo stato legato con energia

h20?

E:
2m

La costante A viene fissata, a meno di un fattore di fase, dalla condizione di
normalizzazione:

0 +oo -1 1 -1

|A|? = [/ e dx —|—/ e_mxdac] = [2(—)6_2‘” Sroc =a=.
—0o0 0 2

Quindi la funzione d’onda e data da

PY(z) = VQe @l

Infine, il valore di zy che dimezza la probabilita cumulativa e chiaramente 0, essendo
la funzione d’onda, e quindi anche la distribuzione di probabilita, una funzione pari.

2.6

Una particella di massa m si muove nella doppia buca di potenziale data da

V(x):—%zﬂ[cs(z—a)—l-é(x—ka)] Q> 0.

Mostrare che I’'Hamiltoniano ha al piu due stati legati e risolvere graficamente 1’e-
quazione che li determina. Stimare inoltre per grandi valori di a la separazione tra
i livelli.

Soluzione

L’equazione di Schrodinger diventa:

d*y()

dx?

+2Q[0(x — a) + 6(z + a)]Y(z) — E(z) =0 dove € = _27;LL2E >0

Ricordiamo che, per la presenza nel potenziale della ¢, la 1)’ deve essere discontinua
nmr=aex=—a:

V(@) =v'(a7) = —2(a)

13



2.6. CAPITOLO 2. SISTEMI UNIDIMENSIONALI

f(aa)

20a
175 | VI

15 |
125
tanh (x)
0.75 |
05 |

025

! ! ! ! ! aa
0.5 1 15 2 25 3

Figura 2.2: Soluzione grafica dell’equazione per le autofunzioni pari. Il lato destro
dell’eq. 2.6 & stato riportato per Q2a = 0.8,1.0,1.2.

¥(—at) —v/(—a") = —200(-a)
Poiché il potenziale & pari, possiamo scegliere soluzioni di parita definita. Conside-
riamo prima le autofunzioni pari. Escludendo i punti z = a e z = —a, 'equazione

di Schrédinger ha integrali indipendenti
Pi(x)=e " e YPi(z)=e“.

Le soluzioni devono andare a zero all’infinito e devono essere pari, possiamo quindi
scrivere, a meno di una costante complessiva:

e, se x < —a;
Yp(x) = ¢ Acoshex, se|z| <a; .
e ", sex>a

A causa della simmetria basta imporre le condizioni di continuita nel solo punto
T =a:
—Aesinhea — ee™ ¢ = —2Qe™ ¢

Si avra soluzione per I'incognita A solo le due equazioni sono compatibili, cioe solo
se

{ e ¢ = Acoshea

20 2Q
tanhea = — — 1= —+ — 1 (2.6)
€ €a

La soluzione puo essere trovata graficamente come si vede in figura 2.2.
Consideriamo ora le autofunzioni dispari:

€T

—e", se r < —a;
Yp(x) = ¢ Asinhex, se|z| <a; .
e T, sex>a

Imponiamo le condizioni di continuita nel punto z = a:

e ¢ = Asinhea
—Aecoshea — ee % = —2Qde™ @

14



CAPITOLO 2. SISTEMI UNIDIMENSIONALI 2.7.

f(aa)
2 -

175 ¢ 20a 4
15 |
125 ¢
tanh (x)
0.75 |
05 |

025

: : : : : — qa
0.5 1 15 2 25 3
Figura 2.3: Soluzione grafica dell’equazione per le autofunzioni dispari. Il lato
destro dell’eq. 2.7 & stato riportato per Qa = 0.8,1.0,1.2.

Si avra soluzione per l'incognita A solo se le due equazioni sono compatibili, cioe

solo se
1

1
tanhea = 5 = (2.7)

€ €a

La soluzione puo essere trovata graficamente come si vede in figura 2.3.
Esiste un’unica soluzione purche la pendenza nell’origine della funzione a destra
nell’eq. 2.7 sia inferiore a quella della funzione a sinistra, la tanh ea, che ¢ 1.

d t 1
— | =<1
dt 2Qa —t|,_, 2Qa

E facile vedere che si tratta di uno stato eccitato. Infatti I'intersezione si ha per
valori di ea < Qa, mentre per le autofunzioni pari si aveva per ea > Qa, quindi si
ha in corrispondenza un’energia F = 7%62 piu alta.

La separazione tra i due livelli tende a zero nel limite di grande distanza tra le due
0. Infatti entrambe le funzioni sul lato destro delle eq. 2.6, 2.7 valgono 1 in ea = Qa

ed anche la funzione tanh ea tende a 1 per a grandi.

2.7

Risolvere I'equazione di Schrédinger per I’energia potenziale

hQ
Viz)=—Q0(x —a)+(x+a)) Q>0
m
calcolando le autofunzioni dell’hamiltoniano corrispondenti a un problema di diffu-
sione e i relativi autovalori. Discutere la dipendenza dall’energia del coefficiente di
trasmissione.

15



2.7. CAPITOLO 2. SISTEMI UNIDIMENSIONALI

Soluzione

Poiché V(x) > 0Vz gli autovalori di H sono positivi. Fissato F = hZk?/2m > 0, le
autofunzioni relative ad F corrispondenti ad una particella che si muove inizialmente
nella direzione positiva dell’asse x sono del tipo:

e'kr 1 Re~ike se x < —a;
VYi(z) = Ae’*™ 4 Be~k se |x| < a; ,
Tetke, sexr>a

dove la densita di corrente incidente e stata posta pari a \1|2%. Le condizioni di
continuita di 9 e di discontinuita della sua derivata 1)’

Y(xa’) —p(+a”) = 0
W(kat) —¥/(+a7) = 204 (+a)

determinano completamente i coefficienti R, A, B, T"

e—ika + Reika _ Ae—ika _ Beik,a =0

Aeika + Be—ika _ Teika =0

(2Q + ik)e~*a 4 (2Q — ik) Re*® — ik Ae=* + ikBe't® = 0

ikAet*® — ikBe~*a 4 (20 — ik)Te'*®
Ne deriva che ogni valore positivo di E e autovalore dell’Hamiltoniano. Ponendo
ora

ik — 2Q) 20 ika
o= T —1—}—1? ;. B=e"r
la II e la IV equazione diventano
BA+ p*B =T
BA— (3*B = paT
Ricaviamo cosi
A=tasar  B=Sla_or
=3 @ =53 a)T.

Ritornando al sistema, la I e la III equazione diventano

G°(1+a") + f(1 — )R = §°(1 + )T
gQ1—-—a)+p1+a)R= %(1 —a)T

dalle quali, con semplici passaggi si ottiene ’espressione per T:
1
(1 + Z,Y)Z +,-),264ika

dove v = Q/k.
Il coefficiente di trasmissione & |T'|?, che, dopo qualche passaggio diventa:
1

2
7l (1+72)2 +9* + 292[(1 — 72) cos 4ka + 27y sin 4ka]

Notiamo che
e limy_o|7)? = lim,— |T|> = 0, ciot nel limite di bassa energia il coefficiente
di trasmissione si annulla;
o limy .o [T]? = lim,_ |T|?> = 1, cioe nel limite di alta energia si ha trasmis-
sione completa;

e |T'|? presenta delle oscillazioni corrispondenti alle oscillazioni di (1—+2) cos 4ka+
2vsin4ka.

16



CAPITOLO 2. SISTEMI UNIDIMENSIONALI 2.8.

2.8
Considerare una particella di massa m nel potenziale unidimensionale
R 1
V(z)=—— .
(@) m cosh? z

a) Mostrare che
Y(x) = (tanh z + C) exp(ikx)
é soluzione dell’equazione di Schrodinger per un particolare valore della
costante C. Determinare tale valore e ’energia corrispondente a tale so-
luzione. Studiando gli andamenti asintotici di ¢ (x) calcolare i coefficienti
di riflessione e di trasmissione.

b) Mostrare che anche
1
xTr) =
¢(@) coshz
soddisfa ’equazione di Schrédinger. Mostrare che si tratta di uno stato
legato e calcolarne ’energia. Dare un argomento a favore del fatto che
si tratta dello stato fondamentale.

Soluzione
Definito
2mFE
€=
I’equazione di Schrédinger diventa:
L bla) + —2ib(a) + () = 0
dz? cosh? a

a) Imponendo che ¢(x) ne sia soluzione si trova:
2
(e — k*)(tanhz + C) + ———(ik + C) = 0.
cosh” z
Questa relazione risulta verificata Vo purché:

e=k> e C=—ik.
Nel limite x — +o0

W)~ (L= i)™
mentre per £ — —o0

Non vi & quindi componente riflessa (x e~#%):

R=0 e T=1

b) Per quanto riguarda ¢(x) sostituendo nell’equazione di Schrédinger si

ottiene:
1 2 5

— +
coshx  coshz  coshzx

e quindi

e=—1.
Notiamo che per |z| — 0o ¢(x) — 0, quindi ¢(x) rappresenta uno stato
legato. Inoltre si tratta di una funzione priva di nodi, e quindi si tratta
di uno stato fondamentale.
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2.9. CAPITOLO 2. SISTEMI UNIDIMENSIONALI

2.9

Calcolare gli elementi di matrice degli operatori posizione e impulso nella base del-
I’energia dell’Oscillatore Armonico. Valutare i valori medi di entrambe le grandezze
in un autostato dell’energia.

Soluzione

Utilizzando le espressioni per gli operatori z e p in termini degli operatori a e a'
(vedi A.5) e ricordando che (A.6)

a) = Viili—1)  atln) = VAT Tln+1)
si ha
a = (lelk) = /o (lla+ at)lk) = /ot [VE Sk +VET 1600
P = lplE) = /222 (jl(a — ah)lk) = =0y /222 [VESs00 — VEF 160,01

Per quanto riguarda i valori medi, essi sono entrambi nulli:

<z >p= (klz|k) =0 <p>r=(klplk) =0

2.10

Calcolare gli elementi di matrice degli operatori 22 e p? nella base dell’energia
dell’Oscillatore Armonico. Far vedere che, in un autostato dell’energia, il valor di
attesa dell’energia cinetica e dell’energia potenziale sono uguali.

Soluzione

Utilizzando la (A.5) si ha

(@)1 = (jl2?|k) = 52— (j|(a + a')?[k) = 32— (jla® + (aT)? + aa® + alalk)
(P*)jk = (lPPIk) = =22 (jl(a — a')?|k) = =25 (jla* + (aT)? — (aa’ + ala)|k)

Dalla (A.6) otteniamo

(jla®k) = Vk (jlalk — 1) = /k(k — 1) 5k j1o
(l(a")? k) = VE+1{jlat|k +1) = /(k + 1)(k + 2) 6 j—2,

mentre, da [a,al] = 1,
(jlaa® + a'alk) = (j|1 + 2ata|k) = <j|H|k> (2k+1)0; 1

Sostituendo si ha, per gli elementi di matrice richiesti,

(220 = 5 [VEG = 1) 8kgr2 + /o D(E+2) k2 + (2K + 1)3]
(PP = ~222 [/AGE = 1) 8k 42 + /O F Dk +2) 8oz — 2k + 1))
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CAPITOLO 2. SISTEMI UNIDIMENSIONALI 2.11.

I valori medi, detta Ej autovalore dell’energia per lo stato |k), sono dati da

h Ey
<@ >k= (kla7lk) 2mw (2k+1) mw?
hmw

< p? >p= (k|p?|k) = —— 2k +1) = mE,

da cui si vede che i valori medi dell’energia cinetica e dell’energia potenziale sono
entrambi uguali a meta dell’energia del livello.

2.11

4

Calcolare il valor di attesa dell’operatore z* in un autostato dell’energia dell’Oscil-

latore Armonico.

Soluzione

Utilizzando la relazione di completezza e i risultati del problema 2.10 si ha

oo oo
<a'>; = (Glatls) = DGRk Rl = > | Gla?k)|
k=0 k=0

oo

2
[\/ k= 1) 8502+ v/ + D(E+2) 0052 + 2k + 1)1

k=0
Sviluppato il quadrato i prodotti di d con indici differenti non danno contributo:

2 352
4. _ S . . . 21 _ 2 .
<al>i= i [g(]71)+(g+1)(y+2)+(2]+1)pm (272 + 25 + 1]

2.12

Un oscillatore armonico di massa m e costante elastica k si trova nello stato fon-
damentale. Si calcoli la probabilita di trovarlo al di fuori della zona permessa
classicamente.

Soluzione

La regione permessa classicamente e il segmento compreso tra i due punti d’inver-
sione del moto +, dove
2F

T=1—

k

ottenuto risolvendo ’equazione
Lo 9
E=V(z)= §K x

Nello stato fondamentale F = iw/2(w = y/k/m), mentre lo stato & descritto dalla
funzione d’onda (vedi A.2)

dolr) = () ke e/,
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2.13. CAPITOLO 2. SISTEMI UNIDIMENSIONALI

Tenendo conto della simmetria della distribuzione di probabilita risultante, la pro-
babilita richiesta & quindi

+o0 9 9 +oo 5
P = 2 dr = — ~*d
[ P = — [ e

- % [\f - /01 e_w2dx} —1-2BErf(1)=1-0.84=0.16. (2.8)

dove

Y 2
Erf(y) = %/0 e ¥ dx

¢ la funzione errore, che si trova tabulata o si calcola per via numerica.

2.13

Si sa con certezza che lo stato di un oscillatore armonico di pulsazione w non contiene
stati piu eccitati del secondo livello:

[¥) = al0) +b[1) + ¢/2)

Si sa inoltre che il valore di aspettazione della posizione = all’istante considerato ¢
zero e che il valore di aspettazione dell’energia ¢ (3/4)hw.

Che si puo dire dei valori di a, b, ¢ nell’ipotesi che siano reali? E completamente
determinato lo stato in queste condizioni?

Soluzione

Ricordando che

tln) =\ o (a+a) = [ o (ata)in) =\ S (Vln— 1)+ Vi F 1)),

(2.9)

h
<z >=1/=—(2ab+ 2v2bc) =0 (2.10)
2mw
che ha due soluzioni

a) b#0ea=—V2¢
b) b=0

Abbiamo a disposizione altre due equazioni

si ottiene

a>+ >4+ ¢*> = 1 (condizione di normalizzazione)

a® +3b* + 52 = B (condizione sull’energia)

Nel caso a) si ottiene:

V3 V5 3
c 5 5, e F 5
che & incompatibile con I'ipotesi di realta dei coefficienti. Nel caso b) si ottiene:

1 7
b=0, c=x——, a==44/=
2v/2 8

Si hanno in definitiva quattro possibili determinazioni dello stato.
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Capitolo 3

Momento angolare e sistemi
in 2D e 3D

3.1

Lo stato di una particella di massa m é descritto dalla funzione d’onda

dove A, n e xg sono costanti.

a) Usando I'equazione di Schreedinger, trovare il potenziale V' (z) e Uenergia
E per i quali questa funzione d’onda ¢ un’autofunzione (assumere che
V(z) — 0 per z — 00).

b) Quale connessione si pud notare tra questo potenziale e il potenziale
radiale effettivo (coulombiano + centrifugo) per un atomo d’idrogeno
nello stato di momento angolare orbitale £7

Soluzione

a) Sostituendo ¥ (z) nell’equazione di Schrédinger si ottiene:

B - V(o)) = [W—D no 1

5 —2+2} ¥(x)

2m | x

Nell’ipotesi V(x) —— 0, si ottiene
Tr—00

n? 1 n? [n(n—1) n
=——— indi Viz)=—|——5-—~—-2—
2m 3 ¢ quindi V(z) 2m [ x2 xazo}
b) II termine %% ¢ ’analogo del potenziale centrifugo 2’% Z(gl) del-

I’equazione radiale, ma il termine in % dipende da n mentre cio non
2
q

accade nel potenziale coulombiano -
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3.2. CAPITOLO 3. MOMENTO ANGOLARE E SISTEMI IN 2D E 3D

3.2

Di un atomo di idrogeno si sa che:
a) é in uno stato p con n=2,

b) lo stato contiene autostati di L, relativi agli autovalori +1 e -1,

)
¢) il valore di aspettazione di L, é zero,
)

d) la probabilita di trovare I’elettrone nel primo quadrante (0 < ¢ < 7) é del
25%.

Scrivere le possibili funzioni d’onda.

Soluzione

Indichiamo con |nfm) il generico autostato comune ad H, L? L. Le condizioni a)
e b) consentono di scrivere lo stato cercato nella forma:

[¥) = «|211) + []21-1)
Per condizione c):
(WIL=|9) = |aP*h = |8FR=0 = o* =|5P
Imponendo la normalizzazione e tenendo in conto che, poiché la fase complessiva di
1) ¢ indeterminata, possiamo fissare a reale e positivo, otteniamo
1
o = = —
6] 7
e, detta 0 la fase di (3,
1 L s
o= — [§] = —=2=8e
5 7

La condizione d) richiede il passaggio alle funzioni d’onda. La probabilita di trovare
la particella tra ¢ e ¢p+d¢ si ottiene integrando sulle altre variabili il modulo quadro

della ¥ (r, 0, ¢) = ()
P(8)dé = ‘\/12; (\}56

s 1 [2(1 _ I 1 I
P ~ - = —i¢ - +ip—id i 1) - —ip+id —
(0<¢< 2) 277/0 (\/ﬁe + \/ﬁe ﬂe + \/56 d¢

i¢ 1 —i¢+i6)

2
+ Ee dqb

(3.1)

Quindi
sind=0 = Jd=n7
Abbiamo quindi due possibili determinazioni dello stato corrispondenti alla scelta
di n pari o dispari:
751211) + 5[21-1)
lv) =
%\211) - %|21—1>.
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CAPITOLO 3. MOMENTO ANGOLARE E SISTEMI IN 2D E 3D 3.3.

3.3

Mostrare che in un autostato di J? ed J, corrispondente ai numeri quantici j ed m,
la massima accuratezza nella misura contemporanea di J, e J, si ottiene quando
Im| = j.

Soluzione

Cerchiamo il minimo nello stato |jm) delle indeterminazioni di J, e J,, che sono
uguali per motivi di simmetria:

(KA > =< J2> — < J, >2= (< AJy >)P =< J, > — < J, >2

Sempre per motivi di simmetria, non essendovi direzione privilegiata nel piano zy,
< Jp >=< Jy >. 1l loro valore ¢ zero; infatti, utilizzando la A.15, si ottiene:

<Jg> = <],m|J:c|],m> =
1 .
= <j,m|§(J++J*)|.77m>:
h — ; i(7 j
= S {ViG+D=mm+Dljsm+1) + ViG+ D —mm—1)j;m = 1)} =0
Pertanto:

1 1 h?
(< AT, >)? =< J2 >= 3 < J? =T >= 5[j(j+1)h2 —m?*h?) = ?[j(j—l—l) —m?]

che & chiaramente minima per |m| = j, il valore massimo che |m| pud assumere.

3.4

Una particella in un potenziale centrale é in uno stato descritto dalla funzione
d’onda

W@y, 2) = Alzy + yz + za)e " .

a) Qual é la probabilita che una misura del quadrato del momento angolare dia
come risultato 07

b) Quale che dia 6h2?

¢) Se si trova | = 2, quali sono le probabilita relative ai vari valori di L,?

Soluzione
Passando alle coordinate polari mediante la trasformazione

r=rsinfcos¢ y=rsinfsing z=rcosh

(xy +yz +2x) = 72(sin?Osin ¢ cos @ + sin f cos O sin ¢ + sin f cos f cos ¢p) =
1 2ip _ ,—2ig i _ ,—igp b | ,—itp
= r? fsin29¥—|—sin90089 € .e + c —|—.e =
2 2 24 i
2 M ) ) ) .
= ;— [2 sin?  (e** — e72'?) +sinfcosf ((1 +14)e'® — (1 — i)e_“b()%.?)
i

Utilizzando le armoniche sferiche A.18 si ottiene

r2 2|1 321 ST ‘ o
’l/)(il’,y,Z) = A?Z € [2 T5 (}/2 2 - Y22) - T5 ((1 + Z)YQl - (1 - ’L)Y2 1)
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3.5. CAPITOLO 3. MOMENTO ANGOLARE E SISTEMI IN 2D E 3D

a) 1 si trova in uno stato con £ = 2 per cui P({ =0) =0
b) P(L? =6A%)=P({=2)=1

¢) Occorre normalizzare la parte dipendente dagli angoli, cio¢ la parte tra pa-
rentesi quadre. Considerando l'ortogonalita delle armoniche sferiche con m
diverso si ha

1327 8T 48T
S (4D = (1P 4L =i = ——
T D)+ (i i) =
Avremo quindi

1327 15 1
Pm=2)=Pm=-2) = -——— 2 —_
(m=2) = P(m = -2) 1715 487 6

8m 15 1
Pim=1)=Pm=-1) = —2— ==
(m=1)=P(m=-1) 15 487 3

Pim=0) = 0

3.5

Per molte molecole ’energia potenziale puo essere modellizzata con I’espressione

Lqr)=_21>(j_-;i>.

Determinare i livelli di energia per questa energia potenziale e discutere i risultati

nell’ipotesi, valida sovente, D < %
Soluzione
Introducendo la variabile
pP=—
a
e i parametri
2ma? 2ma?
2 _ 2 _
6——h2Ee’y—h2D
I’equazione di Schrédinger radiale diventa
292 A2+l +1)
X" (p) + |:_€2 + 7 - P(2 x(p) =0

L’equazione & simile a quella per 'atomo d’idrogeno

2N L +1)

X' (r) + [—8 + 5 } x(r) =0

T T

a meno delle sostituzioni

’ 1, 1
A=L e P+ =L+ el = 72+(£+§)27 5
€
Nel caso dell’atomo d’idrogeno la richiesta che la funzione d’onda sia regolare

all’infinito porta alla condizione di quantizzazione

V+1—X=—n,.
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CAPITOLO 3. MOMENTO ANGOLARE E SISTEMI IN 2D E 3D 3.6.

Nel nostro caso avremo

1 1 42
24 (pr 2y
v+ ( + 2) + 2 B Ny
I livelli di energia degli stati legati sono dati quindi da
2mg” :
h Y
 2ma? [

Enr,l =

2
w/72+(£+%)2+%+nr}
1

= —D 2
[ 1+ (0+ 1222+ (3 + n,)x}
dove
1
xr=—
Y
Nell’ipotesi 7 > 1 sviluppiamo questo risultato in serie di x fino al II ordine.
Tenendo conto degli sviluppi :
2

Vita? ~ 1+5

2
1-az+ (a® - b)x2]2 ~1—2ax + (3a® — 2b)2?,

Q

1 2
{1 +azx+ be]
si ottiene L o -
2(ny + 5 {4+ = Ny + 3
SO P LSS S LSt
Y Y Y

E chiaro che questa approssimazione ha senso solo per piccoli valori dei numeri
quantici, altrimenti i termini trascurati diventano importanti perche dipendono da

potenze di n, e £. I tre termini possono essere interpretati:

a) il primo termine costante & legato al valore del minimo del potenziale. Infatti
il V' nel punto di minimo r = a vale —D;

b) il secondo termine un termine vibrazionale di pulsazione

2D

w=\—
ma?
legato al fatto che intorno al minimo il potenziale rappresenta un oscillatore

armonico;

c) il terzo e il quarto termine rappresentano ’energia rotazionale proporzionale

a
K2 h2
= — dove I ¢ il momento d’inerzia del sistema.

D p—
v 2ma2? 21

3.6

Considerare il seguente gradino di potenziale in & dimensionsi

V() 0, sex<0
)= .
Vo, sex >0

Derivare le leggi di riflessione e rifrazione per un’onda piana che incide obliquamente
e determinare le condizioni per la riflessione totale.
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3.6. CAPITOLO 3. MOMENTO ANGOLARE E SISTEMI IN 2D E 3D

Soluzione

Notiamo che I’equazione di Schrodinger e separabile in coordinate cartesiane, essen-
do 'Hamiltoniano dato da:

p2 pi p2
=z Y Z
_{2m+2m+22m’ sex<0,
- 2 2 .
Py pfy D
s+ Vot 55+ 55, sex >0

Come si vede dall’Hamiltoniano il sistema e simmetrico per rotazioni intorno all’asse
x, possiamo quindi fissare la direzione di incidenza nel piano zz, ponendo p, = Fy =
0. Per la separabilita abbiamo per ’energia:

E=FE,+F,
e per la relativa autofunzione:
U(z, 2) = p(x)d(2).

Nella coordinata z il moto e libero, mentre nella coordinata x si ha un potenziale a

gradino. Ponendo
2mkE, 2mE,
ky =1/ 2 ) k‘zz\/77

abbiamo, normalizzazione a parte,

6(z) = e
b)) = etke® 1 Re~ =T e x <0
) Tetker, sex >0
dove
o 2m(E, — W)
e

Abbiamo posto E, > Vj poiche viene altrimenti non si avrebbe corrente trasmessa
per x > 0 e quindi non si avrebbe rifrazione.
Imponendo le condizioni di continuita per la ¥ (z) e la ¢'(z) in x = 0, si ottiene

e R

R_ =
ke 4 K, ki + K,

Poiche k. = k, gli angoli di incidenza e di riflessione sono uguali. Si ha riflessione
totale solo se R = 1,T = 0, cioe solo se k, = 0, F, = 0 e 'onda si propaga nella
direzione z.

La situazione presenta analogie e differenze rispetto al caso delle onde elettroma-
gnetiche, per le quali vale la legge di Snell. Nel presente caso 1, cioé la variazione
del potenziale, assume il ruolo di cambiamento dell’indice di rifrazione. Mentre per
i fotoni vale la semplice relazione (n =indice di rifrazione)

kj:

n=—n,

w FE
c he

per le particelle la relazione e piu complicata

2m(E — Vo)

k= 2
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CAPITOLO 3. MOMENTO ANGOLARE E SISTEMI IN 2D E 3D 3.7.

In termini dei vettori d’onda gli angoli sono dati da

. k. . k.
SN = ——— SNy = —F——
\/k?"‘ki /k2+k/2
sna  VKHKL BT E, -V

sin o VE2 + k2 o E,.+E,
Risulta quindi che:

1. se V5 > 0 avremo sina’ > sina e quindi o > «; viceversa se Vp < 0 avremo
o <«

2. Il caso della riflessione completa, che si ha nel passaggio da un mezzo piu
rifrangente ad uno meno rifrangente, richiederebbe dunque che sia un parti-
colare valore negativo di V. Tuttavia per le onde di materia sina’ = 1 solo
se kI, =0, cioe se E, = Vj, che non ha senso fisico per Vj < 0.

3.7

Un nucleo di dimensioni 5 10~*3c¢m é schematizzato come una buca di potenziale
di profondita 10 MeV.
Trovare la minima massa di una particella all’interno del nucleo.

Soluzione

Ricordiamo che per una buca sferica di raggio a e profondita V[ in uno stato di
momento angolare ¢ = 0, gli stati legati si ottengono come soluzioni dell’equazione

h?
sin ka mVoa? ka  (cotka < 0)

dove k = /2m(E + V) /R2.

La suddetta equazione ha soluzioni solo se

h2 2
2mVya? < T
9 m2h%c?
mc W .

Nel nostro caso, ponendo Vy = 10MeV, a =5 10~ 3cm, si ottiene
me? > 192.3MeV.

Ricordando che stati di momento angolare con ¢ > 0 si ottengono, a massa m fissata,
per valori piu alti di Vj, possiamo desumere che, date le disequazioni su riportate,
a fissato Vj, tali stati necessitano di valori di massa piu alti di quello trovato per
{=0.
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3.8. CAPITOLO 3. MOMENTO ANGOLARE E SISTEMI IN 2D E 3D

3.8

Un oscillatore armonico piano ha come hamiltoniano

Loy 2 L9 o 2
a) Si dica quali sono i livelli energetici e la loro degenerazione;
b) si scriva 'hamiltoniano in termini degli operatori

1 . 1 .
Ny = ﬁ(% +iay) n- = E(% —iay)

mw w 1 mw iy 1
O =] = @z + 1\ —— Dz Ay = | — W ——
2h ¢ 2mwhp Y 2h Oy 2mwh Py

e dei loro hermitiano coniugati;

con

¢) si scriva 'operatore momento angolare per questo problema; cosa si pué dire
sul momento angolare a fissato livello di energia?

Soluzione

a)
H="H, +H, =ho(ala, + a;flay +1)

Gli autovalori di ‘H sono dati da
E=(n+1hw conn=0,1,...

ai quali corrispondono gli autostati |ng,ny) con ng +ny, =n, ny >0, ny, >0,
che possiamo anche scrivere nella forma

|k,n—k) conk=0,1,...,n.
FE,, ¢ quindi degenere n + 1 volte.

b) In termini degli operatori n si ottiene

az = \%(m +n-) ay= \%(m —n-)

H = hw(nin- +nlng +1)

c) Per questo sistema il momento angolare ha solo componente lungo 'asse z.

Poiche
0o = \/E(% +al)  po= 1\/@(% —a})
abbiamo
L= 4y aypa = o (@0 + o)y — a}) = (ay + )@z — af)] = 5 [ala, — aza

In linea di principio dovrebbe essere possibile trovare un set di autostati comu-
ni ad ‘H ed L, poiché si dimostra facilmente che i due operatori commutano.
Ci limitiamo tuttavia a studiare, come richiesto, gli elementi di matrice di L
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CAPITOLO 3. MOMENTO ANGOLARE E SISTEMI IN 2D E 3D 3.9.

nei sottospazi relativi a ciascun autovalore dell’energia, cioe a n fissato. Si
ottiene

<k',n — k’|L|k,n — k) = (;k-/’k;Jrl\/ (k + 1)(TL — k) — 5k’,k71 k(n —k+ ].)
Si vede subito che gli elementi diagonali, cioe i valori di aspettazione di L
negli autostati dell’energia che abbiamo trovato, sono nulli. In questi auto-
stati accade quindi o che ¢ = 0, oppure che, presumibilmente, sono presenti
combinazioni di £ e di —/.

In ciascun sottospazio relativo ad un valore FE,, la matrice di L ha questa

forma:s:
0 vn 0 0 0 0
—/n 0 2(n—1) 0 0 0
0 —v/2(n—1) 0 3(n—2) 0 0
L — 0 0 —/3(n —2) 0 0 0
0 0 0 0 0 vn
0 0 0 0 o —y/n 0

L™ & tridiagonale, antisimmetrica rispetto alla diagonale principale, simme-
trica rispetto a quella opposta. Si puo dimostrare in generale che gli autovalori
sono

{=-n,—n+2,....,n—2,n.
Si possono facilmente calcolare gli autovalori per i primi valori di n:

pern=0 (=0
pern=1 (==l
pern=2 (=0,£2
pern=3 {(=41,43

3.9

Una particella in un potenziale sfericamente simmetrico € in uno stato descritto dal
pacchetto d’onda

Tb((m, Y, Z) = C(l’y +yz+ zx)e_(”’z

a) Quale ¢ la probabilita che una misura del quadrato del momento angolare dia
per risultato 07

b) Quale & la probabilita che dia 6A2?
c¢) Se si trova che il valore del numero quantico angolare ¢ 2, quali sono le
probabilita relative ai possibili valori di m?
Soluzione

Introducendo le coordinate sferiche mediante la A.10, possiamo scrivere

U(r,0,¢) = Cr2e=or (sin? @ sin ¢ cos ¢ + sin @ cos @ sin ¢ + sin § cos cos @) =
C 2 (1 . ) . )
= o rle” " {2 sin 6 (e* — e~ %) +sin 6 cosf [e(1+1i) —e (1 — z)]} -
— §T2€_QT2 % [1/2—2 N Y22 _ (1 + i)YQI + (1 _ Z)szil}
i
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3.10. CAPITOLO 3. MOMENTO ANGOLARE E SISTEMI IN 2D E 3D

a) La particella si trova in uno stato con ¢ = 2, quindi P(¢ = 0) = 0.
b) P(L?=6h%) =Pl =2)=1

c) La probabilita di trovare un certo valore di L, ¢ dato dal modulo quadro
del coefficiente della relativa Armonica Sferica, dopo avere integrato su r e
normalizzato la funzione d’onda. Il risultato dell’integrazione su r € un termine
uguale per tutte le componenti che puo essere trascurato. Avremo quindi

IT+14+14i?+1—iP=14+1+2+2=6

e le probabilita richieste sono date da

1

P(L,=-2h) = -
( ) = 3

1

1

P(L,=-1h) = -
( ) = 3
1

P(L.=0n) = 0

3.10

La funzione d’onda dello stato fondamentale dell’atomo d’idrogeno eé:

dove 79 = h%/me? & il raggio di Bohr.

a) Determinare a quale distanza dal nucleo la densita di probabilita di trovare
I’elettrone é massima.

b) Determinare inoltre il valore d’attesa della posizione dell’elettrone.

Soluzione

Poiché si richiede la probabilita di trovare ’elettrone a fissata distanza dal nucleo
(o meglio di trovare la massa ridotta a fissata distanza dal Centro di Massa) indi-
pendentemente dalla direzione, occorre integrare la distribuzione di probabilita su
tutto 'angolo solido.
2,2 2.2 4r? o

P(r)dr = | dQ 100" 7" dr = 4r|y1 00| r dr = —5- ¢ Todr
To
a) La densita di probabilitd di trovare lelettrone é massima per r soluzione

dell’equazione

dP(r) 4[ ﬂ 2 2 P(r)

I :% 2r—2—|e ™ =0 con W<0.

To

Quindi il massimo richiesto si ha in r = ry (r = 0 corrisponde ad un minimo).
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CAPITOLO 3. MOMENTO ANGOLARE E SISTEMI IN 2D E 3D 3.11.

b) Il valore d’attesa della posizione dell’elettrone, usando la formula (A.2), & dato
da

e 3
<r>= / drrP(r / drrde” %= O/ daa®e ™ = = .
7"0 0 2

3.11

Lo stato di una particella di massa m ¢é descritto dalla funzione d’onda

(e’ sin ¥ + cos ) g(r),

L1
w(’r)_\/ﬂ

/|g(1")|2r2dr =1

e p, ¥ sono gli angoli azimutale e polare rispettivamente.

dove

a) Quali sono i possibili risultati di una misura della componente L, del momento
angolare della particella in questo stato?

b) Qual’e la probabilita di ottenere ciascuno di tali possibili risultati?

c¢) Quale’e il valore di attesa di L,?

Soluzione

¢) Mediante le formula (A.17), la funzione d’onda puo essere riscritta nella forma

o Lo iy,

quindi i possibili valori L, sono +# e 0.

Supponendo normalizzata la sua parte radiale, la funzione d’onda ¢ comples-
sivamente normalizzata. Infatti

1 [eS) ™ 2m
PP dr = —/ drr2gr/ dﬁ/ dp(1 + cos ¢ sin 29) sin ) =
fr iz Jy Ty S, ain)
= 1/ dy sind =1
2 Jo
Quindi P(L, =h)=2/3e P(L,=0)=1/3

¢) <L,>=2/3-h+1/3-0=2/3h
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3.12. CAPITOLO 3. MOMENTO ANGOLARE E SISTEMI IN 2D E 3D

3.12

Si consideri un atomo d’idrogeno negli stati 2p (trascurando lo spin dell’elettrone).
Si consideri inoltre la base degli autostati comuni agli operatori H, L2, L,.

a) Si denotino con |14 ), [1o), |_) gli stati normalizzati della base corrispondenti
rispettivamente a m = +1,0, —1. Si immerga ’atomo di idrogeno in un campo
magnetico esterno B parallelo all’asse z e sia l'energia di interazione data da

W =-4B-L.
Calcolare i nuovi livelli di energia del sistema.

b) Si consideri lo stato

W) = = (|¢4) + V2vo) + [1p-)).

Calcolare < E > e AE? =< (E— < E >)? > nello stato [¢)).

N =

¢) Nella rappresentazione |14 ), [¢o), |¢—), in cui L, é diagonale, si ha

h

0

L, = 1
V2 \ g

0

10

- 0 1

10
1 0

B

-2 1 0 1

Toavezl g

Calcolare i valori medi di L, e L, nello stato |¢(t)).

L

Soluzione

a) L’energia dei livelli 2p in assenza del campo magnetico &
puc’a?
8

dove p e la massa ridotta dell’elettrone e « la costante di struttura fine. Il
contributo di energia relativo al campo magnetico corrisponde all’operatore

W = —G8BL,

by =

che commuta con il resto dell’Hamiltoniano. Inoltre gli stati considerati sono
autostati di L,, quindi i nuovi livelli di energia sono

2 2.2

2 2
_ BhB ES:—% E;lz—”CSO‘ + BhB,

dove i livelli sono stati indicizzati con il valore del numero quantico m.

2
gl _hca
+1 -

b) Lo stato |[¢) ¢ normalizzato. Si ha quindi:

ucta?

4

1\° _
<E>= (2> (1B + (V2)2EY + 12B; 1) = —

AE? = <(E-<E>)*>=
= <E?’>_—-<E>2=
1
= 1[(E§1)2+2(E§)2+(E2_1)2]—<E>2=
1 212 N2
= —0B°h“B
2ﬂ
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CAPITOLO 3. MOMENTO ANGOLARE E SISTEMI IN 2D E 3D 3.13.

c) Nella rappresentazione considerata il vettore di stato & rappresentato dalla
matrice ad un colonna

1
W)y == V2
1

\V)

Avremo quindi:

o

1 B 1 0 1 1
1 A 0 1 0 1 1

3.13

Una particella in un potenziale V(r) & descritta dalla funzione d’onda
VE(r,d,p) = Ae” @0 (ap costante)
autostato dell’Hamiltoniano.

a) Qual ¢ il contenuto di momento angolare dello stato?

b) Supponendo che il potenziale si annulli nel limite » — oo, trovare 'autovalore
dell’energia considerando in questo limite ’equazione radiale

{ K2 [1 0 ,0 Ll+1)

_2’u

r20r Or r2

|+ v} st .0) = B0,
¢) Dal valore di E ricavare V(r), utilizzando sempre Iequazione radiale.

Soluzione

a) Poiche la funzione d’onda non dipende da 9 e ¢ il sistema € in uno stato con

{=m=0.

b) Poiche
10 ,0 = 110 , = L1, 1], 21 1] .
— —r’_e =————7% w0 =——|2r— —r?|le 0= |-+ | @0,
r2 0r  Or ao 2 Or ag 12 ag apr  a}

Al limite per r — oo troviamo 'autovalore dell’energia:

h2

E=-
2paq
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3.13. CAPITOLO 3. MOMENTO ANGOLARE E SISTEMI IN 2D E 3D

c¢) Sostituendo nell’equazione precedente il valore diE trovato, abbiamo

n? 1
V(r)=——-.
pag T
Se ag ¢ il raggio di Bohr (a9 = Mh—;), si ottiene il potenziale dell’atomo

d’Idrogeno V (r) = — <.

r
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Capitolo 4
Spin

4.1

La funzione di spin di una particella di spin % ha la seguente forma nella rappre-
sentazione in cui S, é diagonale

1\ [ €e®cosé
o )\ ePsing |-

Esiste una direzione n dello spazio tale che il risultato della misura della componente
dello spin lungo n possa essere previsto con certezza?

Soluzione

Notiamo che lo stato e giaa normalizzato. Dette ¥ e ¢ le coordinate sferiche angolari
che individuano la direzione 71, tale stato deve essere autostato dell’operatore:

s . _ h. 0 1 . . 0 —i 1 0 _
S-n = 2{s1nz9cos<p< 1 O>+Sm1951ncp(l. 0 )+Cosq9( 0 —1 ﬂ =
_h cos?  sinde ¥
~ 2\ sinde®  —cos? ’

Gli autovettori di S - 7 sono ovviamente :I:%, mentre gli autovalori sono:

S
= h cos ¥ = h sin 2
L= —) = 2. = ——) = .
|5+ +2> (singew ) |57 2> ( —cosg?ew )
Abbiamo quindi due possibilita
1. p=0—q, 5:g
2. p=p—a, §= %

4.2

Una particella di spin % si trova in uno stato in cui il valor di attesa di S, é %a e
quello di Sy é %ﬁ con « e (3 compresi tra —1 e 1.

Mostrare che deve valere la condizione o 4+ 32 < 1, e che per o? + 5% < 1l
problema ammette due soluzioni, mentre per a® + 32 = 1 se ne ha una sola. In
quest’ultimo caso calcolare la probabilita di trovare lo spin della particella orientato
parallelamente o antiparallelamente rispetto all’asse z.

35



4.3. CAPITOLO 4. SPIN

Soluzione

Detti |1) lo stato in esame e |£) gli autostati di S, relativi agli autovalori +A/2,
abbiamo

o) =alr)+ol-) = )

dove a e b sono due costanti da determinare. In questo stato i valori medi di S, e
di S, sono

<Sy>=1(a b*)(? é)(g)g(a*b+ab*)
<8y >=1(a b*)<§ _()Z)<Z>:—gi(a*b—ab*)

Possiamo scegliere liberamente la fase in modo che
a>0 b= e”.
Dalla condizione di normalizzazione
a2+ pPP=1 = pP=1-a> = b=+1-—a2e".

Le relazioni per i valori medi diventano:
2
7 < S; >=a2R(b) = 2av/1 —a? cos?

2
7 < Sy >= —ia2i3(b) = 2a/1 — a? sind

e, per le condizioni imposte dal problema,
4
o + = 72 (<8, >*+ <8, >*) =4a’(1-a®) con a*<1.

11 lato destro di questa equazione rappresenta, nella variabile 2, una parabola con
concavita rivolta verso il basso, simmetrica rispetto all’asse a? = 1/2, che assume il
suo massimo valore in a? = 1/2, per cui

a?+ 32 < 4a2(1 — (12)|(12:l =1

Ogni altro valore di o + 32 < 1 corrisponde a due valori di a? simmetrici rispetto
ad a® =1/2.
Nel caso a? + 32 = 1 abbiamo a = 1/v/2 = |b|, quindi
1 .
Y+ — e |-).

1
BRCAMARYG:

Quindi le probabilita richieste sono entrambi uguali a 1/2.

|¥)

4.3

Un fascio di atomi di spin % che si muove nella direzione dell’asse y viene sottoposto
ad una serie di misure da parte di apparati del tipo Stern-Gerlach nel modo seguente:

a) La prima misura accetta gli atomi con s, = % e rigetta gli atomi con s, = —%.
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CAPITOLO 4. SPIN 4.4.

b) La seconda misura accetta gli atomi con s,, = % ¢ rigetta gli atomi con s, =

2
—%, dove s, e 'autovalore dell’operatore S - i1 e i versore disposto nel piano
xz ad un angolo [ rispetto all’asse z.

¢) La terza misura accetta gli atomi con s, = —2 e rigetta gli atomi con s, = %

Qual ¢ I'intensita del fascio finale rispetto a quella del fascio che sopravvive alla
prima misura? Come bisogna orientare la direzione f del secondo apparato
se si vuole ottenere la massima intensita finale possibile?

Soluzione

Dopo il passaggio nel primo apparato gli atomi sono descritti da un autostato di .S,
corrispondente all’autovalore +7/2. Utilizzando i risultati dell’esercizio (4.1) tale
stato si puo scrivere come sovrapposizione di autostati di S - i nella forma

h o h 5 . h
Sz—+2> = C4 Sn—+2>+c_ S 'f'l/——2>7
5 - h h ) 1 9
cy = <S-n=+2’5z=+2>:(cosg s1ng)(0>:cos2
5 . h h . 1 9
c. = <S-n:—2‘ z:+2>=(s1ng —Cosg)<0>:sm2

Dopo la seconda misura 'intensita del fascio si sara ridotta quindi di un fattore

cos? g, mentre lo stato di ciascun atomo

3 . h cos ¥ 9 h .0 h
S-n—+2>—<sin§ )—0052’SZ—+2>+51112‘SZ_—2>

La terza misura riduce ulteriormente I'intensita del fascio di un fattore sin? g, per
cui complessivamente si il rapporto tra I'intensita del fascio finale e quella del fascio
che sopravvive alla prima misura ¢ dato da

9,0 1.
cos? — sin? = = = sin% 9

2 2 4

Tale rapporto & massimo per ¢ uguale 7/2 oppure 37 /2.

4.4

Un sistema di tre particelle diverse di spin % ha come Hamiltoniano
H = V(51-52+52~53+53-51),

dove V' é una costante.
Si determinino gli autovalori di H, la loro degenerazione e i relativi autostati.

Soluzione

Detto J lo spin totale del sistema ed j il numero quantico relativo, abbiamo

14

1 9
HVQW[(SlJrSngSg)QSfS%Sg}[JQ hﬂ

T OR? 4
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4.4. CAPITOLO 4. SPIN

Ricordiamo che ne caso di due particelle di spin 1/2, se indichiamo con |j, j,) 'au-
tostato dello spin totale e con |+, £) gli autostati degli spin delle singole particelle,
abbiamo i seguenti possibili stati:

1
ﬁ(l—h _> - |_,+>)

1, +1) = |+,+))

J12=0 0,0) =

j12:1 |170>:%(|+v_>+|_7+>)

|17_1> = |_7_>)

Combinando una coppia di particelle con j12 = 0 con la terza particella di spin 1/2
si hanno due stati con j = 1/2:

13, 43) = 5+, —+) — |-+ +)
J123 = 3 Lo )
‘57 _§> = ﬁ("h ) _> - |_7 =+, _>)
Utilizziamo i coefficienti di Clebsh-Gordan e combiniamo ora la terza particella di
spin 1/2 con una coppia di particelle con jio = 1. Si hanno quattro stati con

j=3/2:

13, 43) = lmua = +1,ma = +1/2) = |+, +.+)

13.48) = /3 maz = +Lma = —1/2) + /2 iz = 0,ma = +1/2) =
; _\[\++ Y4+ =)+ =+ 1)

J123 = B
13,80 = /S imu = —1ms = +1/2) + /2 maa = 0,m = ~1/2) =
= 3 () + =)+ =4 4)

%a _%> = |m12 = _lam?) = _1/2> = ‘_a _7_>

e due stati con j = 3/2:

|3, +3) = \/§|m12 =+1,m3=-1/2) - \/g|m12 =0,m3 = +1/2) =

= \/g|+7+7_> - \/%|+7_7+> - \/%‘_7+7+>

3:-2) = [|m12—0 m3 = —1/2) — \/>\m12771 ms = +1/2) =
:\/g|+7_,_ +\/;‘_7 7_ _\/;l_’_7

Notiamo che abbiamo determinato quattro stati con j = 1/2, invece di due. Per
risolvere questa ambiguita scriviamo il generico stato con j = 1/2,5, = 1/2 nella
forma

J123 = B

1 1

1 ) .
550 = \/; (44, =) + €4, = +) + =+, 4))

che tiene conto del fatto che, per motivi di simmetria, gli stati delle tre particelle
devono avere lo stesso peso, e imponiamo che esso sia ortogonale allo stato j =
3/2,j. = 1/2 che sovrapposizione degli stessi stati di singola particella. Otteniamo
cosi la relazione

14+e @4 e =0, ciod cosa+cosf=—1 e sina+sinf=0
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per cui @« = —3 = 27 /3. In definitiva
1 P27 —i27
|§7+§>: g (|—|—,+,—>—|—€3 |+,—,—|—>—|—€ 3 ‘_7+7+>>

Analogamente si procede per lo stato j = 1/2,5, = 1/2. In definitiva gli autovalori
dell’'Hamiltoniano sono:

1

J = 3 Eo =2y [3h* — §1?] = =3V con degenerazione 2
3

J = 3 E = QE—Z [%hQ — %FLQ] = +3V  con degenerazione 4

4.5

Si consideri una particella di spin % della quale si misura la somma delle compo-
nenti z ed z dello spin S, + 5,. Quali sono i possibili risultati della misura? Se
successivamente si misura Sy, qual é la probabilita di trovare il valore —i—%?

Soluzione

Osserviamo che

S, +S,=v2S-n

dove n ¢ il versore nella direzione della bisettrice del piano zz (¥ = w/4,¢ = 0).
Poiche gli autovalori di S-n sono +//2 per qualsiasi n, i possibili risultati della
misura sono +h/ V2. Dopo la misura lo spin della particella si trovera nel piano
xz, quindi la probabilita di trovare uno qualsiasi dei due possibili autovalori di S,
¢ uguale ad 1/2.
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Capitolo 5

Evoluzione temporale

5.1

Considerare un oscillatore armonico di massa m con energia potenziale

V(z) = §mw2x2

che si trova all’istante ¢ = 0 in uno stato determinato dalle seguenti condizioni:

a) ogni misura di energia da con certezza valori che soddisfano la relazione

hw < F < 3hw
b) Il valore di attesa dell’energia &

11
< E >= Eﬁw

c¢) Il valore di attesa della coordinata é:

8h
<z >=—y —
Imw

Identificare tale stato. Determinare poi in quali istanti il valor medio della coordi-
nata € positivo e massimo.

Soluzione

Ricordiamo la soluzioni per I’equazione agli autovalori per ’'Hamiltoniano dell’oscil-
latore armonico:

Eu=(n+ )l  Hln)= Byln)

Imponiamo ora le condizioni del problema:

a) I possibili valori di energia misurati sono

3 5
Ei=— Eo = =
1 2hw e 5 2hw

Lo stato del sistema & quindi

) = cill) +e202)  con  erf* +eof? =1
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5.1. CAPITOLO 5. EVOLUZIONE TEMPORALE

b) L’energia media ¢ data da:

1 11
<E>y=e B+ |ea By = Sholeaf +5leaf?) =
Questa condizione, insieme alla precedente, comporta

2 1
== e |a=-.

3 3

La fase di uno dei coefficienti puo essere fissata arbitrariamente, quindi

\f 1o
ciL=1/=- e co=—=¢e".
1 3 2\/3

¢) Utilizzando le formule A.6 riportate in appendice, abbiamo

<z>y = ((+62) (a+a®)(erll) +e2]2)) =

2mw

Vo (611 + 32 (VEea|1) + Vaer[2) =
\/ %(CTCQ +cher) = _Hﬁ)fniw'

2v2
3

Quindi
cieo +chep = —

Sostituendo le espressioni per ¢y e co si ottiene:

c1 = \/g
cosd=—-1 = =17 = ?i
Cy = 7@
In conclusione
) =2 - L)
=1\/3 72
Al tempo t, applicando il propagatore allo stato |t)),
2 _.a 1 5
t)) = \/>e_12“’t 1) — —e 29t2).
(1)) 3 1) 7 12)
Infine determiniamo il valor di attesa dix al tempo t:
<z(t) >y, = i(c*(t)c () + c5(t)er(t)) =
b= w1 2 2 1 =
4 h
= —= cos wt.
3V 2mw
Si ha quindi:
(An+1)m 3(4n+ D)w B
<z(t)>y > 0 se t€< 50 5 per n=0,1,2,...
2 1
<z(t) >y = max < >y (t) se t= @nt Dr per n=0,1,2,....
w
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5.2

L’hamiltoniano di un sistema quantistico a due livelli puo essere scritto come
1
H = —5hw(|0){0] = [1){1])

dove |0) e |1) sono gli autoket ortonormali appartenenti agli autovalori —hiw/2 e
+hw/2 rispettivamente. Si considerino l'operatore lineare a = [0)(1] ed il suo
coniugato hermitiano al.

a) Dimostrare che valgono le seguenti relazioni:
{a,a'} =aa’ +ala=1 ; a*=a=0

[H,a) = —hwa ; [H,a'] = +hwa!

e che l'operatore N = aa' ha autovalori 0 ed 1 e che i suoi autoket sono i ket
di base. Esprimere ’hamiltoniano in termini di N e dell’identita 1.

b) Supponendo che il sistema si trovi all’istante iniziale ¢ = 0 nell’autostato del-
Ioperatore hermitiano A = a+a' corrispondente all’autovalore 1, determinare
i valori di aspettazione di A e di A% e I'indeterminazione ((AA)2) in funzione
del tempo t.

¢) Detto B = —i(a — a') un altro operatore hermitiano, determinare anche (B),
(B?) e ((AB)?) in funzione del tempo. Verificare la relazione di indetermina-
zione fra A e B.

Soluzione

a) Dall’equazione agli autovalori per H si ha
hw hw
H0) = =210} ML) =+ 1)

Tenendo conto del fatto che gli stati |0) e |1) sono un set ortonormale,

a=[0)(1] ol =[1)(0]
{a,a'} = aa +aa = |0)(1[1)(0] +[1){0[0){1] = |0)(O] + [1)(1] = 1
a® =10)(1j0)(1| =0
al? = [1)(0[1)(0] = 0
[H,a] = —5hw (10)(0[0) (1] — [1){1]0) (1] — |0)(1]0){O[ + [0)(L[1){1]) = —Fw]|0)(1] = —hwa
[H,a'] = —5hw (10){0[1){0] — [1)(1[1){0] — [1){0]0){O0] + [1){0[1)(1]) = —hw|1){0] = hwal
N = aa® = [0)(1[1){0] = |0)(0]
N|0) =10)(0]0) =|0) = |0) autoket corrispondente all’autovalore 1
N|1) =10){(0|]1) =0=0|1) = |1) autoket corrispondente all’autovalore 0
H = —5hw(|0)(0] — [1){1] +]0){0] — |0)(0]) = —3w(2N — I) = hw(§ — N)

b) Consideriamo lo stato
1
=—(|0) + 1
\/§(| ) +11)

|t} & autoket di A corrispondente all’autovalore 1. Infatti

|¥)

Al = (0)(1] +1D0O) = (10)+ 1)) = = (0+10) +[1) + 0)1-])

S
S

2
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5.2. CAPITOLO 5. EVOLUZIONE TEMPORALE

Al tempo ¢t lo stato |¢) sara dato da
(e = —= (10 + e H)
Notiamo che
[H, Al = [H,a] + [H,a'] = hw(a — a') = —ihwB # 0
[H,B] = —i([H,a] — [H,al]) = ihw(a + a') = ihwA # 0.

A e B non commutano con H, quindi i valori medi di tali grandezze dipendono
dal tempo. Infatti

<A>y % ((0le™ 2" + (1]e’2") (a+a') (e'27[0) + e *27[1)) =
= S (01T E + {115 (1) 4+ e 20)) =
% (e +e7™") = coswt
<A’>, = <(a+d)(a+d)>p=<ad +a'a>y=<{a,a'} >p=<T>,=1
<(AAP >, = <A?>, <A >i: 1 — cos® wt = sin? wt
<B>, = - % (<0|e_1 ¢ <1|ei%t) (a—al) (ei%t|0> + e_l%t|1>) =
_ %(<0|€ By (1]ef51) (e71810) — eti%1)) =
= —z% (e‘m — ei‘”t) = —sinwt
<B?>y = <if(a—a)(a—a')>y=— < —aa’ —dla>y=<{a,a'} >y=<T>y=1
<(AB)’>;, = <B?>,-<B>)=1-sin’wt=cos’wt

Per quanto riguarda la relazione di indeterminazione tra A e B abbiamo:
AA-AB = |sinwt| - | coswt|
Ricordiamo che, per ogni stato, deve valere
AA-AB> | <[4,B]> |
Verifichiamo che valga anche in questo caso:
[A,B] = —ila+al,a—al]=
= —i(la,a] + [af,a] — [a,al] — [aT,aT]) =
—1 (aTa —aa' —aa + aTa) =
= 2i(aa’ —a'a) = 2i (J0)(1]1)(0] — |1)(0]0)(1|) =
44
= 2i(\9><0|—|1><1\)=—aH
<[AB]>, = —%% ((Ole™ "2 + (1]e'2") H (e'2*(0) + e "3 1)) =
= —i((0le7 2" 4+ (1]e2") (—€'210) + e '2|1)) =
= —i(-1+1)=0
Il principio d’indeterminazione ¢ verificato in quanto

|sinwt| - | coswt| >0
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5.3

Una particella si trova in una buca di potenziale infinitamente profonda

V(z) = 00, sex<0ex>a;
B 0, sel<z<a '

Nello stato descritto dalla funzione d’onda all’istante t=0

0, sex <0ex>a;
Az(a—z), sel0<z<a

1/)(967 0) = {

determinare:

a) la distribuzione di probabilita per le differenti energie della particella,
b) il valore di attesa dell’energia e la sua dispersione,

¢) la funzione d’onda al generico istante t.

Soluzione
Per questo sistema gli autovalori e le corrispondenti autofunzioni dell’energia sono:
h?m2n? 2 nwT
EHZW, wn(z): aSiHT, n:1,2,3,....

I quesiti posti richiedono che la funzione d’onda sia correttamente normalizzata,
quindi determiniamo A:

1 ‘@, ) ! a® 30
— = —2)ldr=ad° | P1—-t)ydt=— = A==
A2 /0 z*(a—x)dr=a /0 ( ) 20 =
a parte un fattore di fase arbitrario.

a) La probabilita di trovare la particella nello stato n-simo ¢ data dal modulo

quadro di
@ /2 4v1
e = (nfyY)= Ve sin? 2—8 z(a —x)dx = n37r§ (1 —cosnm) =

_ WGy

n373

Poiché la funzione d’onda ¢ simmetrica rispetto a © = a/2, essa ha solo
componenti che hanno la stessa proprieta, le autofunzioni con n dispari.

b) Il valore di attesa dell’energia & dato da
a h2  d?
E = = * _——
<B> = Wi = [ 0@ (-5 5
h? 30 [¢
o a /0 x(a —z)(—2)dx =

2 1 2
1
_ D 60/t(1—t)dt—h !
0

> )(@)de =

2m a? T 2ma?
Per ottenere la dispersione, calcoliamo prima il valor di attesa di E2:

K2 d? ?
—— —Y(z)| dx =

< E?>
2m dz?

(W[HH|Y) = /0 ’

30 Bt 30
4m?2 ad “ m2 a*




5.4. CAPITOLO 5. EVOLUZIONE TEMPORALE

Ny 5 h4 h?
E=V<E?2>-<E>2= W(30—25): 5

ma?

c¢) Per conoscere la funzione d’onda all’istante t applichiamo 'operatore di evo-
luzione:

P(z,t) = e*i%@/}(x,t =0)=
= ch V() eii% =

/130 4 . (2n+ Dz A2 (2n +1)2
= _— -y~ 7 t
zn: a (2n+1)373 S a exp{—i 2ma? }

5.4

All’istante ¢ = 0 una particella di spin %, momento magnetico 4 = gS e massa
infinita si trova in uno stato nel quale la probabilita di trovare il valore //2 facendo
una misura di S, € 2/3, e i valori di attesa di S, e S, sono uguali e entrambi positivi.
La particella € immersa in un campo magnetico costante B parallelo all’asse y.

a) Scrivere il vettore di stato all’istante ¢t = 0 e determinare il valore di attesa
comune di S, e Sy.

b) Calcolare il valore massimo e minimo della probabilita di trovare il valore /2
in una misura di S, durante l'evoluzione temporale del sistema.

Soluzione
a) L’Hamiltoniano del sistema ¢ dato da
H=—-gS-B=—gBS,

A parte un fattore di fase complessivo arbitrario, lo stato del sistema all’istante
iniziale puo essere scritto in termini degli autostati di S, nella forma

por =y 3oz =5 ()

I valori medi di S; e Sy sono dati da

2 1 —ia 0 1 \/5 \/5 2o —ia 2\/5

ﬁ<S;1;>—§(\/§ e )(1 O)(em):i’)(e +e )zTcosa
2 1 i 0 —i V2 V2 e iy 2V2
ﬁ<Sy>:§(\/§ e )<z O><ew>:z3(—e +e7') = == sina

N

<SGy >=< Sy, > = sina=cosa =a=

dovendo essere < S; > e < .Sy > positivi. In definitiva lo stato at =0 e

por =2 (19+ 5 1)

e il valore di attesa di S, e Sy ¢

<8y >=< 8y >= -
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b) All'istante ¢ > 0

(1) = e F (o)) = eonvty 2 (1)

dove abbiamo introdotto la grandezza w = gB/2. Applicando la nota pro-

prieta (A.27), si ottiene
L. 2 1
(I coswt + ioy sinwt) 3\ 1w
2
_ 2 coswt  sinwt 1 _
- —sinwt coswt %
B \/5 cos wt + % sin wt
- 3 % coswt — sinwt

La probabilitd di trovare il valore //2 in una misura di S, ¢ data dal modulo
quadro della relativa componente:

h

Troviamo il punto di massimo:

¥ (t))

w

2

1+ .
coswt + sinwt| =

Wl Wl

1
(COSQ wt + 3 sin? wt + sin wt cos wt)

sin 2wt

gzgw cos 2wt — =0 = tan2wt=2
dt 3

Questa equazione ha due soluzioni. La prima
t = 2 [arctan2 + (20 + 1)7]
= — [arctan n 0
2w
corrisponde al punto di massimo cercato. Esiste poi un’altra soluzione,
t 1 (arctan 2 + 2nm)
= — (arctan nm
2w ’

ma corrisponde ad un punto di minimo perché la derivata seconda & ivi
negativa.

9.9

Una particella, vincolata a muoversi su un segmento di lunghezza L, all’istante t = 0
si trova in uno stato in cui una misura di energia puo fornire, con uguale probabilita,
solo due valori: il valore piu basso 7 e quello immediatamente superiore Ey = 4F;.

a) Scrivere ’espressione della funzione d’onda normalizzata (contenente un pa-
rametro arbitrario).

b) Determinare tale parametro sapendo che all’istante ¢ = 0 il valor di attesa

9e . N _ 4 h
dellimpulso della particella ¢ <p >= 3 7.

c¢) Determinare qual & listante di tempo successivo a ¢ = 0 in cui il valor di
attesa dell’impulso assume per la prima volta il valore zero.
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Soluzione

Per questo sistema gli autovalori e le corrispondenti autofunzioni dell’energia sono:

h2m2n2 2 . nmx
Bn =gz @ =y s

e di ()

Y(x) = c191(w) + catha ()

n=1,23,....

a) Lo stato & sovrapposizione di ¥ (x

~—

Poiché le probabilita di trovare £ ed E5 sono uguali abbiamo
le1]” = [eal?.

Trascurando una fase complessiva arbitraria, possiamo scrivere:

() (¥1(x) + "o (2))

1
V2
b) Calcoliamo I'impulso di attesa. Come ¢ noto l'impulso di attesa in un au-
tostato dell’energia ¢ nullo nel caso di un potenziale simmetrico. Abbiamo

quindi
1 (16 —ix 1 i —tx
<P >i=0= g (W1 |plen) + (Walplibe) + € (1 |plba) + e (Walpln)] = 3 (€I + e "1y
2 h [T Tr 2T 2rx
Il = Z;/(; dtsmff COS 7L =
4h [T
= — / dtsint cos2t =
iL /g
2n (! 8h
= = dz (222 —1) = ——
i ) @D =—g7
2 h [ 2
I, = Z;/o dtsin—zx % COS% =
2h [T
= — dtsin 2t cost =
L J,

ih 1d 2_&

iL ], Y7 T siL

In definitiva

1 8h ) . 8h
<P>i—g= ——— |- ¥+ " = ——sina
P>i=0= g [Fe e = —o7
Imponendo la condizione richiesta si ottiene
. 1 T s
slina=——- = «a=q1=——= O0ppure =g =7+ —

¢) Ad un istante di tempo ¢ successivo avremo

$at) = o () + e ()
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e 'impulso di attesa sara dato da

1 . . Ey—E . . By-FE
<p> = 5[ TT lpln) + e T ynlpli)| =
1 8h . . 8h
A seconda della determinazione di alpha, il valor di attesa dell’impulso assu-
mera per la prima volta il valore zero quando wt = —ay oppure wt = —ap+27.

Nei due casi avremo, rispettivamente,

; ™ : 51
= — oppure t= —
6w PP 6w

5.6

Una particella di massa m si muove in un potenziale armonico di pulsazione w. Il
suo stato all’istante t = 0 € descritto dalla funzione

h mwm2
= A(z? 4+ 24/ —x)e” T .
¥(x,0) (= + \/mwfﬂ)e n

Si determinino l’espressione della funzione d’onda in un successivo istante t > 0 e il
valor di attesa dell’energia.

Soluzione

Notiamo che la funzione d’onda ¢ il prodotto del termine esponenziale presente nelle
autofunzioni dell’oscillatore armonico per un polinomio di IT grado. Quindi essa puo
essere facilmente scritta come combinazione lineare delle prime tre autofunzioni.

¥(z,0) = cogo(z) + c1¢1(x) + c2p2(x)
Esse sono (A.7):

Po(x) = (%)%e mge®
eale) = - (%) % (272“’ x2—1) o

Deve quindi risultare

| R mw\ 1 ‘ mw 1 [ 2mw
A(I’2+2 ml’) = (ﬁ) |:C0+Cl'l,\/§ T:C*Cgﬁ <h$21>:|

Applicando il principio di identita dei polinomi ricaviamo

o = A(5) g
@ = 7A<%) 4 Q’Z;Lw
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Determiniamo A in modo che v sia normalizzata. Poiché le ¢, lo sono gia, deve

risultare
2
D lenl =1,
n=0

da cul si ottiene facilmente

1 8
—_— Cl = ——
Vil VI

La funzione d’onda al tempo ¢ & quindi

Co = Co =

2
V11

1 1 8 3 2
T,t) = —= ¢o(x)e 2 + ——= d1(x)e 2" + —= po(x)e 2,
wlat) = = dola) T (o) g 62l
e 'energia media ad ogni istante ¢ data da
11 8 3 25 35
E >=|c|*E ’E By = — —hw+ — = — —hw=—hw
<E>=leol Eo el By +lel By = g g hw+ 5 g hw+ 5 5 5

5.7

Una particella di massa infinita e spin % si trova all’istante ¢t = 0 in uno stato in
cui la probabilita di osservare la componente dello spin lungo la direzione positiva
dell’asse z ¢ i e lungo la direzione negativa ¢ %. Questa informazione determina lo
stato a meno di un parametro.

La particella & sottoposta ad un campo magnetico B costante e uniforme diretto

lungo lasse x.

a) Scrivere lespressione dello stato iniziale (includendo un parametro indetermi-
nato).

b) Scrivere I'’hamiltoniana del sistema (I'operatore momento magnetico della

=,

particella & i = ¢S5).

¢) Scrivere l’espressione dello stato (sempre contenente un parametro indetermi-
nato) in funzione del tempo.

d) Determinare per quali valori del parametro accade che la funzione d’onda a
un certo istante di tempo si riduce a un autostato di o, e trovare a quali tempi
cio accade.

Soluzione

a) A parte un fattore di fase complessivo arbitrario, lo stato del sistema all’istante
iniziale puo essere scritto in termini degli autostati di S, nella forma

o =510+ e =1 (g )

b) L’Hamiltoniano del sistema ¢ dato da
0 1
H=—-g9S-B=—gBS, = —hwo, O’I(l O>
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dove
w= 7'9

2
Gli autovalori e i corrispondenti autovettori di H sono

Bi=-n )= (] ) =75 (4141

2
e -5 (4)

() =1=)

Sl

2

c) All’istante t > 0

v = cEpo)=
" 1) (11p(0)) + e7"|2)(2]2(0)) =
= (1 VB S () ) e s (12 VB ) o (1) =) =
= % [cos wt + iv/3e™™ sinwt] [+) + % [z sinwt + /3 coswt] |—)
d) Supponiamo che al tempo ¢ = T sia |[(T)) = |+). Deve risultare:

isinwT + V3e' coswT = 0
sinwT — V3et™/2) coswT = 0
tan wT = V/3ei(@t7/2)

Poiche wT' deve essere reale, deve risultare
a+7/2=0,1 = ¢=-m/2,7/2

Nei due casi avremo:
1
p=-1/2 = T=—arctanV3=
w
1
p=n/2 = T==arctan(—V3)=
w

dove si e tenuto conto del fatto che T' > 0.

5.8
L’Hamiltoniano di un rotatore isotropo in un campo magnetico uniforme e dato da
L2
H= al
o7 T

con « costante. Il suo stato e descritto al tempo t=0 dalla funzione d’onda

¥(9, $) = %\/ o sin?(6) sin(20).

Si determini ’espressione della funzione d’onda ad un successivo istante t.
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Soluzione
Le autofunzioni dell’hamiltoniano sono le Armoniche sferiche e gli autovalori sono
00+ 1)R?
—+
21
La funzione d’onda che rappresenta lo stato iniziale puo essere scritta come:

P00, = 0) = /2 sin?(0) (29 — 7 29) = o (V2(0,6) ~ Y5 (0, 0)

i\ 167 2i

ahm, €=0,1,2,---, m=0,%1, -

Ad un successivo istante ¢ avremo:

D00, 6,0) = e K (0, 0),t = 0) = —

o (}/22(19’ ¢)e—i[%+2a]t _ Y272(19, ¢)e—i[%—2a]t>
7

5.9
Si consideri un sistema avente come hamiltoniano I'operatore:
H = Eo|1)(1] + V2E,|1)(2| + V2Eo[2)(1] .

Se il sistema si trova inizialmente nello stato |1 > con che probabilita si trovera
nello stato |2 > al tempo ¢? Determinare il periodo delle oscillazioni tra gli stati
1>e|2>.

Soluzione

Nella rappresentazione della base |1),]2) 'Hamiltoniano diventa la matrice:

E V2E 1 V2
H:(\/ieEo 0 V2 0)

Dall’equazione secolare ricaviamo gli autovalori di H':

) = FEyH' dove H = <

det(H' —AI) =X -A-2=0 = X=-1,2

A X\ = —1 corrisponde l'autovalore F1 = —E, di H e Pautostato |E;) dato da:

() ()= ()

da cui si ottiene, previa normalizzazione:

|E1>—j§<1ﬂ)—\}§|1>—ﬁ|2>

Analogamente a A = 2 corrisponde 'autovalore E1 = 2Fy di H e l'autostato |Es)

dato da: . . (ﬁ)_\/fu .
D=5 () =Vt 5

Invertendo le relazioni ottenute abbiamo

1 2
1) = 7 |E1) + \/;E2>
2 = —y2m)+ s
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CAPITOLO 5. EVOLUZIONE TEMPORALE 5.10.

Inizialmente il sistema ¢ nello stato

p=op =1 = 1m0+ 2 1)

mentre all’istante ¢ sara nello stato

|¢<t>>=¢1§ei’3ﬁ°‘|El>+\/zei"‘?°t|E2> e (L 2e ) 1) - VB (1= ) J2)]

Le probabilita di trovare al tempo t il sistema in uno dei vettori di base sono

2 1 3Eyt

Piyy(t) ’1—‘1-26_1 a }‘ 9<5+4c 0s ho )
3E0t1|2 4 Eot
Py (t) ‘1—6 P25 —9<1—cos3h0)

Le probabilita oscillano con frequenza w = 3Ey/k. 1l periodo richiesto ¢ quindi

2r 2rh _ h

w  3E, 3E,

5.10
L’hamiltoniano di una particella di spin % sia
H= —g§ B

dove § & lo spin e B & un campo magnetico diretto lungo 'asse z.
Determinare:

a) La forma esplicita in funzione di S e B dell'operatore S.

b) Gli autostati di (§ )y € 1 corrispondenti autovalori.

c¢) L’evoluzione temporale di uno stato che coincida al tempo ¢t = 0 con uno dei
suddetti autostati e il valore di attesa dell’lhamiltoniano.

Soluzione

a) L’equazione di evoluzione per l'operatore S &

LodS i - igB -
S = —[H,S] = ———[5.,5

7 = 75l 5 152, 5]

(poiche S non dipende esplicitamente dal tempo E = 0. Esplicitando per
ciascuna componente:

S, = ng[SmS] BS,
S, = ZgB[SZ,S]——gBSw
_— ng

Sz - FL [5275]

dove abbiamo usato § = h/20 e le relazioni di commutazione per le matrici
di Pauli riportate in (A.24).
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5.11. CAPITOLO 5. EVOLUZIONE TEMPORALE

b) Gli autovalori di (g)y sono gli autovalori di —@am, cioe

B
A = —hw Ay =hw dove w:%.

Gli autostati sono gli stessi di o, cioe, nella base di o,

b () me ()

¢) Supponiamo che al tempo ¢ = 0 il sistema sia nello stato

=75 (1) = (o) + (1)

Al tempo t > 0 esso sara nello stato

(o) = F o) = 5 [ (g ) re (3] =55 (G )

Il valore di attesa dell’energia é:

<E>y = —gB(0)|S:[¢(0)) =
- 20n(d 8)(h)-
- 2=

5.11

Un rotore piano € un sistema rigido di due particelle che puo ruotare liberamente
in un piano. Indicando con I il suo momento d’inerzia, determinare, nel sistema
relativo:

a) gli autovalori dell’energia e le rispettive autofunzioni

b) i possibili valori del momento angolare, la loro probabilita ed il valore di attesa
del momento angolare nello stato descritto dalla funzione d’onda

¥(p) = Ncos

c¢) Pevoluzione temporale dello stato 1.

Soluzione
a) L’hamiltoniano del sistema &

L2 L2 h2 82

T2l 20 21 92
dove abbiamo assunto che il piano in cui il sistema si muove sia il pianozy.
Autovalori e autofunzioni dei H sono
h2m? 1 .
—_— m = e m=0,£1,4+2,---
57~ Ym(®) W

Gli autovalori sono doppiamente degeneri per ogni m fuorché per m = 0.

B, =
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b) Fissiamo, con opportuna scelta della fase, la costante N mediante la norma-
lizzazione.
9 27 4 9 27 3 1 1
1=|N| / dyp cos™ ¢ = |N| / do | = 4+ = cos2p + — cosdyp
0 0 8 2 8
4 2

NJ? 27r+0+0] = |N)!=— = N=-—
~ P |3 NE= L =

La funzione d’onda & sovrapposizione di due autostati dell’hamiltoniano. In-
fatti

— 2 2 1
1/)(90) - \/S?COS 80*2\/377_[_

- %wg(cp) + %wfz(cp) + \/gwo(@

Tenendo conto del fatto che le autofunzioni di H sono anche autofunzioni di
L., le probabilita richieste sono date da

(€2igo + 672in 4 2) —

2 1 1
P(L,=0)=- P(L,=2)==> P(L,=-2)==
(L=0)== PL.=2)=¢ PL.=-2)=
e il valore di attesa del momento angolare da
2 1 1
L, >==>". Z .94 2 (=9)=
<L.>=7 O+6 +6( )=0

¢) Lo stato al tempo t > 0 ¢ descritto dalla funzione d’onda

Y(p,t) = %1/}2()_27‘*‘7 \/>1/)0 e R =

L( 2 "'*Egt+1)
= —— (cos2pe

5.12

Un oscillatore armonico di massa m e pulsazione w si trova in uno stato tale che il
valore di attesa dell’energia e:

<H>= §hw,
2
lo scarto quadratico medio & dato da
1
<(H-<H>)?>= i(hw)z,

ed inoltre una misura dell’energia non puo dare un risultato maggiore di 3fw.

a) Quali risultati si possono ottenere facendo una misura dell’energia e con quali
probabilita?

b) Scrivere il pit generale vettore di stato compatibile con le informazioni sud-
dette.

c¢) Sapendo che all’istante ¢ = 0 il valore di attesa dell’operatore di posizione z &
il massimo possibile, determinarne il valore ad un istante ¢ successivo.
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5.12. CAPITOLO 5. EVOLUZIONE TEMPORALE

Soluzione
a) Essendo E < 3fw i risultati di una misura dell’energia possono essere

1
Eothw E1:§hw E2:§hw
2 2 2

corrispondenti ai primi tre autoket dell’energia. Lo stato dell’oscillatore e
quindi
[¥) = al0) +0|1) +¢[2), con |a|* + [b* + |c[* =1

I coefficienti a, b e ¢ sono inoltre soggetti alle condizioni imposte dal problema

S ORI IPAE R TINEY IS
<H> = [2|a +2|b\ —|—2|c]hw—2hw
<H-<H>)P> = <H’>—-<H>*=
oL e 902,20 0l,2 2 9.0 0
= [4|a +4|b+4|0|}hw 4ﬁw—
1
— §h2w2

Le tre condizioni suddette consentono di determinare i moduli quadri dei tre
coefficienti e, quindi, le probabilita richieste:

1 1 3 1 5 1
P(E = = hw) = lal2 = = P(E =2 ho) = b2 = = P(E =2 hw) = e2 = =

b) Ponendo uguale a 0 la fase di a, possiamo scrivere:

9) = 5100+ e

c¢) Utilizzando le formule (A.5,A.6), si ricava:

_ 1 .
1) + 5e2)

_h

m

X[)

[b|o> (a +V26)[1) + V2b|2) + \/§c)|3>}

1\3
E

<X> =

—~

Y| X[¢) =
= i[*b—&-b*a—i—\[c)—&—\fc*b}

2mw

<

Y [ (@) + 2V2R(b* )}

2mw

— i Ve [cos B+ cos(y — 3)]

Poiché 3 e v sono indipendenti < X > ¢ massimo quando

COSBZCOS(’Y—ﬁ)Zl cioeper B=v=0

Lo stato richiesto ¢ quindi:

1
%) = 510) +

1)+ 512)

v
Sl
[\

che, al tempo ¢t > 0 sara dato da

L i 1, 1,
|w(t)> = 5671%Wt|0> + ﬁeilgwt|1> + ie*Z%Wt|2>
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CAPITOLO 5. EVOLUZIONE TEMPORALE 5.13.

Ripetendo il calcolo gia fatto per < X > a t = 0 si ottiene

242
2

< X(t) >= cos wt

5.13
L’Hamiltoniano di un rotatore isotropo in un campo magnetico uniforme ¢ dato da
L2
H=—+alL,.
21

All’istante ¢t = 0 la sua funzione d’onda &

77[1(197(1), 0) = [Y1+1(19a¢) + Yl_l(ﬂad))] .

1
V2
Qual’e la sua funzione d’onda al tempo t? Calcolare il valore di ¢ per cui la funzione
d’onda e proporzionale a

1

7 (Y7 (9,¢) = Y7 (9, 9)) .

Soluzione

Il problema e simile al 5.8 e utilizzeremo alcuni risultati.
All’istante t > 0 avremo:

U(J, ¢,t) :e_i%w((ﬂ,(b%t:()) = % [ +1(19 b)e —i[Z4a]t Y, (19 e —i[E—q] :|

Per rispondere alla seconda domanda imponiamo che il rapporto tra i coefficienti
delle due armoniche sia —1

—i[2—a]t
L _ _@nt i
v e =-1 = 22at=02n+l)7 = t= oy

5.14

Una particella di spin % con momento magnetico i = upS e spin g, ¢ posta in
un campo magnetico costante diretto lungo l'asse x. All'istante ¢ = 0, si misura
S, = % Trovare le probabilita per un qualsiasi istante successivo che la particella
venga trovata con Sy = :I:%.

Soluzione

L’hamiltoniano del sistema, supponendo di trascurare il termine cinetico, &

Bh B
Ho = —hwo, dove w= Ho2

H=—pos-B=— 5 s _ 5
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5.14. CAPITOLO 5. EVOLUZIONE TEMPORALE

Risolviamo il problema usando ’equazione di Schrodinger per ’evoluzione del ge-

nerico stato:
. d aq 0 1 al o
g (o) rme(V0) () =0

da cul si ricava

- daq _ 2

199 4 wag =0 d?a 2 2

. 4 = : wa
{ Z% +way =0 dt? + 1.2

Le soluzioni sono
o Twt —iwt
al,g(t) = A1’26 + Bl)ge

All’istante t = 0 lo stato & autostato di S, con autovalore +#/2, quindi
al(O):leag(O):O & A1+ Bi=1¢e A+ B>y=0

Imponendo queste condizioni nell’equazione di Schrodinger si ha

.da

ZT; =0 = —wA; +wB; = —wag\tzo =0
.da
zd—i lt=0 = —wAs + wBy = —waq|,_, = —w

Abbiamo complessivamente 4 equazioni

Ai+B =1
A1—31:0
As+B; =0
As — By =1

che hanno soluzione

1
A1231:A22—32=§

Sostituendo nell’equazione per a; 2 troviamo

w=( o )= (ot )

che ¢ normalizzato. Gli autostati di S, sono

s (1) mehed ()

h h 1 . coswt \|°
Py =+3) = |[Su=+3kh®) =3 |(1 ”(mmm)’ B
1 1
= 3 (coswt + sinwt)? = 5 (1 + sin 2wt)
h h 1 , coswt \|°
P8, ==5) = [ =-gler =3 |1 ) ()| -
= % (coswt — sinwt)? = % (1 — sin 2wt)

Come controllo ¢ facile vedere che la loro somma vale 1.
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CAPITOLO 5. EVOLUZIONE TEMPORALE 5.15.

5.15

Si consideri un sistema a due livelli e si consideri la base composta dalle due au-
tofunzioni [¢1) e |¢2) dell’Hamiltoniana H, con autovalori rispettivamente F; ed
Es.
2 Holun) = Fali) G.)
Holth2) = Ea|t)2)
<Wily) =iy 0,5 =1,2
Si consideri quindi un nuovo sistema con Hamiltoniana Hy + W, dove il termine

di accoppiamento W, nella base {|i1), |12)}, é dato dalla matrice 2x2 W;; con
Wi1 = Wae =0 e Wip = Wo1 = w dove w é una costante reale positiva.

a) Determinare come variano le autofunzioni e gli autovalori del sistema per
effetto dell’accoppiamento.

b) Se allistante ¢t = 0 il sistema, in presenza dell’accoppiamento, si trova con
certezza nello stato [i1), in quali istanti (se esistono) il sistema si trovera di
nuovo nella stessa condizione?

c¢) Calcolare la probabilita di trovare il sistema nello stato |i2) al tempo ¢.

Soluzione

a) Nello spazio sotteso dai vettori di base |¢)1) e |1)2) abbiamo

(B0 0w B (B W
HO_(O E2> W_(W 0) H_H°+W_(W Eg)

Gli autovalori di H si ricavano da (E; — A)(Ey — \) — W2 = 0:

_ Ei+ B+ /(B — E)2 + W2

Ad 5

Gli autovettori |Ay) si ricavano dalle equazioni
HAz) = AslAs)

Imponendo la normalizzazione. SI trova facilmente, scegliendo opportuna-
mente le fasi,

B 1 W
A+) = VO — Ep)2 + W2 ( At — By )

A=) VOO —;1)2+W2 ( L‘YEl >

b) Il sistema si trovera con certezza nello stato |¢)1) quando la probabilita di
trovarlo nello stato |i¢2) € nulla. Questo ci rinvia al quesito successivo.
c¢) lo stato al tempo ¢ >0 ¢
e
[W(t) = e [Yn) =
pEet) At
= e T A A ) + et T AN (A ) =

B efi)\:ft w W +67i¥ w
a A+ —E1)2+ W2\ Ay — By

99

(A_ —E1)2 + W2

(s

w
- B

)



5.15.

CAPITOLO 5. EVOLUZIONE TEMPORALE

Introducendo le grandezze

_B-B 5 _Bth

A
2 ¢ 2

si ottiene

MM —FEi =A%+ VAZ+ W2 e A=Y+ VA24 w2

La probabilita di trovare il sistema nello stato |¢)2) al tempo ¢ & data dal
modulo quadro di (¢3]1), che dopo brevi calcoli si trova valere

w _ize \/A2+w2t

<¢2|¢> = W e Sin 3
Quindi la risposta al quesito ¢
w? oy VAT W?
P(ly(t)) = [2)) = |<¢2|1/’>|2 = A2+ W2) sin? 7 t

Questa probabilita & nulla, e |[¢)(t)) = [11) come richiesto dal precedente
quesito, quando

h
t:L con n=20,1,2, ...

VAT T w2
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Capitolo 6

Teoria Perturbativa

6.1

Un rotatore piano é un sistema costituito da due particelle rigidamente connesse
che ruotano in un piano.

a) Sia m la massa ridotta delle due particelle e a la loro distanza. Determinare
autovalori e autofunzioni dell’energia.

b) Supporre che il sistema abbia momento di dipolo elettrico d e che sia immerso
in un debole campo elettrico uniforme E nel piano di rotazione. Considerando
I'interazione con il campo elettrico come perturbazione, valutare la prima
correzione non nulla ai livelli di energia.

Soluzione

a) Detto I = mR? il momento d’inerzia, 'hamiltoniano & dato dal puro termine
cinetico:

B L? B L? B h? 92

2 21 21 Op?
dove abbiamo assunto che il piano in cui il sistema si muove sia il pianozy.
Autovalori e autofunzioni dei H sono
B m2m? 1

En = 5% wm(‘P):m

Gli autovalori sono doppiamente degeneri per ogni m fuorché per m = 0.

emP m=0,41,42, -

b) La perturbazione ¢ data, supponendo il campo elettrico E diretto lungo 'asse

x, da
H' = —dE cos¢
Premettiamo il calcolo del generico elemento di matrice di cos ¢ nella base di
H:
leosgim) = o [ apeitnome T
nlcosplm) = — e —_— =
7 o Jy 7 2
1 2m 2m
- |: d(,O 6i(m7n+1)ap + ng ei(mfnfl)go —
4 /o 0
_ ! [6. +0 ]
- 9 m,n—1 m,n+1
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6.2. CAPITOLO 6. TEORIA PERTURBATIVA

La correzione al livello n-simo dell’energia al I ordine e data da:
B = —dE (n|cosplm) = —dE [6,.n_1 + 0n,n + 1] = 0.

Occorre quindi calcolare la correzione al I ordine:

n| cos |m
Eﬁf) — (dE)? Z ( ]|E _30]_17 ) _
m#n
(dE)? 1 1 B
4 {En —E,_ * E, - En+1] B
_ (dE)* 2I { 1 n 1 ] B
4 K2 —(n—12 n2—(n+12

_ (4B 1
2\ % 4n2 — 1

Notiamo che la correzione al II ordine puo essere calcolata senza tener conto
della degenerazione, poiché nei termini della sommatoria in cui si annulla il
denominatore, cioe¢ quelli con m = —n, sono nulli i denominatori.

. . 2) . .
Notiamo, infine, che, dato che ET(L) dipende ancora da n?, la degenerazione
non viene eliminata.

6.2

Una particella di massa m € immersa in una buca infinita di potenziale di larghezza

a in una dimensione:
“ se “ < €T < l .
[/ (.’I}) = { ’ '

oo, altrove.

Essa e soggetta ad una perturbazione data dal potenziale:

W(z) = Luo 8(z — §>

dove wq € una costante reale.

a) Calcolare al prim’ordine in wy le modificazioni ai livelli di energia della parti-
cella apportate da W (x).

b) Risolvere il problema esattamente, mostrando che i valori dell’energia sono
dati da una delle due equazioni:

sin(kL/2) =0
oppure

2k
mLwq

tan(kL/2) = —

Discutere i risultati ottenuti in funzione del segno e della grandezza di wy.
Fare vedere che, nel limite wy — 0, si ritrovano i risultati del punto a).
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Soluzione

a) In assenza di perturbazione gli autovalori e le corrispondenti autofunzioni
dell’energia sono:

h%m?n? 2 | nmx
Enzm, 'I)Z)n(x): ZSIHT, n:1,273,....

La correzione del prim’ordine ai livelli di energia & data da

L
E® = / A (2)W (2)n () =

2 o L
= ZLwo/O dmsin2$5(m—§)=

. 9 N 0 per n pari,
= 2wpsin® — = . .
2 2wy per n dispari.

b) per trovare la soluzione esatta, imponiamo che la funzione d’onda, escludendo
il punto z = L/2, abbia la forma di una soluzione per una particella libera
che,pero, si annulliinz =0e z = L.

ba) = Asin kx per 0 <z < L/2,
| Bsink(L —z) per L/2<xz<L.

La continuita della funzione d’onda comporta che

U

)zd)(%Jr) = Asin’ = Bsin -
cioe

_ c kL _
A=DB oppure A# Besin“ =0

|t

Invece la derivata prima deve essere discontinua per la presenza della § nel

potenziale:
(LT (L7 2m L
o(3)-v(5 )= T (3)

Mettendo insieme le due condizioni possiamo distinguere due casi

1. caso A # B e sin % = 0. Quest’ultima relazione comporta che

kL 2nm

— =nrtn=01... = k=—.

2 " ’ L
Quindi, anche nel calcolo esatto, ritroviamo in questo caso la parte di
spettro del pozzo di potenziale corrispondente alle autofunzioni dispari
rispetto a © = L/2. Le stesse autofunzioni non sono modificate dalla
perturbazione. Infatti, dalla condizione su v’ si ha

—Akcos%—Bkcos%zO = A=-B.

La funzione d’onda per L/2 < 2 < L & data da
Y(x) = —Asink(L—1z) = Asink(L—x) = Asinkx coskL—Acos kxsinkL = Asinkx,

essendo coskL = 1 e sinkL = 0. Possiamo dire che, poiche si tratta di
funzioni d’onda che si azzerano in x = L/2, esse non sentono la presenza
del nuovo termine di potenziale che solo in tale punto € non nullo.
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CAPITOLO 6. TEORIA PERTURBATIVA

y(kL/2)

4

3 L

—
Lt)0<0

\

KL/2

/

10

~
~
~

~ (U0>O
~

Figura 6.1: Soluzione grafica dell’equazione per i livelli di energia corrispondenti ad
autofunzioni simmetriche. Le rette tratteggiate corrispondono a due diversi valori

di wo-

I valori di kL/2 corrispondenti alle autofunzioni antisimmetriche del pozzo

di potenziale sono segnati con un cerchietto.

2. caso A = B, che corrisponde a funzioni d’onda pari rispetto a = L/2.
Dalla condizione su 9’ si ha

2k
mLwg

kL 2m

kL
tan — = —
2

2

=72 =

— Ak cos %fAk cos LwgAsin %

Per trovare questa parte dello spettro risolviamo graficamente questa

equazione cercando le intersezioni tra le due curve

B Bk
mLwy

28 kL
N mL2w0 2

= tan —
Y n2

e y=

In Fig. (6.1) vediamo le soluzioni per due valori di segno opposto di wy.
Quando wg — 0 le soluzioni tendono ai valori

KL . oW @2+ o
7—(2]+1)§ = k—T,COn]—O,l,...
cioe
h222
:%,n:l,s,a....
m

Si riottengono cioe gli autovalori con n dispari del caso imperturbato. Notiamo
che la soluzione che nel limite wg — 0~ corrisponde a k = 7/L compare solo

se
2K?

mL?

252

— >1
mL?|wo|

= ‘wo‘ <
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6.3

Trovare al I ordine in teoria delle perturbazioni le variazioni dei livelli energetici di
un atomo idrogenoide prodotte dall’aumento di una unita nella carica del nucleo,
dovuta, ad esempio, a un decadimento (.

Usando il risultato esatto, discutere la validita della approssimazione usata.

Soluzione

Ricordiamo che lo spettro dell’energia dell’atomo idrogenoide di numero atomico Z
¢ dato da
1 1
0 _ 2,2 2
En = _5 mec Z o ﬁ

doven = 1,2,...ea = e?/hc & la costante di struttura fine. Per effetto dell’aumento
di carica I’energia potenziale risulta modificata:

V:_M :_2762 _ﬁ =V0+V1
r T r

La correzione al I ordine ¢ data quindi da
1 0[y)1(,.0 2 1
E, =0’V |n’) = —e < e

Utilizzando il risultato del Teorema del Viriale, < 7 >= — < V > /2, (vedi es.
1.10) abbiamo

1 1 1
ES =< T 4V >,0= 3 < Y >,0= —§Ze2 < = >0
T

e, quindi,
El _ 2E’9L
n Z °
Confrontando questo risultato con quello esatto,
L

1 1 1 1 1
E, = ~5 mc*(Z + 1)2042? =—gme QQE (Z?+2Z4+1)=E°+ E} - §m020z2ﬁ

si vede che si tratta di una buona approssimazione se Z > 1.

6.4

Un oscillatore armonico tridimensionale ha una costante elastica k' lungo 'asse z
leggermente diversa dalle costanti k lungo gli assi x e y, cioe la sua energia potenziale
é
Lo 2, o L, o
V(z,y,2) = §k(a: +y7) + §k z

Si scriva la funzione d’onda dello stato fondamentale. Notare che essa non rappre-
senta uno stato di momento angolare definito. Perche?

Al prim’ordine in (k — k') quali sono gli stati di momento angolare diverso da 0
presenti nello stato fondamentale?
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6.4. CAPITOLO 6. TEORIA PERTURBATIVA

Soluzione

Lo spazio delle funzioni d’onda e il prodotto tensoriale degli spazi relativi a tre
oscillatori disposti lungo i tre assi. Ponendo

|k [k
w=4]— e —
m m

e, utilizzando l'espressione A.7 per le autofunzioni dell’Oscillatore Armonico, si
ottiene

1
1 I\ I
mw mw mw (,.2 2 mw’ 2
— = x°+ — z
Yo00(T,y,2) = (7) ( > e~ B (TTHYT) o= 2T =

=

T mh
(%)

1

1 ! a . _

= (mw) = 6_%(7‘2) e m(‘;/h = r? COS? 0
7h 7h

N

1
I\ 1 r_
mw e~ i (z2+y2+z2) eiw 22 _
wh

=

La dipendenza esponenziale da cos? segnala la presenza di contributi da tutte
le autofunzioni di £2. 1 non dipende invece da ¢, quindi & autofunzione di £,
corrispondente all’autovalore nullo.

Per il calcolo perturbativo poniamo

V(z,y,2) = VO(z,y,2) + V()

dove ) )
Vi, y,z)=V(r) = 5 ker? e Viz) = 3 (k' — k)2*

Al T ordine si hanno, tenendo conto delle proprieta di fattorizzazione delle funzioni
d’onda e dell’esercizio 2.10, i seguenti risultati:

1, 1, hE —k
Bl = O00V000) = 5 () [ a2 = 0 ) < 22 0= 22
Poiché "

(jl2°|0) = %[\/553',2 + ;0]
abbiamo
A el W DN 1. SR S B
0 >—7§) Fo— B, m) = 5 (K" = k) [mm 2>1 = ok 12)
e, infine,
K=k K=k

Vol y, 2) = Yo(x)ho(y) {%(2) - sz(z)] = ?ﬁo(%%z)[l‘*‘r\lﬁ (42°—1) 4\/§k]

dove si & tenuto conto del fatto che, per le (A.7, A.9),

a(e) = ule) |5 (422 = 1)

Poiché 2% = r2cos? 6, alla funzione d’onda al I ordine contribuiscono gli stati di
momento angolare con ¢ = 0,2, come si evince dalle (A.18).

2
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CAPITOLO 6. TEORIA PERTURBATIVA 6.5.

6.5

Considerare una particella di massa m e carica ¢ in presenza di forza elastica e
campo elettrico costante:

1
V(z) = 5 mw?z? — €.
Calcolare in teoria perturbativa le correzioni prodotte dalla presenza del campo
elettrico ai livelli di energia al I e II ordine e ai corrispondenti autoket al I ordine.

Soluzione

Detto

p?
H=H +H* dove H =-—+: Liw?s? o mo= —q€x,
2m 2
I’Hamiltoniano del sistema, possiamo calcolare immediatamente la correzione al I
ordine ai livelli energetici utilizzando il risultato per < x >,, trovato nell’esercizio
2.9:
El =0 Yn e N

Calcoliamo ora la correzione a I ordine per i ket, utilizzando sempre i risultati
dell’esercizio 2.9:

= i) - ¥ I )
2 g0 g0
_ Val(n =1 | Va+Tin+1DO)]
= @) —at 2mw [hw(n—n+ 1) + hw(n —n —1) }_

1)+ a5 [VAF T+ D) - Vil - 1))

L’effetto della perturbazione al I ordine ¢ quindi quello di miscelare ciascuno stato
stazionario con gli stati adiacenti.
La correzione al IT ordine ai livelli dell’energia e data da:

Z |m(0)"}-[1|n(0)>|2 22 A [n+1 P G2E2
—hw  hw |

EY —gY 2mw 2mw?’

m#n

Questo problema puo essere risolto esattamente, consentendo cosi una verifica dei
risultati perturbativi. Infatti

2 2 202
p 1 2 2 p 1 2 q& 1 ¢°&
H=—+-mwz"—q¢fr=-—+-mw(r— —5
2m 2 1 2m 2 ( mwz) 2 mw?
L’Hamiltoniano descrive quindi un’oscillatore armonico la cui posizione di riposo
202
¢ traslata in # = ”‘fi % fniz. La

traslazione della posizione non influisce lo spettro che deriva solo dall’algebra dei
commutatori:

€ :
_ = =1ih
o= 2 p = e p] =
A causa della ridefinizione dell’energia potenziale lo spettro :
q252

2mw?’

E,=E} -

n

Pertanto il risultato trovato al IT ordine in teoria perturbativa e il risultato esatto.
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6.6. CAPITOLO 6. TEORIA PERTURBATIVA

6.6

Si aggiunga al potenziale elastico 'interazione

Viz)= 3 ma?x?.

Calcolare lo spostamento dei livelli di energia al primo e secondo ordine perturba-
tivo. Paragonare il risultato con il valore esatto.

Soluzione

Calcoliamo preliminarmente gli elementi di matrice della perturbazione nella base
data dagli autostati imperturbati dell’energia. Utilizzando le formule (A.5, A.6), si
ottiene facilmente

(n|a2|m) = % [\/n(n 1) Gnmsz + V(0 + D1+ 2) Snmz + (20 + 1) 5n,m} .

La correzione al I ordine al livello n-simo ¢ data da

1 h 1 1. ha?
(1) = = — 27 = — _)—
E; (n|Vn) 5 Mo 5 (2n+1) 2(n + 2) —
La correzione al II ordine ¢ invece
Vim)[?
g _ e lelvimE
Tg;n (n —m)hw
~ (ha?\? [n(n—1) L () +2)]
N 4w 2hw —2hw
hot 1
= Tsanty)

Il risultato esatto si ottiene considerando un oscillatore di pulsazione

W =Vw?+a?

i cui livelli di energia sono

1 a? 1 [a? 2
14-——= + ...

1 1 a? 1
E, = (n+§)h\/w2 +a2= (n—l—i)hw 1+ e (n+=)hw 52 5 \o2

2

I termini della serie perturbativa che abbiamo calcolato coincidono con lo sviluppo
di Mc Laurin nel parametro a?/w? fino al II ordine.

6.7
Si aggiunga al potenziale elastico I'interazione
HY = Azt
Calcolare lo spostamento dei livelli di energia al I ordine perturbativo.
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CAPITOLO 6. TEORIA PERTURBATIVA 6.8.

Soluzione
Per il calcolo possiamo utilizzare il risultato dell’esercizio 2.11:

3h2\

EL = (nO [ n®) =\ o |n®) = 2
mew

[2n2 + 2n + 1]

Notiamo che I'approssimazione al I ordine e giustificata solo per i livelli piu bassi
poiché, per quanto A sia piccolo, la correzione cresce conn?.

6.8

Un oscillatore armonico piano ha come hamiltoniana

1 2 2 1 2 2 2
Ho = 5—(p; + 1) + 5 mw (% +9°)

a) Si dica quali sono i livelli energetici e la loro degenerazione.

b) Se si aggiunge ad Hy una perturbazione V3 = ez si calcolino perturbativamente
le correzioni ai livelli al primo e al secondo ordine.
c) Se si aggiunge ad Hy una perturbazione Vo = ex? si calcolino perturbativa-

mente le correzioni ai livelli al primo e al secondo ordine.

d) Si confrontino i risultati ottenuti in b) e ¢) con i rispettivi risultati esatti.

Soluzione

a) Lo spazio di Hilbert ¢ il prodotto tensoriale degli spazi relativi a due oscillatori
di ugual frequenza disposti lungo gli assi z e y.

Quindi lo spettro dell’energia e dato da
E, =hw(n+1)
dove n e la somma di due interi n, e n,. La degenerazione ¢ pari a n + 1.

b) La perturbazione esiste solo nella direzione x:

E}“ = e{nglz|ng) =0

2

€

B o= -
N 2muw?

dove abbiamo usato i risultati dell’esercizio 6.5. In definitiva la perturbazione
¢ la stessa per tutti i livelli

€2

E2 =hw(n+1)—
" (n+1) 2muw?

c¢) Utilizzando i risultati dell’esercizio 6.6 troviamo:

he 1

Bl = “S(n,+-=

T mw (n + 2)
he? 1
B2 = - (n,+-
T 2m2w3 (ne + 2)
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6.9. CAPITOLO 6. TEORIA PERTURBATIVA

In definitiva, al IT ordine abbiamo

he 1 he? 1
En n - hw x 1 _— T -) - — - —) =
@My (ne +ny + )erw(n +2) 4mw3(n +2)
1 € € 1 1
= hwlz+— ——— | (ny+ =)+ hw -
<2 +mw2 2m2w4>(n Jr2)+ (ny+2)

Non si ha degenerazione a meno di particolari valori di e.

d) Nel caso della perturbazione V; sappiamo che la teoria perturbativa al II
ordine coincide con il risultato esatto.

Nel caso della perturbazione V5 possiamo scrivere:

H= % (pi—i—pi)—i—% mw? (2% +y?)fex? = ﬁpi—&—% mw’2x2+% pi—l—% mw?y?
dove
w? =w®+ %
m
Avremo quindi
Epom, = fw'(nw—k%)—&—hw(ny—ké) = hw 1+%(nm+%)+fw(ny+ !

5) =

€ 1 € \2 1 1
e [1 T T2 (mwQ) * 0(62)} (na + 5) +fwny + 5)

La serie perturbativa al II ordine coincide pertanto con lo sviluppo di Mc
Laurin in € del risultato esatto.

6.9

L’Hamiltoniano per un sistema a due stati ha la forma

H=HO + 0D = <;’A AbA) (A>0)

a) Risolvere il problema agli autovalori dell’energia esattamente determinando
autovettori ed autovalori.

b) Assumendo A|A| < |a — b, risolvere lo stesso problema con la teoria per-
turbativa fino al primo ordine negli autovettori e fino al secondo ordine negli
autovalori.

c¢) Assumendo che le energie non perturbate siano quasi degeneri,
la —b] < A|A]

mostrare che i risultati ottenuti in a) sono simili a quelli che si otterrebbero
applicando la teoria perturbativa degenere (a = b).
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CAPITOLO 6. TEORIA PERTURBATIVA 6.9.

Soluzione

Si vede immediatamente che autovettori ed autovalori di

(0)_ a 0
w= (5 0)

|Ey) = ( (1) > corrispondente a E; = a,

sono dati da

|Ey) = < (1) > corrispondente a Fy = b.

a) Gli autovalori di H sono dati dall’equazione secolare

(a—w)(b—w)—AAZ=0
_ atb

)
we = atb g Jleoh?  J2A2

Gli autovettori corrispondenti si hanno risolvendo i due sistemi omogenei
a AA a_ o
M b g )=\ g

e imponendo la normalizzazione. Si ottiene cosi I'’equazione

ac + ANAS = wia
5= S5t

AA
_ 1
|/(/):t> B VAZAZH (wi—a)? ( w4+ — a )

b) Calcoliamo le correzioni al primo ordine agli autovalori:

EY = MUHD) =AA (1 o)(? é)(é)o
B = A2HD[2) = A (0 1)(? é)((;):o

Calcoliamo le correzioni agli autostati al I ordine:

(1)
DO =)+ EEEE) = 1) + 2512)

AHD
20 =2+ SR = 12) - 251

c¢) Calcoliamo le correzioni al secondo ordine agli autovalori:

[(LAHD2)2  A2A2

E®  _ _
1 Ey,— F a—>b
5@ _ |2 AHW 212 A2
2 a El — E2 - a—>b

Notiamo che, ovviamente, questi risultati coincidono con il termine del II
ordine dello sviluppo in serie in A degli autovalori esatti. Infatti

a+b a—b AN2A2  a+b a—b 2A2A2 a4 A4
— +2 2 N1 - + 1 — b
wET Ty 2 Tz 2 2 ( (a— b)2> b A
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6.10. CAPITOLO 6. TEORIA PERTURBATIVA

d) Applichiamo la teoria perturbativa degenere nel caso (a = b). Occorre diago-
nalizzare la perturbazione.

—EMD A
_ (1

Per confrontare questo risultato con quello esatto, notiamo che se
la —b] < A|A]

ha senso lo sviluppo in serie:

2
D E V. RVi W =l S IRV S

—a+ A +0 (G35

che coincide con il risultato precedente a meno di correzioni al II ordine nel
parametro di sviluppo.

6.10

Si consideri ’hamiltoniana di una particella di spin 1/2 immersa in un campo
magnetico B uniforme e costante che si ottiene trascurando il termine cinetico:

H = —uhB.G
Si consideri il caso in cui B giace sul piano xz con
B,
= — <<1
€ B.

a) Si determinino con il formalismo della teoria delle perturbazioni indipendenti
dal tempo gli autovalori di H fino all’ordine €2 incluso, e gli autostati fino
all’ordine e.

b) Si determini poi la soluzione esatta per gli autovalori e gli autovettori.

Soluzione

a) Abbiamo
B = (¢B,,0, B,)

H=Ho+H, dove Hy=—phB,o, e Hy = —cuhB,o,.

Consideriamo la parte imperturbata dell’hamiltoniano. Hy ¢ proporzionale a
0., quindi i suoi autovalori sono

E_ = —uhB, corrispondente all’autostato |—) = |o, = +1) = < (1) >

E, = +phB, corrispondente all’autostato |+) = |o, = —1) = < (1) >

Consideriamo H; come perturbazione. Nella rappresentazione di Hy essa &
data dalla matrice

= (DGR ) (e ™)
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CAPITOLO 6. TEORIA PERTURBATIVA 6.11.

Si vede immediatamente che le correzioni al I ordine agli autovalori sono nulle.

Le correzioni al I ordine agli autostati sono date da

() |7, | ©)
y _ N M) o)
) = 3 L) )

m#n
cioe

B} = — gk (-uhB) B2 =+

IB) = + g (~phBee)| B-) = —3 (

Le correzioni al IT ordine agli autovalori sono date da

£ _ 5 LmO M)
n Z E”(lo) . ES,?)

m#n
cioe )
E(Q) _ 7uﬁBZ€ E(g) _ uth€
- 2 + 2

b) Risolviamo ora esattamente il problema degli autovalori per

H=—uhB. A dove A_<i_i>

Gli autovalori di A sono A1 2 £ v/1 + €2 per cui quelli di H sono:

By = FpuhB. /1 + &

Gli autovettori di H sono gli stessi di A e sono della forma:

1+ )\1’2
e

|Ev2) = @12 (

dove o 2 € un opportuna costante di normalizzazione.

6.11

Determinare, mediante la teoria perturbativa, gli autovalori dell’energia all’ordine
A? per una particella di massa m che si muove lungo I’asse = sotto 'azione del
potenziale

U(zx) = %kﬁ + Ax®,

Soluzione
Essendo nota la soluzione per il potenziale armonico, possiamo scrivere

21 ,
H=Ho+H1 dove Hgip—+sz2eH1:Axd
2m = 2
e considerare H; come perturbazione.
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6.12. CAPITOLO 6. TEORIA PERTURBATIVA

Utilizzando le formule (A.4,A.6), si trova facilmente

3/2
(mla®n) = (h) (mi(a+a)*|n) =

2mw

3/2
_ <h> (Vnlr =)0 = 2) bns + 0+ D+ 2)(n 4 3) o,

2mw
+3v/(n + 1)3 6y mar + 3V 6m7n_1}
La correzione al I ordine per il livello imperturbato n-simo

1
B = (n+ 5)hw

¢ data da (A.28)
EW = A(n|2®|n) =0

La correzione al IT ordine & data da (A.29)

3
2 _ 2 |(m|a®[n)[?
E, = A ;Eslo) 0
_ 2D 3i n(n—l)(n—2)+(n+1)(n+2)(n+3)+9(n+1)3
N 2mw ) hw 3 -3 -1
h2A?
= —W(30n2+30n+11).
6.12

Una particella di massa m si muove nel piano zy soggetta ad un potenziale armonico
di pulsazione w:

1 2 2 1 20,2 2
Ho = 5 (0 +py) + 5mw” (@™ +y7).

Si introduca la perturbazione
Hi(z,y) = 2Azy.
a) Si risolva il problema degli autovalori e degli autostati di Hy.

b) Si calcoli la correzione al livello fondamentale dovuta a H; in teoria pertur-
bativa al I e II ordine.

c¢) Si calcoli la correzione al primo e al secondo livello eccitato dovuta a H;p in

teoria perturbativa al I ordine.

Soluzione
Il problema é risolto esattamente nell’esercizio 6.17.

a) Con ovvia assegnazione di simboli possiamo scrivere
_ zagy
Ho = HyHg
Quindi gli autovalori sono dati da

ED =ho(n+1) dove n=n,+n, con ng,=0,1,2..
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CAPITOLO 6. TEORIA PERTURBATIVA 6.13.

e i relativi autostati, detti |ng) e |n,) gli autostati dell’oscillatore armonico
unidimensionale per ciascuna delle due direzioni, da

In{?) = |ng)[ny)
Lo stato fondamentale ¢ dato da
09) = 10,)0,)

La correzione al I ordine ¢

ESY = (0)22y[0) = 2X ((0]z]0))? = A(\/%Z)@H)) =0

dove abbiamo usato le (A.5,A.6).
Al 1T ordine si ha, tenendo conto della (A.29):

EY = a2y

m#0

| 0(0)|J;y|m(0) ‘ B

0|$|7%c><0|y|mc>|2
(oo T T M)

_ 4A( h >21__ Xh

hw \2mw/ -2 2m2w3

Il primo e al secondo livello eccitato sono degeneri; le correzioni sono quindi
gli autovalori della matrice rappresentativa della perturbazione nel sottospazio
relativo al livello.

Per il primo livello eccitato, doppiamente degenere, si ha:

[ (10[H1[10)  (10[H4]01) \ 0 =
”1‘(<01H1|10> <01|H1|01>>‘”< 0 )

2mw

1 cul autovalori sono i%.

Il secondo livello eccitato & tre volte degenere, con autostati
20), [11) 102),

quindi la matrice da diagonalizzare e:

(20|H1]20)  (20|H4|11)  (20|H4]02) \A 0 V2 0
Hi= | (11H1[20) (11[Hq|11) (11Ha]02) | =— [ v2 0 V2
(02H1]20)  (02|H,|11)  (02]H1]02) MY\ V2o

i cul autovalori sono 0 e :l:%.

6.13

Due particelle di massa m sono vincolate a stare su una circonferenza di raggio R.
Si calcolino i livelli energetici e si scrivano le autofunzioni.
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6.13. CAPITOLO 6. TEORIA PERTURBATIVA

Si supponga poi di accendere un’interazione tra le particelle con potenziale
V =V cos(¢1 — ¢2),

dove ¢1 e ¢o sono le coordinate angolari che identificano la posizione delle due par-
ticelle sulla circonferenza. Si scriva ’equazione di Schrodinger usando le variabili
a = @ e 3 = ¢1 — P2 e si mostri la sua separazione nelle nuove variabili de-
terminando le proprieta‘ di periodicita della funzione d’onda nelle nuove variabili.
Si calcoli, infine, perturbativamente al primo ordine le correzioni agli autovalori
dell’energia.

Soluzione

Poiché 'Hamiltoniano si puo scrivere nella forma
n? 92

H:H1+H2 dove Hi:_%@7

I’equazione di Schrodinger si separa nelle due variabili ¢1 e ¢o. Le funzioni d’onda
devono soddisfare la condizione di periodicita in queste variabili: ¢ (phi; + 27) =
¥ (phi;). Le autofunzioni e gli autovalori di H sono quindi:

Vi1 (P1, 02) = Yr(P1)i(h2) Ey = EyE,
dove . p2
_ mae _ n _
wn(aé)—me En—szQ n=0,%+1,...

In presenza del potenziale V = Vj cos(¢1 — ¢2) 'equazione di Schrédinger non & pitt
separabile nelle variabili ¢1 e ¢s.
Introducendo, invece, le nuove variabili

+
a:¢12¢2 B=¢1— b,
I"Hamiltoniano si separa in due termini dipendenti da una sola variabile:
n? 02 h? 02
= r d = - r = T T 75 A5 V .
H =Hca + Hy dove Hens SV B2 © H SuRZ O +V(B)

He s corrisponde al moto circolare libero del Centro di massa con massa M = 2m
e posizione angolare « € [0, 27r] mentre H, corrisponde al moto della massa ridotta
1= m/2 in presenza del potenziale V() con § € [0, 27].

In assenza di V() abbiamo le autofunzioni

K2 k2 K272
Uia(a, B) = Wi(a)®(B) corrispondenti agli autovalori Ey, = WJFW
con
1 1 3
Up(p) = —=e"? D, (8) = —— ™ n=0,%+1,...

V2T V2
La perturbazione attiene al solo Hamiltoniano H,.. Notiamo che, poiché

Vv 2
(Dr|V|D_y) = ﬁ / e *PeosBe ™ =0  VE,
0

sia la correzione allo stato fondamentale (non degenere) che le correzioni agli stati
eccitati (doppiamente degeneri) sono nulle; in ques’ultimo caso, infatti, le matrici
da diagonalizzare hanno elementi tutti nulli.
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CAPITOLO 6. TEORIA PERTURBATIVA 6.14.

6.14

Una particella di massa m si trova in un pozzo a pareti infinite. Il fondo viene

modificato da
V(z)=0 per 0<z <L

x
Vi(z) =V sin(%)
Calcolare le correzioni al I ordine in Vj a tutti i livelli energetici.

per 0<x <L

Soluzione

In assenza di perturbazione gli autovalori e le corrispondenti autofunzioni dell’ener-

gia sono:
h2m2n? 2 . nmx
Bu= Gz @)=y psinT, m=128. .

La correzione del prim’ordine ai livelli di energia e data da

L
EY = dz iy, (2) V' () thn () =
0
L L L
2V [1 [T 1 ("
- =0 7/ do sina—f/ do cos 2na sina} =
™ _2 0 2 0
2Vi 1 (7 1
= 2= {1 - f/ doa = [sin(2n + 1)a + sin(1 — 2n)a]}} =
2Vo [ 1 2 2
T _1_1 (2n—|—1 +1—2n>} -

8Von?
w(4n? — 1)

6.15

Due particelle di massa m si muovono lungo 'asse x interagendo mediante una forza
elastica di costante k.

Supponendo che mentre si trovano nello stato fondamentale di energia FEj,
la costante k si dimezzi improvvisamente, qual ¢ la probabilita che una misura
dell’energia dia come risultato l’energia dello stato fondamentale?

Soluzione

Dette z1 e x5 le coordinate delle due particelle, introduciamo la coordinata del
centro di massa e quella relativa

1+ o
2

X = T =T — To

e la massa totale M e la massa ridotta u

M =2m ,u:%.
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6.16. CAPITOLO 6. TEORIA PERTURBATIVA

Ponendo
(X, ) = o(X)y(),
I’equazione di Schrodinger
h? o? h? 9?
—— s =+ V(z1 — AR =0
{ 2m 0z%  2m Oz} + V(@ — ) } (@1, 22)

si separa nelle due equazioni

R @2
|~y s~ Fow | #(X) =0
h2
- - E = 1
5 gz V@)~ ] wle) =0 (6.1)
con la condizione
W =FEcpm+ FE.

Il centro di massa si muove di moto libero, mentre la massa ridotta descrive un
oscillatore armonico. Ai fini del problema interessa solo il moto della coordinata
relativa.

Inizialmente il sistema e descritto dalla funzione d’onda

» [k
¢0(95)=<\;%) e 27" dove a= %: 47;;—5.

Si vuole sapere la probabilita che, dopo il dimezzamento della costante elastica,
loscillatore sia nello stato fondamentale del nuovo sistema, cioe nella stato descritto

da: )
o \? _1,02,2 mw'’ mk’ a
Yo(@) = (ﬁ) e 2 dove o = \/7: {‘/; =5

Si tratta di una perturbazione istantanea, nella quale lo stato della particella non
cambia, mentre cambia il suo Hamiltoniano. Pertanto tale probabilita ¢ data dal
modulo quadro di

+oo .
Wty = [ doy[ et
0 . -
_ \/ao/\/ 2w _\/ 2c
o 7 Va2+a?2 Va24a?’

dove si e usata ’espressione A.1 per l'integrale gaussiano riportata in Appendice.
Quindi la probabilita richiesta e data da:
20 22

Py = = —21(v/2 —1) = 0.9852
0 a2+a/2 \475(1+\/§) ( )

6.16

Una particella di massa m si muove in una scatola unidimensionale con una piccola
buca di potenziale data da
0, sex<0ex>1L
Viz) =< -V, se0<x<§
0 se £ <z <L
Trattare la piccola buca tra 0 e % come una perturbazione rispetto al normale pozzo
di potenziale e calcolare I'energia dello stato fondamentale al prim’ordine.
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VI(X)
A

Soluzione

In assenza di perturbazione I’energia e ’autofunzioni dello stato fondamentale sono:

h2r2 2 . 7x
EO_W’ ¢0($)—\/Zsmf» n=123,....

La correzione del prim’ordine ai livelli di energia e data da

L
ED = / d 5 () H' (x) o) =

0

dx sin? L; (=Vo) =

6.17

Si considerino due oscillatori armonici unidimensionali di uguali massa m e costante
elastica k. Essi interagiscono tramite un’energia potenziale

H™® = axqxo,
dove x1 e x5 sono le posizioni dei due oscillatori.

a) Determinare autovalori e autostati. (Suggerimento: separare il moto del
centro di massa da quello della coordinata relativa).

b) Nell’ipotesi in cui @ < k, calcolare al pitt basso ordine perturbativo non nullo
le energie dei livelli.

¢) Confrontare i due risultati.
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6.17.

CAPITOLO 6. TEORIA PERTURBATIVA

Soluzione

a)

L’Hamiltoniano del sistema ¢
P

H= 2— —|— T + = kxl—i— kx2+ax1x2
Introducendo le variabili suggerite:
X:$1;—$2 T =11 — X2
I’Hamiltoniano diventa:
H=Hcm+H,

dove, detti P e p gli impulsi coniugati alle nuove variabili, M = 2m la massa
totale e p = m/2 la massa ridotta,

_ 2 1

HCM—W'F(]{Z"FCV)X € Hr_ﬁ—*—l(
Il sistema presenta quindi un Hamiltoniano somma di due termini relativi a
due moti oscillatori, uno di costante elastica 2(k + «) per il centro di massa
e uno di costante elastica (kK — «)/2 per il moto relativo. L’equazione di
Scrodinger ¢ dunque separabile nelle nuove variabili. Notiamo che questa
separazione ha senso nell’ipotesi o < k, altrimenti il moto relativo avrebbe
un’energia potenziale non limitata inferiormente.

kE—a)z?

Lo spettro dell’energia e dato quindi da

1 1
ENT,nT = E’n,T + Enr = h/CUT(nT + 5 ) + hu)r(nr + 5)

dove ho posto, detta w la pulsazione dei due oscillatori in assenza di intera-

zione, WT_\/(kJra) k+a \/7\/7 mw2
=

In assenza di interazione i due oscillatori relativi al Centro di massa e alla
coordinata relativa, hanno la stessa pulsazione w. Quindi i livelli di energia
sono

E, =hw(n+1) dove n=nr+n.=0,1,...
Ciascun livello n ha degenerazione pari a n + 1. Al I ordine in teoria pertur-
bativa dobbiamo diagonalizzare la matrice della perturbazione nel sottospazio
dei ket |n) = |j,n — j) = [j)1|n — j)2.Usando i risultati dell’esercizio 2.10
abbiamo:

HL’“ = 042<j,n—j\x1x2|k,n—k> =

. . 2 x?
= a<],n—j|(X — Z)|k,n—k) =

) 1 .
= « <]\X2|I<;>6j’k 1 (n —]|:c2|n — k)éj’k} =

1
= « <k|X2|k>5j,k ~1 (n— k|z2|n — k>5j7k} =

h 1 h
ah
i CL DL
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h

La matrice ¢ quindi diagonale e gli n + 1 autovalori sono il prodotto di ag —

per
-n,2—n,4—n,....,n—4,n—-2.n

¢) Sviluppando in serie di potenze di a/k = a/mw? le espressioni per wr e wye
trascurando gli ordini superiori al secondo abbiamo

wr = w [Hla—l( - )2}

2 mw? 8 \mw?

1 « 1 a \2
B PO S
2 mw? 8 \mw?

Possiamo quindi approssimare lo spettro dell’energia totale con 1’espressione

1 ah h 2
Enpon, = holng +n,+1) + 5 5o (np =) = == (=) (np +n, 4+ 1)

2mw mw

Il termine di ordine « coincide con il risultato trovato in teoria perturbativa
al I ordine perche, se fissiamo a n la somma ng +n,., la loro differenza assume
proprio i valori —n,2 —n,4—n,...,n—4,n—2,n.

6.18

Considerare una particella di massa m vincolata a muoversi su un segmento di
lunghezza a.

a) Scrivere le prime 4 autofunzioni e i corrispondenti autovalori.

b) La particella si trova nello stato fondamentale (n = 1). Al tempo ¢ = 0 viene
introdotto istantaneamente un potenziale quadrato di profondita —Vo(Vy >
0), di larghezza b < a centrato intorno a x = §. Se questo potenziale viene
rimosso dopo un intervallo di tempo At, quale sara la probabilita di trovare
il sistema in ciascuno degli stati con n = 2,n = 3,n = 47

Soluzione

a) Autovalori ed autofunzioni richieste sono dati da

h2r2 2 . m
E“—mw¢@—ﬁma
4h3 72 2 2
o= W =2 2
a

2ma?’ a
Eo= W =y
P ome2r Y T Va a
16h2 72 2 . Anx
E, = e a(x) = \/; sin ——
b) Le probabilita di transizione sono date da
At 2 , 5
1 1 elwn,z _ 1
Pron(tt) = =2 [ atmptyerses| = Ly |21
1—n(5) ‘ h /0 (n|H[1)e B2 (n[H|1)] i
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dove gli elementi di matrice sono dati da:

2V [ T T

(n|H'1) = -2 / dxsm— sin —

a

L’integrale € nullo per n = 2 e n = 4 perche, l'integrando si presenta come

il prodotto di una funzione antisimmetrica (l’autofunzione n-sima) per una

funzione simmetrica (’autofunzione dello stato fondamentale) per riflessioni
rispetto al centro dell’intervallo d’integrazione.

Rimane la probabilita di transizione al terzo stato per la quale l'integrale
puo essere approssimato con il prodotto del valore dell’integrando al centro
dell’intervallo d’integrazione per 'ampiezza dell’intervallo stesso:

2v0b)2 4

2
a h*w3 4

Pl_,g(At) >~ ( sin2(w371 At)

6.19

Una particella di massa m é libera di muoversi su una circonferenza di raggio R.
Viene applicato un potenziale perturbante

V(0) = Vysinf cos b,

dove 6 é la posizione angolare sulla circonferenza. Individuate le funzioni d’onda del
sistema imperturbato che diagonalizzano la matrice corrispondente a V', calcolare i
livelli di energia al secondo ordine perturbativo.

Soluzione

L’Hamiltoniano contiene il solo termine cinetico. Imponendo la condizione di pe-
riodicita sulla funzione d’onda, si trovas:
272
n“h 1 e
En:m, @/},L(Q):Eem , con n:O,:tl,

Il livello fondamentale € non degenere mentre tutti gli altri sono doppiamente de-
generi. Per il calcolo delle correzioni valutiamo prima gli elementi di matrice della
perturbazione.

o o i(m—n)0 _;
(n|Vlm) = by de e’ 7 sin @ cos =
T Jo

Vi 27 )
= 4—0 / do (=)0 gin 20 =
™ Jo

2m 2m
- N { dg eim=n+2)0 _ / dé)e“m“)“’} -
0 0

8

v
= 4—2 [Omn—2 —dm,n + 2]

Calcoliamo prima le correzioni al I e IT ordine allo stato fondamentale:
By = (0[V]0) = 0
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“ Eo—E 16 | Ey — F5 +EO—E,Q T 16R2

B — ZI?‘LIVIO )Wovg 1 1 VimR?

Passiamo ora a calcolare le correzioni al I ordine per gli autovalori degeneri. Occorre
diagonalizzare la matrice che rappresenta V nel sottospazio a 2 dimensioni sotteso
da ciascun autovalore. Dall’espressione per (n|V|m) si comprende immediatamente
che solo nel caso n = 1 si ha una matrice non nulla:

(+1[V[+1) (+v]-1\ _( 0 %
(<—1|V|+1> <—1|V|—1>> = (—Vo %>

49

che ha autovalori

1+ Vo 1,— Vo
By =2 BT =2

e corrispondenti autostati

1 1
[¥y) = 7 (1= +21) |v-) = NG (1) +2[ = 1))

Gli autovalori sono le correzioni al I ordine per il livello n = 1. Per tutti gli altri
livelli, come si ¢ detto, le matrici e quindi le correzioni sono nulle.

Per quanto riguarda le correzioni al IT ordine, consideriamo prima quelle relative
al primo livello usando, per n = =£1, la base costituita da |¢4) e |¢_). Tenendo
conto del fatto che, per n # 1,

1 W

(4 [Vin) = Vb

((—=1|V|n) —+(1|V|n)) = (On,—3 = On,1 — 205, —1 + 20p,3),

1
V2

mentre ovviamente nella nuova base (¢4 |V]_) = 0, si ottiene

+ = -

E(2 +) Z ‘ ’l,b.;,_lVlTl/ |2 ﬁ 1 1 V022mR2 1 _VOQmR2
32 |B1—-LE3s Ei—-E_3 16h2 1-9 64h2

n#£+1

Lo stesso risultato si ha per E§2’+) in quanto i coeflicienti dello sviluppo di |[¢v7) e
di |¢4) nella vecchia base hanno lo stesso modulo.

Per m # 41 non occorre diagonalizzare le matrici nei sottospazi degeneri perche
sono nulle. Si ha quindi

+ =

E® — Z [(n|V]m)|* n\V\m Vio2 1 1 7V02mR2 1
16 |Ey —Enie  Ep—En o 162 m2 —1

6.20

Utilizzando la teoria perturbativa al primo ordine, calcolare i livelli di energia per
una buca quadrata infinita unidimensionale di larghezza a il cui fondo e stato reso
obliquo come mostrato in figura.
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0 0
A

A
V(X)

»

Soluzione

La perturbazione e data da

v
H = 2y per0<z<a
a

Autovalori e autofunzioni imperturbati sono
h2m2n? 2 nwT
EO =~ _ O)(z) =4/Z sin—, n=12,...
n 2ma2 bl wn ( ) a a ) r

La correzione al I ordine ai livelli ¢ data da

Vo2 [° 2o [ Vi
E,(ll):—of/ dx:vsinQ@: 0 / 7rdzzsin2z:70
0 0

a a a n2m2
La correzione ¢ la stessa per tutti i livelli. Avremo quindi

2,22
E5L0>+E;Ll):h”” B o1
2ma? 2

6.21

Un corpo di massa m & vincolato, in un piano verticale, a ruotare intorno ad asse
orizzontale mediante un’asta di massa trascurabile e lunghezza . Trattando la forza
peso in maniera perturbativa, si calcolino le correzioni al II ordine per i livelli di
energia.

Soluzione
L’Hamiltoniano imperturbato contiene solo energia cinetica

2o

0
:T_i__ii
T 2 ~ 21 042

dove I = mi? & il momento d’inerzia e ¢ & ’angolo di rotazione intorno all’asse z che
identifichiamo con 'asse di rotazione. Ponendo ¢ = 0 ’angolo relativo alla posizione
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piu bassa e fissando lo zero dell’energia potenziale a ¢ = 7/2, la perturbazione puo
essere scritta come

H'(¢) = —mgl cos .

Le autofunzioni di H° sono le autofunzioni di L,:

Yn() = e n=0,41,42,...

doppiamente degeneri per n # 0.
Calcoliamo prima gli elementi di matrice

l 27
g / dp e "? cos ¢ 'k =
2 Jo

= ,migl/ do e’ kn)¢Mf
0

(n[H' |k)

27 2
mgl

= 2 (5k n1+5k n—l)

La correzione al I ordine risulta quindi nulla
El =0

in quanto e nulla la correzione per lo stato fondamentale, I'unico non degenere,
mentre per gli altri stati le matrici da diagonalizzare hanno tutte elementi nulli.

Le correzioni al II ordine possono essere calcolate dalla teoria non degenere in
quanto, per la presenza delle ¢ negli elementi di matrice, contribuiscono solo termini
con denominatori diversi da zero.

2 _ \mlHlln _
B, = ZE(O -

m#n

mgl
2 h2
mg?1? 1
h2  4n? -1

1 n 1
0 0 0
R

6.22

Si calcolino autofunzioni e autovalori dell’energia per una particella di massa m
confinata in un quadrato di lato L:

0<z<L 0<y<L

Introdotta poi una perturbazione H! = C xy, si trovino le correzioni al I ordine
per il livello fondamentale ed il primo livello eccitato.
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Soluzione

Lo spazio delle funzioni d’onda ¢ il prodotto tensoriale degli spazi relative a due pozzi
di potenziale secondo due direzioni normali. Autovalori e autofunzioni imperturbati

sono dati da:
Bron(,9) = Yn(@) Yely) = /2 sin 52 /2 sin brv
BV, = EQ 4 EQ = = (odn?)
N n

2mL2
n=12,...

Per calcolare gli effetti della perturbazione sono necessari i seguenti elementi di

matrice:
2 [F T
(@), zyr(x) = — rasin® == = — zx (1 — cos2z
P 0 7 d 7 d (1 2
2 271'3: 2 L2 L
= — d 2 == d sinz = —
(Vo (2), z a(x)) 7 / x T sin I/ zasin®r = o
2 T 2t 2 L% [T
_ 2 d mr . 2mnx 2 L7 d . o —
(V1 (2), zwa(x)) T /0 x x sin T s =7 /0 xx sinx sin 2z
4L [T 4 4L
= — dx x sin® z cosx:§—2/ deosz (1 —cos®x) =
™ Jo ™ Jo
16 L
T 9 n2

Per lo stato fondamentale abbiamo:

CL?
4

Ely = 1a(z,y), Cayvra(z,y) = C(Yi(x), 21 (2))? =

Per il secondo livello siamo in presenza di degenerazione tra gli stati 11,2 € ¥ 2.
Occorre diagonalizzare la matrice

A B

B A

dove
CL?
A = (2x,y), Cayr2(r,y) = C (Y1(z), 2 P1(z)) (2(y), y¥2(y) = 1
B = (ra(e), Caytnale,y)) = O (ha(a),aa(a))? = 2000

Gli autovalori A + B danno le correzioni al primo stato eccitato:

Bl = o (1 256 )

4~ 8lxt
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Capitolo 7

Particelle identiche

7.1

Un sistema composto di due particelle identiche di spin % e costretto a muoversi in
una dimensione ¢ descritto dall’hamiltoniana:

1 1
H= %(Pf +p3) + §mw2(5€% +a3)
Determinare la funzione d’onda completa (parte spaziale e parte di spin) degli

stati corrispondenti al livello fondamentale ed al primo livello eccitato, nonche i
relativi autovalori di H, di S? = (S; + S2)% e di S..

Soluzione

Per la particella i-esima denotiamo con ¢, (x;) le autofunzioni dell’energia in un
potenziale armonico unidimensionale e con x4 (%) gli autostati dello spin. Trattan-
dosi di fermioni le autofunzioni comuni a H, S2, S, devono essere antisimmetriche
per lo scambio delle due particelle. Per quanto riguarda le coordinate spaziali pos-
siamo costruire le seguenti autofunzioni del sistema completo aventi proprieta di
simmetria definita (indicata con + e —):

1/}0+($1,9cg) = o(x1) Vo (22) con energia F = hw

U (21, 29) = % [Yo(z1) Y1(z2) + Y1(21) Yo(22)]
con energia F = 2hw

Uy (21, 22) = 5 [Yo(@1) Y1 (w2) — Y1 (a1) Yo(x2)]

Gli stati di spin possibili son quelli di singoletto e di tripletto. Indicando con x*%=
gli stati di spin totale S con S? = s(s + 1)h% e S, = s,h abbiamo uno stato
antisimmetrico e tre stati simmetrici

00 = %[M(l)xf(?)—xf(l)m(?)]
U= e (M) x=(2)
00 = %[x+(1)xf(2)+xf(1)x+(2)]
Y= (D) x4 (2)
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Le funzioni d’onda complessive completamente antisimmetriche sono:

Vg (21, 22) x*° per lo stato fondamentale
e
P (21, 22) XO°
Zi Ei:i;; ﬁ; 1 per il primo livello eccitato
V1 (g, w2) X1

7.2

Due particelle identiche di massa m e non interagenti sono chiuse nella scatola
|z] < a,|y] <b,]z] <c¢, cona>b>c>0.

a) Determinare autovalori ed autofunzioni dell’energia, precisando il grado di
degenerazione, per il livello fondamentale ed il primo livello eccitato, nel caso
di particelle prive di spin e nel caso di fermioni.

b) Supponendo che si tratti di fermioni in uno degli autostati comuni allo spin
totale e all’hamiltoniano corrispondenti al primo stato eccitato, determinare
la probabilita di trovare entrambe le particelle nella regione = > 0.

¢) Supponiamo, sempre nel caso di fermioni, di aggiungere all’Hamiltoniano il

termine
m2h?
AV = )\er - To (/\ << 1)

Si determinino le correzioni al primo ordine in teoria delle perturbazioni ai
primi due livelli.

Soluzione
Ciascuna delle particelle, se presente singolarmente, avrebbe autofunzioni dell’ener-
gia
Yr,m () = Yr(x) Yi(y) Ym(2)
dove
% cos ’gr—a“, se k e dispari;

unla) =4 V" .
\/; sin 22 se k ¢ pari.
a

2
all’interno della scatola e nulle all’esterno, corrispondenti agli autovalori
15 _7T2h2 l{:Z_’_lQ_’_m2
Bbm = "gm \a2 " 02 " 2 )

a) In assenza di spin lo stato fondamentale ¢ non degenere, ha energia pari a
2 Fq,1,1 e funzione d’onda

1/’1,1,1(7’_i) ¢1,1,1(T_§)

mentre il primo livello eccitato ¢ degenere doppiamente, ha energia pari a
E111+ E21,1 e funzioni d’onda

1,1,1(77) Y2,1,1(72)
2/12,1,1(7”_’) 7/)1,1,1(77)
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Nel caso di fermioni i livelli di energia non cambiano, mentre per quanto ri-
guarda le funzioni d’onda la situazione & simile a quella del problema 7.1. Uti-
lizzando la stessa notazione per gli stati di spin avremo uno stato fondamentale
non degenere con funzione d’onda

VY11.1(1) Y111 (3) X*°

mentre il primo livello eccitato e quattro volte degenere, ha energia pari a
Ei 1,1+ Ea1,1 e funzioni d’onda

T, 73) x>0
Y1 (1, 73) xb
'(/)1_(741’77) XLO
Yy (11,72) X

dove
Vi, ) = [1/J1,1,1(7“1) P2,1,1(72) + 2,11 (1) ¥1,1,1(73)] =
[1/J1 (1) 2(22) + 2(21) ¥1(22)] Y1(y1) P1(21) P1(y2) P1(z2)

Yy (r1,73) = [W1,1,10M) Y211073) +¥211(M) Y1,1,1(72)] =

-l 5l 5l

= —= [Y1(21) Ya(2) — Y2(1) Y1(22)] Y1(y1) ¥1(21) Y1(y2) ¥1(22)

S

Tenendo conto della normalizzazione relativa alla parte della funzione d’onda
dipendente da y e z, dobbiamo calcolare:

Pi(wy > 0,75 >0) = % /Oa dx, /Oa dxy [1(21) Yalxa) £ Yo(21) Y1 (x2)]? =

= l/adxl /adﬁcz (W3 (1) V3 () + b3 (x1) P (22) £
Hr(ay % wa)iba (1) W (w2)] =

2
i? Cdo (o )1/12(@} }—
2
d:z: cosﬂ SIHM:| }
2a a

ﬂ{?ﬁr]}

Per ciascuno stato richiesto |i), dobbiamo calcolare

I I Il
N | = | = DO | =
/—/H/—/H/—/H
\V] | = DO | =
Q

m2hH2
WV = AT

dove I e dato da
I = (Y|z1wa + y1y2 + 2122]0)

Nello stato fondamentale

I'= (1) (v2) + (y1) (y2) + (21) (22) =0

poiché, per la simmetria degli stati, ciascun valore d’attesa e nullo.
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Nel caso del primo livello eccitato occorre diagonalizzare la matrice relati-
va alle due diverse funzioni d’onda (il potenziale non dipende dallo spin).
Consideriamo prima gli elementi diagonali, per i quali si vede subito che le
coordinate y e z danno contributo nullo:

W5 |r1@a|vt) =

/ " ey dry 1w [ (1) Gal2) + () s (22

—a

Iy +

Sviluppato il quadrato, notiamo che i due termini quadratici danno risultato
nullo poiché proporzionali al valore d’attesa di x in un autostato della buca.
Si ottiene quindi

I = +2 U dxzwl(x)wg(x)}Q:I:Q

2
—a 97

come si ottiene dopo un’integrazione per parti. E facile vedere, con calcoli
analoghi, che i termini non diagonali sono nulli. Quindi le correzioni al primo
livello eccitato sono:

m2ma? 9

h2 2
WENV ) = £ (16)

7.3

Due particelle identiche di spin % si trovano in una sfera impenetrabile di raggio R.

a) Determinare lo spettro e le autofunzioni dell’energia.

b) Risolvere lo stesso problema nel caso intervenga anche una interazione
V =VS51- 95,

dove S, e S, sono gli spin delle due particelle.

Soluzione

7.4

Determinare la funzione d’onda e ’energia dello stato fondamentale di una particella
costretta a stare in una sfera di raggio R.

Si abbiano ora due particelle identiche non interagenti immerse in questo po-
tenziale; si determini la loro funzione d’onda complessiva quando tutte e due le
particelle sono nello stato fondamentale. Si discutano i casi che si tratti di due
bosoni di spin 0 o di due fermioni di spin 1.

Soluzione

90



CAPITOLO 7. PARTICELLE IDENTICHE 7.5.

7.5

Due fermioni identici di massa m, vincolati a muoversi su un segmento di lunghezza
L, hanno entrambi componente lungo 'asse z dello spin pari a +%. Quali sono
Penergia minima del sistema e la funzione d’onda corrispondente? Se & presente
un’energia potenziale di interazione kd(x1—x2), come si modifica il valore gia trovato
dell’energia nel calcolo perturbativo al 1° ordine?

Soluzione

Si tratta di un sistema di due fermioni identici non interagenti la cui funzione d’onda

di spin
h h
(1) @)y = I
X(SZ 782) X(+27+2>'

Ciascuna delle due particelle, se isolata, ha autofunzioni e autovalori dell’energia

dati da
B) 2,252
wn(x):\/zsin? En:T;;:LL2 conn=1,2,...

Poiche le due particelle sono non interagenti la parte spaziale della generica au-
tofunzione sara il prodotto di due autofunzioni relative all’hamiltoniano di singola
particella e ’autovalore sara la somma dei due corrispondenti autovalori dell’energia.
Poiche tuttavia la funzione d’onda complessiva del sistema deve essere antisimmetri-
ca nello scambio delle due particelle e la funzione di spin nel caso in considerazione
¢ simmetrica, occorre che la parte spaziale sia antisimmetrica. Per questo lo stato
di minima energia non puo essere quello in cui le due particelle sono nello stato
fondamentale, bensi

1 h h
Voo @ (T1,22) = 3 (Y1 (z1)h2(22) — Ya(z1)1(22)) X <+27+2)
corrispondente al livello di energia

5m2h2
Fiog=——
L2 = omIL?

Introducendo il potenziale d’interazione, il livello di energia viene modificato dalla
teoria perturbativa al I ordine del termine

L L
El, =k / dxy / doa W'y o (21,22) 6(21 — 22) ¥ (1) e (21, 22)
0 0 z 9z z 19z

=0

L 2
k . dz ’\118(21)78(22)(33,1‘)‘

a causa dell’antisimmetria della funzione integranda.

7.6

Un sistema di due particelle con spin % abbia I’'Hamiltoniana:

pi | P & &
H = ﬁ + ﬁ +V(‘fl 752‘) +Oé<|f1 752|)Sl 'SQ

Discutere la struttura delle autofunzioni e ridurre il problema alla risoluzione di una
equazione radiale. Considerare:
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7.7. CAPITOLO 7. PARTICELLE IDENTICHE

a) il caso di due particelle distinguibili

b) il caso di due particelle identiche.

Indicazione: ricordare che S - Sy si puo esprimere in termini di S; + Ss.

Soluzione

7.7

Due particelle non identiche di spin % sono costrette a muoversi su un segmento di
lunghezza L interagendo con un potenziale

V=k S1 - So.
Determinare gli autovalori e le autofunzioni dell’Hamiltoniano.
Cosa succederebbe se le particelle fossero identiche?

Soluzione

Poiche la presenza del potenziale influenza solo gli stati di spin e si tratta di particelle
non identiche cerchiamo autofunzioni fattorizzate nella formas:

U(1,2) = tny ny (1, 22) X(51, 52)

dove
¢n1,n2 (1'17 .%‘2) = wTh (xl) wnz (xQ)

dove 9, (x) con n = 1,2,... sono le autofunzioni dell’energia per una particella
nel pozzo di potenziale, e x(31, §2) rappresenta gli autostati di spin. Il potenziale
dipende soltanto dal prodotto scalare tra gli spin che vale

— —

. . 1 3
51 - &y [(814-82)2—8%—3%]:5 [SZ—EQ}

1
2 2

Quindi la fattorizzazione si ha solo se utilizziamo gli autostati dello spin totale (di
S? e S.), cioe gli stati di singoletto e di tripletto.
In definitiva le autofunzioni comuni all’Hamiltoniano, S? e S, sono:

\Dnl,ng;s,ms (.%‘17 -7;2) = wnl,ng (.1'1, x?) Xs,mg

con

[X+(1) x=(2) = x= (1) x+(2)]
1) x-(2)
[+ (1) x=(2) + x- (1) x+(2)]
1) x+(2)

e corrispondono agli autovalori dell’energia

>
|
Sl

H
|
L
I
T
N

0,0
X

Sl

1+1 _
X =

=
+

m2h2
2mL2

3
E,s= n2+k[5(5+1)4] B conn?=n24+nden;,ny=12...
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con degenerazione pari a 2s+ 1 moltiplicato la degenerazione che interviene se esiste
pitt di una coppia (n1,n2) che porta allo stesso valore di n.

Se le particelle sono identiche occorre costruire le combinazioni simmetriche e
antisimmetriche delle funzioni d’onda relative alle coordinate spaziali e imporre
Pantisimmetria delle autofunzioni. Si ottiene cosi:

L (@1) Y (@2) + Gg (1) s (22)] X0 per Eng

U nai0,0(21, 22) = 5

S

@m,ng;o,m(xl,m):%[wmm)wm(m)—wmul)wm(mﬂxl”s per En,

7.8

Tre particelle identiche di massa m e spin 1/2 sono confinate sul segmento (0, a)
dell’asse x. Esse sono soggette al potenziale

V:a(§1'§2+§1'§2+§2'§3>

con o < 0. Una misura della componente dello spin totale lungo ’asse z fornisce
il valore S, = —l—%h. Scrivere le possibili autofunzioni dell’energia ed i relativi
autovalori. Qual’e¢ I'autofunzione dello stato fondamentale del sistema in questo
stato di spin? Qual’e il relativo autovalore?

Soluzione

Notiamo che il potenziale puo essere riscritto nella forma
@ a2 2 2 2
VZE(S 751752753),

per cui le autofunzioni dell’energia sono il prodotto di autofunzioni relative alle
coordinate spaziali per autofunzioni dello spin totale. Si tratta di un sistema di
tre fermioni in uno stato con S, = +%h ed s = % che e il massimo valore che
s puo assumere. Gli spin delle tre particelle hanno uguale componente z, quindi
I'autofunzione dello spin totale & simmetrica e la parte dipendente dalle coordinate

spaziali deve essere antisimmetrica:

1 wnl (.731) wm (.732) wm (.733) 53
‘Iln1,n2,n3;%,+%<x1?x2’x3) = ? det 'l/)ng(xl) an(xz) wn2($3) X2z,
' Ung (21)  Yny(22) Yy (23)
L’autovalore corrispondente &
w2h?

3
= W(n%—i—n%—&—n%)—l—iahz conny,ng,ng =1,2,...

Dato lo stato di spin, anche nello stato fondamentale la parte spaziale dell’autofun-

zione deve essere antisimmetrica, quindi i tre numeri quantici devono essere diversi

e tali che 'energia € minima, quindi n; = 1, ngo = 2, nz = 3. Si ottiene cosi
‘1’1,2,3;3,+%(5U17$27$3)

L’autovalore relativo e

™t 3
E= T 2|
[ma2 T3 a]
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7.9

Tre elettroni sono legati da un potenziale centrale; si trascurino le interazioni tra gli
elettroni. Uno di essi si trova nello stato di energia F; e funzione d’onda spaziale 11,
mentre gli altri due si trovano nello stato di energia E5 e funzione d’onda spaziale
1. Si scrivano i possibili stati compatibili con la statistica di Fermi-Dirac e si dica
quale ¢ il loro spin.

Qual & la degenerazione totale del livello B = Ey +2FE5 se ¢ e 1 corrispondono
entrambe a stati con ¢ = 07

Soluzione

Chiamiamo ;" I’autofunzione di un elettrone che si trova nel livello di energia n e
nello stato di spin con ms; = +1/2. Le due particelle nello stato con n = 2 devono
essere in stati di spin diverso, mentre ’altra particella puo trovarsi indifferentemente
in uno dei due stai di spin. Complessivamente abbiamo due possibilita che possiamo
scrivere, antisimmetrizzando mediante il determinante di Slater,

1 i (21) U5 (z2) @
\Pl,2,2;j:%,m]~:+%(m17$27CE3) = ﬁ det 1/)2+E$1§ w;gng P
: Yy (1) Yy (z2) ¢

1 U1 (@1) Yy (22) ¢y (3)
Uy 09,j=1 m;=—1(21,22,23) = 57 det by (x1) Y3 (x2) 3 (w3)

VBU T g () () 0y ()

In queste espressioni j ed m; sono i numeri quantici relativi alla somma degli spin.

E facile vedere infatti, sviluppando i determinanti secondo la prima riga, che i due
elettroni nel livello con n = 2 sono in uno stato di singoletto; il loro spin totale
¢ pertanto 0 e lo spin totale dei tre deve essere percio 1/2. Il valore della sua
componente z € dato quindi dallo stato di spin dell’elettrone nel livello con n = 1.

Poiché non vi ¢ degenerazione legata al momento angolare (¢ = 0), la degenera-
zione del livello E = Ey + 2F, ¢ pari a 2.

7.10

Due particelle identiche di spin %, non interagenti tra loro, sono vincolate a muoversi
su una superficie sferica di raggio costante, in modo che i soli gradi di liberta sono
quelli angolari e di spin. Tra tutti gli stati accessibili al sistema delle due particelle,
determinare quanti sono gli stati che soddisfano le seguenti proprieta:

a) sono autostati sia di L, che di S,, le componenti lungo asse z del
momento angolare totale L = L(1) + L2 e dello spin totale S = S() +
S() | dove gli indici 1 e 2 si riferiscono alle due particelle;

b) i numeri quantici () ¢ ¢ relativi ai momenti angolari delle due parti-
celle sono o 0 0 1;

¢) la configurazione dello spin totale & in uno stato di tripletto (autostato
di S? con s =1).
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CAPITOLO 7. PARTICELLE IDENTICHE 7.10.

Soluzione

Gli stati richiesti sono prodotto di autostati del momento angolare totale per auto-
stati dello spin totale.

La terza condizione indica che I'autostato del momento angolare totale deve
essere antisimmetrico per lo scambio delle due particelle. Poiché per la seconda
condizione ¢(Y) = 0,1 e £(2) = 0,1, abbiamo le seguenti possibilita:

1. (M =0e ¢ = 0: esiste un’unico stato |m™*,m®) =10,0) che & simmetrico
e quindi da escludere;

2. () =0 e ¢? =1": esistono tre stati |0,0), [0,+1), [0, —1)

3. /M =1e(? =0 : esistono tre stati [0,0), | + 1,0), | — 1,0); sia in questo
caso che in quello precedente gli stati non hanno simmetria definita, ma, a
partire da questi sei stati, possiamo considerare le tre combinazioni lineari
simmetriche e le tre antisimmetriche;

4. (M =1 e ¢ = 1: potremo avere stati di momento angolare totale con
£ =0,1,2. Poiche per i coefficienti di Clebsch-Gordan vale la relazione

(7,32, m,m0, 53, M) =
(—1)7 TGO, m ) w5 D, 5 M)

risulta che gli stati con ¢ = 0, 2 sono simmetrici e non vanno considerati. Sono,
invece, antisimmetrici gli stati corrispondenti a ¢ =1

1
=1,m=0) = 7\@ (|m(1) =+1,m® = -1) - |m(1) =—-1,m® = +1))
1
t=1,m=+1) = 7\5 (|m(1) =+1,m® = 0) — |m(1) =0,m®? = +1))
1
=1,m=-1) = —((mY =-1,m® =0)—|m® =0,m? =-1))

V2

La risposta, quindi, ¢ che si hanno complessivamente 6 stati relativamente al mo-
mento angolare che moltiplicato per 3, i possibili stati di spin totale, da il numero
totale di 18 stati.
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Capitolo 8

Diffusione (Approssimazione
di Born)

8.1

Determinare in approssimazione di Born la sezione d’urto differenziale per la diffu-
sione elastica dal potenziale di Yukawa:

—Qar

e
V(iz) = .
(@) =Vo——
e il potenziale Coulombiano:
V(«I) — Q1rq2 )

Soluzione

Applicando la formula A.32 al caso del potenziale di Yukawa otteniamo

9 V e’} —ar
fela) = - ;;qu /0 dr sin(qr) ear r=
_2M% %/00 dr e—ar-‘rzqr _
hqa 0
2uV; 1
h?qa o —q
hRa a2+ ¢2

La sezione d’urto & quindi

9 2
dop ([ 2uVo 1
dQ  \ R« o2 + 4k? sin? g
dove 0 e 'angolo tra la direzione d’incidenza e la direzione di diffusione.

Possiamo ottenere i risultati per il potenziale Coulombiano dalle formule prece-
denti mediante il limite

V
a—0 Vo — 0 = = g
Q
Il risultato e 5 5
dop q145
dQ) 16E2sin” &
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8.2. CAPITOLO 8. DIFFUSIONE (APPROSSIMAZIONE DI BORN)

dove E = h2k?/2u T'energia della particella incidente sul centro di forza. Il risultato
coincide con quello classico di Rutherford e con il risultato quantistico esatto (notare
che la sezione d’urto non dipende da ).

8.2

Determinare in approssimazione di Born la sezione d’urto differenziale e totale per
la diffusione elastica dal potenziale:

2,,_2

UV (z) = Vye

Soluzione
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Appendice A

Formule utili

A.1 Integrali di uso frequente

A.1.1 Integrali Gaussiani

+oo 2 ™
doe™ " = [~ Al
I =

A.1.2 Integrali con funzioni esponenziali

—+o0
/ drz"e™™
0

I
—
|
N~—

3
QL
2%
o\
+
8
IS8
3
m‘
Q
15}
| I
Q
[
I
Il

A.2 Oscillatore armonico

A.2.1 Trattazione operatoriale

La soluzioni per l'equazione agli autovalori per I’Hamiltoniano dell’oscillatore ar-
monico e :

E,=(n+ %)hw . Hin) = E,|n) (A.3)

In termini degli operatori di creazione e distruzione

o fme, 1 _ e[
“ 2hx ! 2mwhp “ 2ﬁx+2 2mwhp (A4)
1 [hmw
1 N Bttty GO
50 (a+a") p i” 5 (a—a') (A.5)

Per a e a™ valgono le relazioni

an) =vnin—-1) an)=vn+1|n+1) (A.6)

abbiamo:

xr=
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A.3. CAMBIAMENTO DI COORDINATE APPENDICE A. FORMULE UTILI

A.2.2 Trattazione nella rappresentazione X

" &2 mw

e THL() =4/ (A7)

on(7) = (%) ¢;Tlu

dove H,, é il polinomio di Hermite n-simo definito da

n,—¢2
—(_1\ §2dle
Hn(§) = (-1)" T (A.8)
Primi polinomi di Hermite
Ho(x) = 1; Hy(x) = 2x; Ho(x) = 42® — 1; Hz(z) = 823 — 122
Hy(z) = 162" — 482% + 12; Hs(x) = 322° — 1602° + 120z (A.9)

A.3 Cambiamento di coordinate

Il passaggio da coordinate cartesiane a coordinate sferiche avviene mediante la
trasformazione:

x =1 sinf cos¢p (A.10)
y =17 sind sin ¢ (A.11)
z =1 cosf (A.12)

A.4 Momento Angolare

A.4.1 Trattazione operatoriale

Gli operatori J2, J,, J,, J, soddisfano le seguenti relazioni di commutazione:
%, Ja] = [J%, Jy] = [T, J] = 0
[z, Jy| = ihJ, [y, J.] = thJ, [z, Jz) = ihd,
Indichiamo con |j, m) il generico autoket comune a J? e J,:
T2 g m) = 55 + 1), m) J21g,m) = mhj,m)

Gli operatori
Jr=J, £Jy (A.13)

soddisfano le seguenti regole di commutazione con gli operatori J2 e J.,:
[J2,J:] =0 [J.,Ji] = +Jx. (A.14)

Gli operatori J4 agiscono sugli autoket comuni ad J? e .J, innalzando o abbassando
di una unita il numero quantico azimutale:

Jelt,m) =m0l +1) —m(m £ 1) |6,m £ 1) (A.15)
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APPENDICE A. FORMULE UTILI A.5. LE PRIME BESSEL SFERICHE

A.4.2 Le prime Armoniche Sferiche

1
Y = \/3 cosf, Y =7 3 sin fe®*? (A.17)
! 47 ot m ’

1
Yo = \/7 %(30032 0-1), Y3 = :F\/gsinecosﬁeiw :
15
Y2i2 = 1\/327&112 G2 (A.18)

7 21
0 / 39 _ +1 / - 29 _ qy,tu
Yy = 1677(5 cos’f —3cosb) , Yi =7F 6dr sinf(5cos“ 6 — 1)e

/105 . . 35 . . s
Ygﬂ =\ 39, sin? 0 cos B¢ | Y3i3 =F ™ sin® ge*31¢ (A.19)
A.5 Le prime Bessel Sferiche
. sin(p) . sin(p cos(p
o) = T,y ) <2lo), (A.20)

A.6 Spin

A.6.1 Matrici di Pauli

01:<(1)(1)> agz(g_oi) 03:((1)01> (A.21)

005 = 51’]’ + €ijkOk (A22)
{Ji,Jj} :Uiaj+ajai :25” (A23)
[0i0j] = 0i0j — 0j0; = 2ieijr0y (A.24)

A.6.2 Relazioni utili
(/Y-a)(B-&):(A’.é)fﬂ(/i’xé)-& (A.25)

In particolare se A=8B
N
(A : 5) = A% (A.26)
i0-0 o o\ e = 5

€Y7 =1cosO+i(ri-d)sinf dovern = 7 (A.27)
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A.7. TEORIA PERTURBATIVA INDIPENBEPREKNDIAE BEMPBRMULE UTILI

A.7 Teoria Perturbativa indipendente dal tempo

Sia dato I’'Hamiltoniano
H="Ho+ Hi

dove il problema agli autovalori di Hy sia stato risolto:
Ho|n@) = EQn(0),

Se l'autovalore Ey(lo) & non degenere e se gli elementi di matrice (m(©)|H;|n(9) sono
piccoli rispetto ai livelli E7(10)7 abbiamo i seguenti sviluppi per gli autovalori F,, e gli
autostati |n) di H:

E,=E94+ED 4+ E® 4

In) = [n) + |nMD) + |n@) 4 ..

dove
EW = (nO)H; |n®) (A.28)
OIYANONE
@) _ [(m ™ [H,[n'™)]
Ef ; EOR (A.29)
(mO|H, |n©)
n®) =>" o |m (@) (A.30)
m#n En” — Em

A.8 Approssimazione di Born

Detti k e k' i vettori d’onda rispettivamente della particella incidente e di quella
diffusa, 'ampiezza di diffusione in approssimazione di Born per il potenziale V (7)
e data da

FolF Ry = L / i e=F T Y () ¢iF T (A.31)
Y[s

dove p € la massa ridotta del sistema.
Nel caso di potenziale centrale ’espressione si semplifica:

fe(q) = 2 ; dr sin(qr)V(r)r (A.32)

dove g = |k — K.
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