Capitolo 1

Teoria dei campi - Riassuntone

1.1 Rottura spontanea della simmetria

1.1.1 1l teorema di Goldstone

Il teorema di Goldstone afferma che in presenza di una simmetria rotta spontaneamente, nascono dei campi

senza massa, i cosiddetti bosoni di Goldstone. Le ipotesi per la validita del teorema sono tre:

e la simmetria rotta sia continua;
e la teoria deve essere manifestamente covariante;

e lo spazio di Hilbert degli stati deve avere norma definita positiva.

Nel caso di una teoria di gauge queste condizioni non possono essere automaticamente soddisfatte, ad esempio
in QED siamo costretti a rinunciare alla norma positiva se scegliamo la gauge di Lorentz, o alla covarianza
della teoria se scegliamo la gauge di Coulomb. Sappiamo inoltre che nel caso della rottura spontanea di una
simmetria di gauge si ha un meccanismo, detto meccanismo di Higgs, secondo il quale con una opportuna
scelta di guge (il gauge unitario) i bosoni di Goldstone corrispondenti ai generatori della simmetria che sono
rotti spariscono e i campi di gauge corrispondenti acquistano massa.

1.1.2 1l caso di O(2)

Nel caso di una teoria scalare invariante sotto la simmetria globale O(2), abbiamo una lagrangiana di questa

forma: )
1 7 A
L= 5(3#@)(3“@) — 5 i — Z(@@')Q
Gli ultimi due termini rappresentano il termine di potenziale che avra il compito di rompere la simmetria:
2
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Questa lagrangiana infatti ¢ invariante sotto rotazioni nello spazio 2-dimensionale dei campi ¢1 e ¢o, una
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volta che definiamo il vettore



Si puo mostrare che il valore di aspettazione sul vuoto del campo (5 dipende dal segno del parametro z2, in
altre parole dalla forma del potenziale. Per p? > 0 infatti il potenziale ha la forma

Figura 1.1: Potenziale quadratico

mentre per p? < 0

Figura 1.2: Potenziale “a cappello messicano”

Nel secondo caso, il minimo del potenziale (e quindi il punto su cui definire il vero vuoto della teoria) si ha
per un certo valore fissato del modulo del campo:

9
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Dunque si ha una circonferenza di minimi nel piano ¢1, ¢2, che corrisponde a infinite possibili scelte dello
stato di vuoto. Ad esempio possiamo parametrizzare il campo ¢ in modo che soltanto la componente inferiore
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acquisti valore di aspettazione sul vuoto:



In questo modo il campo ¢ puo essere scritto come

> [ ¢ > 0
()=o)

dove ¢ e x sono due campi con valore di aspettazione nullo sul vuoto, in termini dei quali ha senso sviluppare
la teoria. Se esprimiamo il potenziale in funzione del nuovo campo:

V(6) = g0} + (x +0)%) + 26+ (x 0P =

1 A
= oi (61 + O +0)") + J(01 + (x +0)* + 201 (x +0))
In particolare siamo interessato ai termini quadratici nei campi, che corrispondono a termini di massa.
Abbiamo per il campo x:
1 3
S22 5)\U2X2

2
ma ricordando che v? = —“—/\2
1,5, 3, 1, .,
5 ——pt=z(=2u7) >0
dunque il campo Y acquista una massa reale /—2u2. Per ¢ si ha

Lo, Ao
ot P71 +Z(2U ¢7) =0
per cui effettivamente la rottura spontanea della simmetria continua O(2) ha generato un campo scalare
senza massa: ci riferiremo quindi a ¢; come al bosone di Goldstone.
Un campo generico ¢’ si pud ottenere dal campo iniziale ¢ mediante una rotazione ortogonale:

¢\ [ cosf® —sinf o1
¢y |\ sinf cosf 02

e la lagrangiana deve risultare invariante sotto questa trasformazione. Se consideriamo una trasformazione
infinitesima, cosf ~ 1 e sinf ~ 0 e

P~ 1 —Oo = 1 — Ox — xv = Iy ~ —bx — Ov

Py ~ o + 0p1 = G ~ Oy

In altre parole, la lagrangiana risulta invariante sotto una rototraslazione del campo ¢, cioe del bosone di
Goldstone: il fatto che tale campo sia senza massa € quindi una richiesta necessaria affinche la lagrangiana
non contenga termini del tipo m?¢?, chiaramente non invarianti sotto traslazioni del campo ¢;.

Se promuoviamo la simmetria da globale a locale, il parametro 6 diventa una funzione 6(z) e possiamo

scrivere

01 ~ —0(z)x — 0(z)v
6p2 ~ 0(z) 1



Questo ci dice che con una trasformazione di gauge opportuna ¢ possibile eliminare il campo ¢1, associato
al bosone di Goldstone. Per capire che conseguenze ha questo procedimento € piu conveniente passare a
coordinate complesse per i campi ¢1 e ¢a:

6= P2 + i1
V2
o — P2 — i1
V2
In questo modo la lagrangiana diventa
L= (0.01(0"0) — 1 (9'0) + A@'¢)?
ed ¢ invariante sotto trasformazioni di fase globali della forma
¢— e
ol — el
Abbiamo quindi cambiato lo scenario da una simmetria di gauge sotto O(2) a una simmetria di gauge sotto
U(1). Sappiamo perod che un cambiamento del genere implica 1'utilizzo della derivata covariante al posto
della derivata usuale:
Oy — Oy —igA,
dove A, ¢ il campo di gauge. Stiamo effettuando il cosiddetto gauging della teoria, in particolare stiamo
considerando ’elettrodinamica scalare.

N.B.: Abbiamo cambiato la notazione rispetto a Casalbuoni, in cui le derivate covarianti si definiscono
come 0, — 0, + ig, e stiamo usando la notazione del Peskin e del Cheng Li. Questo sara la causa del 99%
delle ambiguita di segno di qui in avanti.

La lagrangiana si riscrive:

, . 1
L= (0 +igA,)eT (9" —igA")p — 1P (¢7¢) — M(¢T9)? — g E
Scriviamo il campo ¢ in coordinate polari:
¢ = p(x)e?™)
. . o . . . 2 2
dove p e 6 sono due funzioni reali. Se 2 < 0, il minimo del potenziale si ha per un valore di ¢f¢ = E=Y%

0, il che equivale a dire che il campo p acquista sul vuoto valore di aspettazione v. Sotto la trasformazione
di gauge ¢ — e@) il campo p & invariato, mentre il campo 0 va in 6(z) + a(z), dunque quest’ultimo &
il bosone di Goldstone associato alla trasformazione, non potendo la lagrangiana contenere un termine di
massa per lui. Con la particolare scelta di gauge a(z) = —60(z) (gauge unitario) possiamo eliminarlo del
tutto dalla lagrangiana e ottenere:

1 1 1
L= (0 +igAu)p(d" — igA")p - 5 S F, FM

2 4

Poiche p ha VEV (Vacuum Expectation Value, valore di aspettazione sul vuoto) diverso da zero, possiamo

1
2 2 4
B WY
uep 4p

anche in questo caso definire un campo x con VEV nullo

p=x+uv



e inserirlo nella lagrangiana:
1 ; . Ly 2 1 0 1 v
L= 50 +igAu)(x + ) (0" —igA")(x +v) = gu”(x + )" = AN+ 0)" = LB

Nascono vari termini, in particolare tra quelli quadratici abbiamo

L ogo 3,09 1 2.2

= —A =—(-2

SHOXTH GATT = o (=200)x

che ci informa che anche stavolta il campo x (I’analogo del campo ¢2 di prima) ha massa reale y/—2u2. Piu

interessante invece il termine quadratico in A:

1 gQU2A“A”
2
Nel passaggio al gauge unitario, quindi, & scomparso il bosone di Goldstone #(z) e il campo di gauge A, ha
acquistato una massa m4 = gv. La predizione del teorema di Goldstone & quindi verificata.

Dal punto di vista dei gradi di liberta, siamo partiti da due gradi di liberta scalari, dovuti ai campi
é, ¢! (o equivalentemente p e 6), e due gradi di liberta vettoriali dovuti al campo di gauge A, senza massa;
adesso abbiamo perso il grado di liberta relativo a ¢ ma il campo A, ha acquistato massa, e si ¢ “sbloccato”
il suo terzo grado di liberta longitudinale.

1.1.3 Quantizzazione in gauge non unitario

Il gauge unitario elimina i gradi di liberta relativi ai bosoni di Goldstone, ma non sempre ¢ la scelta migliore.
Vediamo cosa sarebbe successo se avessimo mantenuto nella lagrangiana il campo 6, considerando soltanto
il termine di derivata covariante:

((0up)? + p*(0,0)° + g°p* AL AF + 2gp®(9,0) AF) =

N

1 . . 12
3 Oupe” + ipd,0e™ +igpA,e?

1 1 1
= 5(0up)* + 50 (0u0)" + 59 Au A + gp*(9,0) A

Il secondo e il quarto termine in particolare, quando sostituiamo p = x + v, danno origine a termini di
interazione della forma

v2g(6M0)A“:-----~~~>6f\f\N
Lyy

=g v A AN = A~~~
2
Dove con la croce e il punto abbiamo indicato i vertici di interazione. Termini come il primo sono associati
al fatto che stiamo lavorando con dei campi che non sono autostati di massa: nella base degli autostati
di massa, infatti, la lagrangiana non contiene termini di mixing tra i campi, in altre parole la matrice di
massa V;; = %{;ﬁm ¢ diagonale. La massa di una particella tra le altre cose condiziona il propagatore
corrispondente ad avere un polo ad un ben determinato valore; nella lagrangiana gauge-invariante da cui
siamo partiti, un termine di massa m2AuA“ non era conserntito, dunque il propagatore del campo di gauge
era il propagatore di una particella massless, con un polo in k? = 0. Adesso perd dobbiamo considerare nella,



serie perturbativa della funzione a due punti (4,A4,) anche tutte le possibili inserzioni dei nuovi vertici di
interazione, ovvero:

AN~~~ ,\,\,9(%/\,\, + 2 YaYaV Ve Ve Ve U

Le regole di Feynman per i vertici di interazione, con la convenzione che per impulsi entranti 9,0 — —ip, e
per impulsi uscenti 9,6 — ip,,, sono:

Sivcg(0,v0) A*

5@'1}29214#14“ 9
AN AN NN = —2 0 = ym5q""

5A,(P)oA,q) A

Osserviamo che abbiamo derivato funzionalmente rispetto a vf e non rispetto a 6, perche il campo 6 &
adimensionale, mentre i campi scalari devono avere dimensione di massa 1. Inoltre essendo vf un campo
scalare senza massa, avra propagatore

kuky

Se indichiamo con Cp, = guw — e

il tensore associato al propagatore trasverso del campo di gauge, la
serie perturbativa si scrive

AN -+ WX><V-W -+ ANANANANNANNL =

—1 —1 —im4 kPR —1 —1 9 oy
= k;z Cl“/ + ﬁC'W <k2) ﬁc’o’y + ﬁCW (ZmAgp ) ﬁco—y =
—i —i o kPEON —i —i —i =i
= ECMV + pcuplmi <gp — k‘2 ) ﬁco—y = ﬁcuy + ﬁcuplmicp ﬁco—y
Osservando che C),,, & un proiettore, quindi C,,C*” = C:
—i m?% —i
= 2w T 72 7z O

Nell’ottica in cui m4 € piccola, possiamo considerare questo risultato come il prim’ordine dello sviluppo di
1

k2—m?
—1 —1 mu
12— O~ g O )

Abbiamo quindi verificato che il campo di Goldstone ¢ il responsabile della massa del campo di gauge, anche
in un gauge diverso da quello unitario.



1.2 Teorie con bosoni di gauge massivi

1.2.1 Simmetria di gauge esplicitamente rotta

Nella QED, il mediatore dell’interazione elettromagnetica e il fotone, una particella senza massa. Il range
di tale interazione, pertanto, sara infinito, come sappiamo gia dall’elettromagnetismo classico. Dalla scop-
erta delle interazioni forti e deboli, pero, ci si trovo nella necessita di dover descrivere interazioni a range
cortissimo, dell’ordine del fermi (interazioni forti) o del millesimo di fermi (interazioni deboli), dunque in
una descrizione di tipo Yukawiano a dover utilizzare un potenziale schermato della forma

e—mr

W =

r

dove m e la massa della particella mediatrice, il cui inverso approssimativamente rappresenta il range
dell’interazione mediata: 1fm — 200MeV e 1073 fm — 200GeV .
L’idea pit immediata potrebbe essere quella di considerare una teoria per un campo vettoriale massivo,

ovvero con una lagrangiana della forma

1 1
E == _ZF,U,VFMV + §WMW“

In questo modo il campo W* soddisfa alle seguenti equazioni di moto:
(O 4+ mAWH — 9 (0\W?) =0

La presenza di un termine di massa nella lagrangiana la rende non invariante sotto trasformazioni di gauge, a
differenza del termine —%FWF*“‘ , dunque ad esempio non possiamo scegliere arbitrariamente la gauge. Tut-
tavia possiamo decidere di espandere il campo nello spazio degli impulsi su una base di 4 vettori linearmente
indipendenti cosi definiti:

e () == = % (2.5)

—

)

E facile verificare che e@k? =0 per i = 1,2,3, possiamo dunque espandere

1 (= K
(k) = — (k\,E“%,

3
WH(k) =Y ax(k)ely (k) + b(k)k"
A=1

Inserendo tale espressione nelle equazioni del moto, e sfruttando l'ortogonalita dei vettori della base,
otteniamo

3 3
(—k% 4+ m?) <Za)\(k)el(’/\)(k)+b(k) ) + Kk, (Z% )l (K +b(k:)k:“>:0

A=1



(—k? +m? (Z ax(k)efyy (k) + b(k:)k:“) + kY k2b(k) = 0
I singoli coefficienti devono annullarsi, pertanto
(—k* +m?)ax(k) =0
(=K% +m? + E)b(k) = m?b(k) = 0

Poiché m? per ipotesi & diversa da zero, & necessario che b(k) = 0. La prima equazione viceversa definisce
il polo del propagatore a k? = m?2. Il campo vettoriale massivo ha pertanto 3 gradi di liberta indipendenti,
corrispondenti alle polarizzazioni e’é), i=1,2,3. E facile mostrare che vale la relazione

3
Z 66)61(,\/)9,\,\' =g
AN=0

o in particolare

w

3 M v 14 o v 1% kukl’
DIy = 9" = D ey = 9" + m2
A=0 A=1

Il propagatore del campo W* si ottiene invertendo 1’operatore d’onda
D, (k) =—i [(D + m2)gu,, — 8M8V]

Nello spazio degli impulsi si ha

Dy (k) = i [(K* = m*) gy — kuk ]

Dobbiamo trovare un operatore G, (k) tale che
Dy ()G (k) = g,
In generale un tensore del second’ordine si puo espandere come

G (k) = —i(a(k) g + b(k)kuky)

per cui
a(k)(K* —m?)gh — b(k)k*k"k, — b(k)(—k> + m*)kMk, — ak'k, = g!
1
= alk) = k2 — m? 4+ ie
kHE 1 1
2 P
—m2b(k)kPk, — ——L = 0= bk)=—————
mb(k)R k2 —m?2 + e = blk) m? k2 —m?2
Infine

~ —1i kK,
Guu(k) == k.2_7 <g,u,1/ - -t >

m2 + ie m2

Gu(@:m) = lim (—i) / (d4’“ ettt <9W— kukl/>

2m)4 k2 — m? + ie m?2

—1 kHEY
k2—mZ2+ie m?2

Questo propagatore ha un problema, infatti per £ — oo il termine tende a una costante, e

questo mina la rinormalizzabilita della teoria.



1.2.2 Simmetria di gauge spontaneamente rotta: il caso abeliano

Se partiamo con una teoria invariante di gauge sotto O(2), con un potenziale che rompa la simmetria,
abbiamo visto che il mixing tra il campo di Goldstone e il campo di gauge genera un termine di massa per
quest’ultimo. Il passaggio al gauge unitario, pero, da luogo ad un termine di massa analogo a quello del
caso della simmetria esplicitamente rotta, con gli stessi problemi annessi; sara piu fruttuoso passare ad un
R¢-gauge generico, introducendo una opportuna funzione di gauge-fixing. Scriviamo i due gradi di liberta
scalari come

P11 =v+x
P2 = ¢

e il potenziale come
2

Vo) =5 (6 4 (ko) + 5 (64 (o)

Il campo x, o campo di Higgs, acquista una massa m, = —242, mentre ¢ rappresenta il campo di Goldstone,
) . o (0 =1 .
che scompare dallo spettro nell’eventuale passaggio al gauge unitario. Se 7 = —i 1 0 ¢ il generatore

(antisimmetrico) della simmetria O(2) nella rappresentazione fondamentale, il termine di derivata covariante

sl scrive:

Oy — 0y —igTW,

} au¢1 + gW,.h2
au¢2 - gWu¢1
2

Il campo di gauge acquista una massa myy, = ¢*v?, ma in particolare siamo interessati al termine di mixing

) —-;¢%X)+-sﬂ¢$V1W“+yW@¢z(ux) (u¢)+-92W’W”%X+v) —gWu(8")(x+v)

tra il campo di Goldstone e il campo di gauge:

—gfu(au(b)W“

Definiamo la funzione di gauge-fixing
fIWL] = 0, WH + guée

Come abbiamo visto, possiamo introdurre una funzione di gauge-fixing all’interno dell’integrale funzionale
in questo modo:

/DQ i_ﬁ/p¢ W,)D ()ezd#w%UMM—B) 5a(2)

SFW ()] ‘

In questo modo aggiungiamo alla lagrangiana un termine di questa forma:

1
£gf = (QHW +QU§¢) (8 W“) 5592U2¢2 - quﬁ(@MW“)

2%

Integrando per parti, abbiamo

2%

—/d4xgv¢(8#W“) = /d4mgv(8ﬂq§)W“



dunque il termine di gauge-fixing cancella esattamente il mixing tra il campo di gauge e il campo di Gold-
stone. In compenso € nato un termine di massa fittizio per il campo ¢: infatti mi = £g%0v?, ovvero dipende

dal gauge.
Le regole di Feynman per il propagatore del campo di Higgs e per il campo di Goldstone sono quelle di
un campo scalare di massa rispettivamente mi =2’ e mi = £g%0? = {m%,v:
. B i
X Lk k2 — m>2<
i
G e FRRRRER = m
La lagrangiana di gauge diventa:
1 % 1 2 o 1 w2 — 1 uv 1 2 o 1 w2
£gauge = _ZF"LVF + QmWWHW — E(GNW ) = —58“W1/F + imWWuW — Qfg(@”W )

Integrando per parti il primo e 'ultimo termine, si ha

1 1 1 1 1
3 WO (0" W — 0" W) + §m%VWMW“ + iwya”auvw =W ((D +mi)g" — (1 — 5)0@”) W,

In questo modo 'operatore d’onda da invertire &

1
D (zymwy, &) = —i <(D + mZ) g — (1 — §> 8“8”)
Nello spazio degli impulsi:
MUY . 2 2 v 1 v
Ancora una volta dobbiamo trovare un operatore G** (k) tale che

Dyup(R)G™ (k) = g,

e lo cercheremo della forma
G (k) =i (a(k)gu + b(k)k.k)

1
a(k)(—k* +m?) = 1= a(k) = T,
1 2 v 2 2 v 1 1 v __
<1 — 5) b(k) K2k k” + (—k> + m3y )b(k)k, k" — e, <1 - 5) kuk” =0
2 k2 1 1 =
1 £-1 1 1-¢

(k) kQ—m%VQ“m%V—W k2—m%[,k2—§m12/v

Infine

G myy) = lim _i/‘me_ikx _(1_5)¥
AT W ot (2m)4 k2 — m?2, Tuv k? — &mi,

Vediamo l'effetto della varie scelte di gauge sul propagatore del bosone di Gauge:
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e ¢ =1 (gauge di Feynman-t’Hooft):

e ¢ =0 (gauge di Landau):

e ¢ = oo (gauge unitario):

~ —1i k. k

o) = g (9= )
Osserviamo che nel gauge di Landau il propagatore del campo di gauge ha un polo per k? = 0, ma questo
viene rimosso nelle ampiezze dal contributo del campo del bosone di Goldstone, che ha anch’esso un polo in
k? = 0 quando & = 0. Inoltre nel gauge unitario la massa del campo di Goldstone diventa infinita, ovvero il
bosone di Goldstone si disaccoppia: diventando sempre piu pesante, esso smette di far parte della dinamica.

Per quanto riguarda il determinante di Faddeev-Popov, sotto una rotazione di O(2) con parametro «(x)
si ha:
WH — WH — 0l

¢ — ¢ —ga(x +v)
dove ricordiamo che la costante di accoppiamento g € stata accorpata al parametro a(z). In questo modo
FIWR ()] = 0,W* + gug(x) — Dalz) — g€ (x () + v)a(z)

Allora si ha
5w ()]
da(y)

cioe il determinante di Faddeev-Popov dipende dai campi e non puo essere fattorizzato, neanche nel caso

= 064z — y) — (¢%0% + g*vEx)d* (z — y)

abeliano. Questo ci costringe ad introdurre dei campi di ghost, mediante un integrale gaussiano fermionico:

Sf W ()]

det ()

‘ = det (=06 (z — y) — (¢*0*¢ + g°véX)S* (z — y)) =

= /Dwa* exp{i/d%w*(x)(D—l—{m%ﬂw(w)} = /Dwa* exp{—/d%w*(:v) [—i(O+ &miy)] w(x)}

dove al solito abbiamo incluso solo il termine cinetico e di massa per i ghost. Il propagatore per il ghost si
otterra allora invertendo l'operatore

—i(0+&miy) — i(k* — Emiy)

(x) =
wlxz): e -
k k% — &mi,

Osserviamo che nel gauge unitario, anche i ghost si disaccoppiano.

11



1.2.3 Modello U(1) spinoriale

In preparazione alla costruzione del modello standard, iniziamo con il considerare una lagrangiana spinoriale
con simmetria di gauge U(1). Lo spinore ¢ & separato nelle due componenti left e right, per le quali
imporremo regole di trasformazione diverse sotto 1'azione del gruppo. Si ha

Y=L +Yr
L= - =
Y, = 5 Y= x- =YL =vxy
¢R=1;%¢5X+¢=>1ZL=¢_)X—

dove x4+ sono i due proiettori di chiralitd. Le due componenti trasformano sotto U(1) nel seguente modo:
YL — €Yy

Yr — YR

E facile vedere che nella lagrangiana non ¢ ammesso un termine di massa per i fermioni, ovvero un termine
della forma mapi):

my = m(Yr, + ¥r) (YL + Yr) = MR + ML

poiche x4+x— = 0, dunque un termine di massa mescolerebbe componenti left e componenti right, e sotto
una trasformazione di gauge si avrebbe

ML + mPrr — e Cmrg + e myryy

Viceversa il termine di derivata, grazie alla presenza di vy, non mescola le componenti left e right e consente
di inserire un termine cinetico:

i P =ipr, Py + bR DR
Vediamo allora che la piu generale lagrangiana per fermioni massless, invariante sotto U(1), deve avere la
forma

Ly =iy DL +ihr OYr
dove D, = 0, — igW,, e il secondo addendo mantiene la derivata usuale perche le componenti right non

trasformano sotto U(1): in altre parole le componenti right non interagiscono col campo di gauge W,,. Per
generare la massa dei fermioni utilizzeremo un accoppiamento yukawiano con un campo complesso P:

A (YLYR® + YL ®)
dove ® trasforma sotto U(1) in questo modo:
d — e P
Scomponiamo il campo nelle sue componenti reali:

_ D1 + i
V2

12
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(D* _ ¢1 - 7’¢2
V2
e inseriamole nell’accoppiamento yukawiano:

N

2(%1/13(% +id2) + YRYL(P1 — ig2)) =

(VL r® + b @) =

5

L=
2

= —\)}g <¢1 2751/1(% +ig2) + ¢

La lagrangiana di gauge si scrive allora

e _
V(g1 — i¢2)> = —7% (VY1 + ipysepo)

1

_ Y _ _
3 VWi = T (00 + i0506)

Da questo capiamo subito che il campo ¢ deve trasformare sotto parita come uno scalare, essendo accoppiato

Ly=i)p O+ gy*

a 1), mentre ¢y deve trasformare come uno pseudoscalare, essendo accoppiato a 1)y51). Se vogliamo che il
campo P acquisti VEV diverso da zero dobbiamo aggiungere anche un termine di potenziale che rompa la
simmetria:

,u2 2 2 Ao 22
V(¢1, ¢2) = 7(% + ¢3) + Z(¢1 + ¢3)

2

Per p? < 0 il potenziale V(¢1, ¢2) avra minimo per ¢? + ¢3 = —“—/\2 = v*, e se decidiamo di assegnare VEV

soltanto alla componente ¢1, possiamo definire come al solito

$1=x+v
P2=1¢
dove x ¢ il campo di Higgs, e ¢ il campo di Goldstone. Effettuando lo shift ¢; = x4 v nel termine yukawiano
otteniamo
As Af As

_ _ A _ _ _ _ e _ _
(b1 + ilstéz) — T (Dix+ v + ilsvz) = —;ww + SLdux +i L s,

V2 V2 V2 V2 V2
As

. . N . . . . . . . . v . .
Il primo termine ¢ il termine di massa per i fermioni, che acquistano quindi una massa mjy = Nk gli altri
due termini rappresentano vertici di interazione tra i fermioni e i campi di Goldstone e di Higgs:

A
........ b — 7%75

Inoltre nella lagrangiana di gauge & presente anche ’accoppiamento dei fermioni al campo di gauge:
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1—5

e = igyt
W 197y 5

Adesso abbiamo tutti gli strumenti per calcolare 'ampiezza 2f — 2f ad ordine albero. 1 grafici che

contribuiscono a questo processo sono tre:

P’ K’ P K

Y k!

_|_ -_—- _|_ o0

q q q

p k p k p k
Sebbene in un R¢—gauge il propagatore del campo di gauge che il propagatore del campo di Goldstone
dipendano da &, mostreremo che alla fine il risultato non vi dipende, e che il campo di Goldstone cancella
esattamente il contributo gauge-dipendente del campo di gauge. Poiche il propagatore del campo di Higgs

non dipende da &, non lo considereremo.
Ricordiamo che il propagatore del bosone di gauge ha questa espressione:

Cult) = 5 <9uu -(1- 6)%)

q° — My q> —&m3y,

Vogliamo scriverlo in maniera da isolare il contributo di gauge:

—1 quq 1 1
Y P S N
e G O E—emh,

=i Qv ¢° —Emiy —miy +Emi) \\
= 55 | 9u — m2 +quV =

> —miy W mé, (q? —&Emiy)
i Gty Quav [ @ —mi Y\
=2 7\ 9w — 5+ 5 2 2 =
a7 my,  my \g° — Emy,
. —1 (g . quu) + —1 quqv
- v
g> —m%, \" mi, ¢ —Emé, m¥y,

Il diagramma con lo scambio del bosone di gauge quindiha il valore:

. — 1 ,.)/5 Z v Z v — 5
2 / q,u,q q,uq / 1 )

L ) P} 2 + ) p) P) k k
(Zg )U(p )Fy 2 u(p) |:(I - m”r <gf“’ mW qs — fmw mur u( )’Y,U« 2 U( )

dove p' —p =q =k —k'. Se consideriamo soltanto il secondo termine del propagatore, possiamo sfruttare il

fatto che gli spinori u e @ sono soluzioni dell’equazione di Dirac:

pu(p) = myu(p)
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_ L =75 _ I—7v 147 _ I—7 147 _

) A5 ) = o) (#7570 = 257 ) ute) = mgate) (157 - 52 ) o) = s suto)
Per il fattore u(k’) 1_%u(k) otteniamo lo stesso risultato, ma con un segno scambiato perche ¢ = k — ¥/,
infine il contributo gauge-dipendente si riduce a:

—1

m2
(i) st | J kst

W q2 - gm%/[/
se ricordiamo che my = /\% e che g%v? = m%/v possiamo riscrivere:
) Lrsup) |5 | (k)
=u(p’)—=vsu —u U
V)5 su) | a g Vs
Se consideriamo adesso il termine derivante dallo scambio del bosone di Goldstone:
2 )
A 0! Yrsp)—— (K Yrsu(k)
2 q> — &mi,

dunque i due contributi gauge-dipendenti si elidono esattamente, dando origine ad una ampiezza gauge-
indipendente.

1.3 Il modello standard delle interazioni deboli

Il modello standard ¢ una teoria messa a punto da Weinberg e Salam (Nobel: 1979) per descrivere le
interazioni elettrodeboli tra le particelle elementari. Tale teoria si basa sulla rottura spontanea di una
simmetria di gauge non abeliana: poiche sotto il gruppo di simmetria le componenti left e right dei fermioni
vengono fatte trasformare diversamente (si dice che le interazioni deboli violano massimamente la parita),
abbiamo visto che un termine di massa esplicito rompe la simmetria di gauge, dunque per dare massa alle
particelle sfrutteremo il meccanismo di Higgs con un accoppiamento yukawiano opportuno. I problemi aperti
del modello standard sono i seguenti:

e la particella di Higgs. Perché deve esistere?

e i fermioni della materia non hanno tutti la stessa massa: gia tra leptoni e quark, ma anche all’interno
delle varie famiglie si osservano grandi differenze. Perche esistono tre copie di particelle con stessi
numeri quantici ma masse diverse? Poiche il valore di aspettazione sul vuoto del campo di Higgs e
unico, all’interno del modello standard ad ogni particella dovra essere assegnato un parametro libero
Af, in modo che my = /\%/;v che viene fissato in base al valore misurato (o calcolato teoricamente) delle
masse.

e oltre a essere tutti diversi, i parametri Ay riflettono i salti di ordini di grandezza che ci sono tra le
masse. Perche dobbiamo usare parametri cosi diversi?

Nonostante queste domande senza risposta, il modello standard resta comunque la migliore spiegazione per
le interazioni deboli, anche dal punto di vista dell’introdurre il minor numero possibile di oggetti ignoti
aggiuntivi.
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1.3.1 La lagrangiana di Fermi

L’interazione debole fu modellizzata per la prima volta da Fermi, basandosi sul decadimento del neutrone,
in termini di una interazione corrente-corrente, e fu generalizzata verso la fine degli anni 50 in modo da con-
tenere sia correnti adroniche che correnti leptoniche, e la violazione di parita. L’hamiltoniana di interazione
debole puo quindi essere scritta come

Gp

HW:%

d%vJ“(a:)Jl(x) + h.c.
dove
J# _ J;lfp + J;}}ad
TSP = ey (1 — y5)ve + Iy (1 = 5) v + 77" (1 — 75w
Jgad = py*(cy — cays)n + h.c.

dove cyy =1 e ¢4 = 1.25 sono dei coefficienti che tengono conto che protone e neutrone non sono particelle
elementari ma composte, e Gr ¢ la costante di Fermi:

Gp =1.16 - 107°GeV 2

. Con questo tipo di interazione si spiegarono i dati sperimentali disponibili all’epoca. La teoria di Fermi
prevede una interazione di tipo puntiforme, o di contatto:

Ve

!

Consideriamo lo scattering v,e — v.u: se assegniamo ai leptoni negativi e ai loro corrispondenti neutrini
numero leptonico +1, il numero leptonico & conservato nel processo, e il vertice di interazione & —i%. Avendo
dimensione di massa -2, la costante di Fermi rende la teoria non rinormalizzabile per power counting, infatti
I’ampiezze a 4 fermioni riceve divergenze da loop di questo tipo:

La divergenza dovuta al primo diagramma puo essere riassorbita nel coefficiente del termine (1/))? che & gia
presente nella lagrangiana, ma le divergenze degli altri due diagrammi avrebbero bisogno di controtermini

della forma (¢01)3 e (¥1))* che non sono gia presenti nella lagrangiana e quindi vanno introdotti a mano. Si
puo mostrare che per teorie in cui la costante di accoppiamento ha dimensione di massa negativa (come la
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teoria di Fermi) il numero di controtermini da introdurre ad ogni ordine prolifera fino a diventare infinito,
richiedendo un numero infinito di parametri liberi da introdurre, e quindi spogliando la teoria da ogni sua
caratteristica di predicibilita. Teorie di questo tipo vengono dette non rinormalizzabili. Tuttavia non & detto
che una teoria non rinormalizzabile sia necessariamente una teoria inutile: la teoria di Fermi, infatti, fornisce
comunque predizioni sensate, a patto che le energie coinvolte nei processi siano inferiori ad una certa soglia,
si parla in questo caso di teorie effettive.

1.3.2 Non unitarieta della teoria di Fermi

Accanto alla non rinormalizzabilita, un problema collegato & quello della non unitarieta. Infatti, le ampiezze
di scattering derivano dagli elementi di matrice della matrice S tra gli stati iniziali e finali, e poiche la
matrice S & unitaria, ovvero soddisfa a STS = I, anche i suoi elementi di matrice dovranno soddisfare a ben
precise condizioni. Quando in una teoria le ampiezze di scattering sono tali da portare ad una matrice S
per cui non valga STS # I, si dice che la teoria wviola lunitarieta.
In generale, scriviamo S come
S=1+:iT

In questo modo la condizione di unitarieta diventa
I—i(T'—T)+T'T=1=T'T=4i(T" - T)
Definiamo ’elemento di matrice invariante tra due stati |a) e |b) come:
(alT[b) = (2m)"6" (pa — o) Map

(alTTT|b) = i(2m)*6* (pa — ) (M — Map) = 2(27m)*6* (pa — pp) Im[ M)

Introducendo una completezza:

dove 7 ¢ 'indice della i-esima particella e f ¢ un possibile stato intermedio, si ha:
(a|THT by — Z H / w 2m) 64 (pa — pr) M (2m) 64 (s — p)M gy
Nel caso particolare in cui |a) = |b), si ha
= (dr'Tio) = (o) 's'0) S]] / Ty Mol @05y — )

i(a|TT — T|b) = 2(21)464(0) Im[M )
d quindi

dgpi
ZH/(%)?,;E (Magl? (2m)*6% (pf — pa) = 2IM[M )
;o 7
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Questo risultato ¢ il contenuto del teorema ottico: la sezione d’urto totale di scattering verso tutti i possibili
stati finali & proporzionale alla parte immaginaria dell’ampiezza di scattering in avanti.
Consideriamo adesso uno scattering elastico di due particelle identiche:

q1
b1 D2

q2
A livello cinematico questo processo e descrivibile mediante due sole variabili di Mandelstam, ad esempio s
et:

s=(m +p2>2
t=(p1—q)?

Se 6 & I'angolo tra I'impulso pj e I'impulso @i, a grandi energie (o per particelle senza massa) la relazione
tra s e t e data da:
S
t= ~3 (1 —cosf)

Dunque, una volta fissata I'energia del centro di massa, 'ampiezza dipendera solo da cosf. Questo ci
permette di espandere 1’elemento M sulla base dei polinomi di Legendre:

1 d
Pi(z) = o dal

con la condizione di normalizzazione P;(1) = 1. I polinomi di Legendre soddisfano alla condizione di

(*~1)

ortogonalita

/ldP( )P(z) = 2L
B 2Pj(z) P (2 =241

Espandiamo I'ampiezza in termini dei polinomi di Legendre:

M(s,cos ) = 167 Z(Qj + 1)a;(s)Pj(cos )
j=0

La relazione inversa ¢ .

1
a;(s) = 32 /. dcos O M (s, cos 0)Pj(cos )

Se inseriamo questo sviluppo nella relazione di unitarieta, otteniamo:

g (= - e
/ (2m)32E}(2m)32E7 167 Y (2j + 1)aj(s)Pj(cos0y) | | 16w Y (20 + Day(s) Pi(cosby) | (2m)*6*(D_ pi—as) =
=0 1=0 i=1

=2 | 167 Z(Qj + 1)Imla;(s)]Pj(cos )
j=0
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dove a;(s) € Pampiezza parziale per lo scattering a — f. Possiamo usare la delta di conservazione dell'impulso
spaziale per eliminare I'integrale su una particella, ad esempio go:

1 d*q;
2 172
1672 | EVE3

167 Z(2j + 1)aj(s)Pj(cosby) <167T Z(Ql + 1)a;(s)P(cos Hf)> (E1+ B — Ejlc — E]%)
3=0 1=0

Le due particelle sono identiche, dunque nel sistema del centro di massa la loro energia e la stessa:
1_ 2 _ -9

ErdE; = qpdgy

pertanto vale la relazione

Inoltre, se le masse sono trascurabili rispetto all’energia, E¢ ~ gy e si ha

16/d9def > (25 + 1)} (s)P;(cos by) (Z(zz + 1)ay(s) Py(cos ef)> §(Ey + By — B} — E})
j=0 =0

Ma E; + E3 = /s dunque 0(y/s — 2Ef) = %5 (% — Ef), e I'ultima integrazione fissa Ey al valore é:

S/de Z(Qj + 1)aj(s)Pj(cosby) (Z(% + 1)ai(s)Py(cos Hf)>

§=0 1=0

Resta I'integrazione sull’angolo solido: poiche lo scattering avviene su un piano, d2; = 2wdcosfy, e per la
relazione di ortogonalita tra i polinomi di Legendre:

1 00 0o
1677/_1d0089f Z(2j+ 1)aj(s)Pj(cosfy) (Z(2l+ 1)&[(8)P[(C089f)> =

j=0 =0

=321 Y (2] + 1)]aj(s)|?
j=0

Dunque

321 ) (25 + Dlai(s))* =2 | 16w > (2j + 1)Im|a;(s)] Pj(cos 0)
j=0 j=0

cioe tra le ampiezze parziali e le loro parti immaginarie deve sussistere la relazione
2 _ )
|a;(s)[" = Imla;(s)]

ma questo ¢ possibile solo se |a;(s)| < 1.
Consideriamo ora uno scattering 2f — 2f nella teoria di Fermi, ad esempio

e(p1) + vu(p2) — p(q1) + vu(gz)
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L’ampiezza per tale diagramma e:

M = —iig (@(g2)y" (1 = 5)ulp1)) (@(qr) yu (1 = 75)u(p2))

Trascurando le masse, si ha:

2
M(s, O] = %TT [y (1 —=75) 017" (L =) Tr [ f1vu (L —v5) pavu(l —75)] =

= 2GETr [ 4oy (1 = 75) 171 Tr [nvu(1 = v5) pov] =
= 32G} (b9} + a5pl — 9 (2 p1) + (@) (pr) e ) -

“((q1)n(P2)v + (@1)v(P2)p — (a1 - p2) +i(q1)” (P2)° €pporv) =

Ricordando che per il simbolo di Levi-Civita vale

a6

ea“ﬂyepuau = *2(9?95 - ga'gp)

si trova

!M(S,t)|2 = 32G% (2(p1 - p2)(q1 - q2) +2(p2 - @2)(P1 - 1) — 2 ((p1 - p2) (1 - @2) — (P2~ @) (P1 - q1))) =

= 32G%5°

poiche s = (p1 +p2)? = (1 + 2)® ~ 2(p1 - p2) ~ 2(q1 - ¢2). La media sugli spin in realtd non ha effetto
perche le polarizzazioni delle particelle coinvolte sono fissate, per cui |[M(s,t)] = |M(s,t)|. Vediamo che
I’espressione per 'ampiezza ¢ indipendente da ¢, cioe da cosf, dunque nell’espressione in onde parziali
sopravvivera soltanto il termine ag(s):

1

- . |M(8)| i \/iGFS . GFS
- 327 N N

[a0(s)] 167 4t 2\

1
/ dcosOM(s)
-1

Il modulo dell’ampiezza ag(s) cresce linearmente con s, dunque la teoria di Fermi viola I'unitarieta per
energie superiori ad una certa soglia:

2V/2m 1 [2v2r
s> Gr — B > 3 ar ~ 437GeV

In realta considerando tutti i processi possibili si scopre che la soglia di unitarieta per la teoria di Fermi e

intorno ai 100GeV: sotto questa scala di energia la teoria puo essere considerata valida e da ottimi risultati.
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1.3.3 Old IVB theory

La generalizzazione piu ovvia della teoria di Fermi si ottiene mettendo la corrente in interazione con un
bosone vettoriale massivo, e carico:

L W 4 hee.

-9 5
— 2\/§J
dove il fattore ﬁ ¢ puramente convenzionale. La corrente J/S_) =3, 17,(1 — 45)v; pud creare un leptone
carico negativamente oppure distruggerne uno carico positivamente, dunque affinche la lagrangiana sia
scarica il campo Wfr) dovra creare un bosone W carico positivamente oppure distruggere un bosone
W™ carico negativamente. In questo formalismo lo scattering e(p1) + vu(p2) — p(q1) + vu(g2) € descritto
dal seguente diagramma:

Ve K
2 q
p1 P1
dove il vertice vale € Vi
; (1—7s)
z%yu%

Vediamo che per la conservazione del numero leptonico il processo avviene necessariamente nel canale w,
dunque 'ampiezza sara

ig)2 —1q v\
S a1 = 25)utn) g (s = 5" ) )70 = 7)) =
ig)? —i
= O )y (1 s ulpr) (g,w - k“f) a(@)7" (1 — )u(p2)
w w

L’accordo con la teoria di Fermi si recupera per piccoli k2, e da tale limite si ottiene anche la relazione tra

la costante di Fermi e la costante di accoppiamento debole g:

Gr_ ¢

V2 8mi,

La situazione rispetto alla teoria di Fermi e migliorata dal punto di vista della rinormalizzabilita, perche

adesso la costante di accoppiamento ¢ adimensionale. Stavolta abbiamo due contributi, uno proporzionale

a guu:

ia)2
! g) ﬁﬁ(%)’}’u(l — 5 )u(p1)t(q)vu(1 — v5)u(p2)
w
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analogo a quello precedente, e I'altro, dovuto al termine k,k,:

. (i9)” 1
8 mi,(u—mi)

u(g2) A1 —s)u(pr)u(qr) A1 —vs5)u(p2)

ma questo termine si annulla per le equazioni del moto, se consideriamo fermioni a massa nulla, dunque il
V2% 1

modulo quadro dell’ampiezza € lo stesso del caso precedente, con la sostituzione Gp — -
w
2 9482
ME =
(u —miy)
La sezione d’urto totale nel centro di massa a questo punto si ottiene come:
1 Bgdig 1
doyor = 2m)is? —q - ?=
Ot = qir /s B0 1P — - @) e B 1)(2s, + 1) M
N—— ~
—1 d®
.7:
0(2E — 2F") |q|E'dE"dQ 1 1 2 1
_ 9 ) |41 IMP == —=2 IM|?dcos =
(2m)24|plv/s  4A(E)?  (2s, +1)(2s,+ 1) 2(2m)28s (25, +1)(2s, + 1)
1 g's? deos 1 1 g's deos 1
= COS = — CcOSs =
327s (u — m3,)? (25, +1)(2s, +1) 327 (5 + 5 cosb + mi,)? (25, +1)(2s, + 1)
1 4 1 1 4 1
= — g3 s—dcosf = — J s—dcosf
32m %(1 +Cos€+2mTW)2 (25 +1)(2s, +1) 8« s(1+cos0+2mTW)2 (25, +1)(2s, + 1)
Integrando in d cos8:
1 4ot 1
Otot = g/ Py dcosf =
(25, +1)(2s, + 1) 8sm J_4 (cos 0+ 1 + 220w )2

B 1 g* 1 1 _
(260 +1)(2s +1)8sm \ g 9 4 92mi 1449w

B 1 gt (1 1 B 1 gt s

C (2sy +1)(2su + 1) 167 \mZ,  s+mP, ) (25, + 1)(2s, + 1) 167 \ mZ, (s + m¥,)
Dunque stavolta, se s — oo la sezione d’urto tende ad un valore costante. Purtroppo questo risultato
vale soltanto per questo particolare processo, infatti se consideriamo una ampiezza 2f — 2W, ad esempio
v — WHW—:

Ve(p2) W~ (q2)

Ve(p1) WH(q)
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L’ampiezza per questo processo puo essere fattorizzata come M ey, (k)e; (k') dove €}, (k) & la polarizzazione

corrispondente al bosone di gauge uscente. Il bosone di gauge ha tre gradi di liberta fisici, consideriamo

1 = E
€ JE—

Nel limite di |k| > myw, E ~ |k| e i quadrivettori k* e 6,83) tendono a coincidere, tanto piu ’energia ¢ grande

quello longitudinale:

rispetto alla massa; allora I’ampiezza del processo portera un fattore k*k*, potenzialmente divergente. Si
puo mostrare che 'ampiezza per il processo diverge logaritmicamente con s, dunque la teoria con i bosoni
vettoriali intermedi, pur essendo rinormalizzabile, viola I'unitarieta a grandi energie.

1.4 Costruzione del modello standard

1.4.1 L’algebra delle correnti

Abbiamo avuto modo di constatare che una teoria con un bosone vettoriale massivo fin dall’inizio ha dei
problemi, o di rinormalizzabilita o di unitarieta. Pertanto per dare massa ai bosoni vettoriali del modello
standard utilizzeremo il meccanismo di Higgs, rompendo una opportuna simmetria di gauge.

Prima di tutto, definiamo un doppietto leptonico cosi costruito:

() =)

dove e e v, rappresentano i campi dell’elettrone e del neutrino, dunque il doppietto contiene le compo-

nenti left-handed dee due particelle. Insieme al doppietto, definiamo anche un singoletto, che contiene le
componenti right-handed:

1
R, =vp = +751/
2
1
R.=ep = —;756

Questa scelta tiene conto del fatto che i neutrini right-handed, cosi come gli elettroni right-handed, sono
fortemente inibiti nelle interazioni deboli. Tuttavia sono state osservate le cosiddette oscillazioni di neutrino,
le quali implicherebbero che i neutrini abbiano una pur debole massa, e questo fa supporre che gli autostati
di massa non siano gli stessi autostati che compaiono nelle interazioni deboli. In ogni caso, nel modello
standard i neutrini vengono considerati massless.

Possiamo riscrivere le correnti leptoniche in termini del doppietto:

jl(f) = ey (1 —5)v = 2epyvp = L1_L

T_ =T — 1T = 00
- 20
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e le 7; sono le matrici di Pauli. Analogamente per Jl(f):

jEL_) =0y,(1 —v5)e = 20pyer = 2E7’+L

T_T1+’i7’2_ 0 2
T2 " loo

Abbiamo quindi riscritto le due correnti in termini delle matrici 7o. Queste correnti avranno due rispettive

gt = /d?’xj[gi) = /d?’a:LEn_L

qg = /d‘g:vj(()i) = /dg:):LTLT_L

Il commutatore tra le due cariche ¢ dato da:

' a7) = [ oy (L&) () L), LU () L) =

cariche associate:

Ricordando che [AB,C] = A{B,C} —{A,C}B e che {¢,(Z,1, wg(g’, t)} = 850 (% — %), possiamo scrivere
= / ody Ll (7)o { oo L (7-)ea La} = { L L) ca La f (7)o L =

= /dsle (74) ap (7= )pa La — Li (T=)ea (T+)ap L = 2/d3~’5LIL (73)ap Lo =

= 2/d39617L70VL — erYerL

Dunque se vogliamo chiudere la cosiddetta algebra delle correnti dobbiamo introdurre una terza corrente,
neutra, definita come

g4 = Loyt L
Possiamo inoltre riscrivere le correnti jl(f) ej ) in termini delle loro componenti reali:
it =+ i
(= 1 )
j;s )= Ju =y

In questo modo le cariche associate alle correnti j)', 74, 75 soddisfano la stessa algebra delle matrici di Pauli
T+, 73. Definendo

7L
)
Jh =21
L= 9
i
J2
Jh =22
27 9
73
J3
JE =23
379

si puo verificare che [Q;, Q;] = i€;xQk, dove @Q; = L sono le cariche associate alle nuove correnti. In altre
parole le cariche @; chiudono un’algebra SU(2).
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1.4.2 La corrente elettromagnetica e la corrente di ipercarica

Vediamo se & possibile riscrivere in questo formalismo anche la corrente elettromagnetica. Per una particella
di carica @ (misurata in unita di carica del protone) abbiamo

T = Qevue = Qleryuer + ervuer] = Q

- 0 0
LPY“(O ) )L—&-Re'y#R

R _
= QUYL+ Ry, B

Per Delettrone abbiamo @Q = —1, dunque

em 1=~ D T .
Jiem) = ~5 Ll — RyR L%gL

Riconosciamo nell’ultimo termine la corrente J, 3 Definiamo adesso una nuova corrente, detta di ipercarica:
1y 1- _
5,]# = —§L7,LL — Ry R

in modo che

em 1 Y 3
JS ):§J# +J3

La stessa relazione intercorre anche tra le cariche associate:

Qem = %QY + Q3

La carica di ipercarica ha questa espressione:
Qy = — / BrL’'y*L 4+ 2R'R
e si puo verificare che commuta con le altre cariche:

Qy,Qi] =0

In altre parole, le algebre descritte dalle @); e da Qy sono disgiunte. I risultati finora ottenuti c¢i dicono
che se vogliamo descrivere le interazioni elettrodeboli nell’ambito della teoria dei gruppi, dobbiamo nec-
essariamente affiancare alle correnti cariche anche una corrente neutra e una nuova corrente, ’ipercarica.
Affinche le cariche associate a queste correnti siano conservate, la lagrangiana dovra essere simmetrica sotto
le trasformazioni da esse generate: le tre cariche @); chiudono un’algebra SU(2)r, mentre I'ipercarica puo
essere pensata come generatore di un gruppo U(1)y, dunque richiederemo che la lagrangiana sia invariante
sotto il gruppo SU(2) @ U(1).

Possiamo vedere in quale rappresentazione di questo gruppo stanno i campi L ed R; per far questo, si
prende il loro commutatore con le cariche del gruppo:

[La(7), Qy] = — / d3x[Lo(§), L} (@) Lo(Z) + 2RT(Z)R(Z)] = — / d2[La(§), L} (D)]Lo(Z) = —La(7)
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cioe L, sta nella rappresentazione —1 di U(1)y, oppure ha ipercarica Qy (L) = —1. Analogamente si trova

[R(%),Qv] = -2

Ti

[La, Qi] = <§)ab Ly
[R,Q:] =0

da cui vediamo che L & un doppietto di SU(2) (rappresentazione di dimensione 2 di SU(2)), mentre R ¢ un

singoletto (rappresentazione di dimensione 1 di SU(2)). In termini tecnici si scrive
Le(2,-1)

Re(1,-2)
Affinche tutta la costruzione sia consistente, & lecito chiedersi se dalla relazione Q(¢p) = %Qy + @3 derivino

le giuste cariche elettriche per le particelle coinvolte:
Quemy(e1) = 5Qv(er) +Qafer) = —5 — 5 =1
(em)eL—2Y€L 3€L) = 9 9~
Q(em)(eR) =-1-0=-1

1 1
Q(em)(VL) - _5 + 5 =0

Possiamo riassumere in una tabella le caratteristiche delle particelle che partecipano alle interazioni deboli:

leptoni: T % Q(em) Qy
Ve 1510 -1
er, 31211 -1
eR 00 |-1 -2
quark: | T | B | Qem) | Qv
Tl |2 I
A
dr, 3172 |°3 3
ug 00 |2 3
dr 00 |-% -2

A questo punto, la costruzione della lagrangiana elettrodebole parte da un unico termine cinetico, senza

termini di massa che come sappiamo rompono l'invarianza per trasformazioni di fase:
L=1Li DL+ Ri PR
Di questa lagrangiana poi si effettua il gauging, introducendo le opportune derivate covarianti:
Df = 0" —ig o W' + z’gzlw
Dhy = 0" +ig'Y"
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Osserviamo che la parte di derivata covariante per i campi right non contiene i generatori di SU(2), e ha
ipercarica doppia rispetto alle componenti left. Questo € dovuto al fatto che sotto le trasformazioni del
gruppo di gauge i campi trasformano come

L — e—ia(a:)eioci(x)nL

R — e—Qia(x)R

La lagrangiana di gauge si riscrive allora

L£=Li pL+ Ri DR+ gI_/yH%LWi“ - %L%LY“ — ¢/ Ry, RY™"
dove riconosciamo in I}yu%L le correnti Jf“ e in —%E%L — RfyMR la corrente di ipercarica %JE; Possiamo
suddividere allora la lagrangiana di interazione in un termine di corrente carica e in un termine di corrente
neutra:
Lee =g (LW + J,W)

Y
— g J3WH ! ‘]7# 17
ﬁnc —gJMW:), +g 92 Y

E conveniente a questo punto definire una rotazione dei campi Wé‘ e YH.

W3\ [ cosf sin 6 Z \ [ cos8Z+sinfA
Y | —sinf cosf A ] | —sinfZ + cosbA

In questo modo la lagrangiana neutra si riscrive:

JY JY
Lne = gcos GJi’Z:’,f + gsin GJgA“ —d sinHTMZ“ + ¢ cos 97“/1“ =

JY JY
= (gsin 9J3 + ¢ cos 07”)14“ + (g cos 9J3 — ¢'sin GTM)Z“
Y
Ci piacerebbe identificare il campo A,, con il campo del fotone, e quindi il termine (gsin6.J, 3 + ¢’ cos GJT“)
con e volte la corrente elettromagnetica. Per far questo, & necessario che

gsinfy = ¢ cosby = e

o equivalentemente
/

tan Oy = g
g

L’angolo Oy per cui la relazione & verificata viene detto angolo di Weinberg. In questo modo, e ricordando
che J{ = 2(J(,,.) — J5):

Y
Ju

Lne = eJl(fm)A" + (g cos HWJ3 — ¢’ sin Oy 5 VZH = eJl(fm)A“ + (g cos GWJg -4d sin@W(J‘(fm) - ij))Z“ =

= eJl(fm)A“ + (J3 cos? Oy — sin? HW(JI(fm) - Jg))Z“ = eJl(fm)A“ + 7 (J2 —sin? HWJl(fm))Z“

cosbOy = H cosOy = H
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= eJﬁem)A“—i— JZZ“

cos GW

dove abbiamo definito

JZ = J3 —sin? Oy J (™)

(++)

Per la lagrangiana carica, invece, dobbiamo riesprimere i campi W{* e W' in termini dei campi fisici W,
().
e W,

1 . 2
we - Wa iy
: V2
1 < T2
g _ It
B 2

Osserviamo che a parte un fattore f questo & semplicemente un cambio di base unitario e quindi conserva
il prodotto hermitiano tra i vettori

1 2 g -
Lee=g [T W + JiWY] = 2 [J;S W + J/(f)w(u—)]

crea l'elettrone e W(“ 1) crea il bosone positivo. Riassum-

(=)

Ricordiamo che secondo le nostre convenzioni, J
iamo i risultati ottenuti per le due lagrangiane:

-9 [;6 u )y (=) e () e
Loe = 55 [T + WH} < QW[gM W+ )D

JZ ZH

— p.Jlem) gn
Lye =eJ; ™A +c059W

Ricordando che per un fermione generico J!

(em) = = Qry fyu f, da queste lagrangiane si possono ottenere i

seguenti vertici di interazione:

f
5i(—Qp)ed ™ Ar .
H — = (— _
A 5137047 (—Qy) (—ien)
f
f
) JZZ“ i w1
v — cos6 g 73 Mo . 92 _
Z 5FOfoZv  cosfy ( g @rsintiwy
/ 9 (B—QQ sin? Gy — ) Y (cv —cavs)
QCOSOW% 2 f W)= ZCOSOW% VT eATs
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Per i neutrini ¢y = % ecy = %, per gli elettroni invece ¢y = —% +2sin? Oy e cq = —

N[

Ve

: (+) (-)
W) — sicds | we + 0w 9 1o
ll u SedmdW [, NCA

(&

1.4.3 1 termini cinetici

Introducendo la derivata covariante dobbiamo introdurre anche dei termini cinetici per i campi di gauge:

1 _. 1
Ek = _ZFIZVF’L'HV — ZF,LLVF“V

dove
Fl, = 0,W. = 0,W, + gf *WIWy

F., =0, —-0)Y,
Nel caso di SU(2), f9* = ¢k, Questi oggetti danno origine a termini quadratici e a termini di self-
interazione:

1 . 1 ) ) o ) g )
—ZF;VFZ.’“’ = (2(8HW$)2 + 200, W) (0" W) + g TFemWIWEW W, + 46”"“'8#Wjo”Wk”> =

1 . 1 . 1 o .y . . .
= QW) — (@)@ W) — L MWW AW, — 9, WY
In realta, scritta in questi termini, la lagrangiana non contiene i campi fisici, dobbiamo quindi effettuare le

rotazioni
W, = wH (=)

Wy £ iWs
we = 2= T2 { W, = W )

W3 \ [ cosby  sinfy
Y —sinfy  cos Oy
In questo modo il termine trilineare si trasforma in questo modo:

174 Z 1% 17
20, W3 (WEWE) = — 20,0} (W{_‘H + W(“_)) (Wm - W(_)>

321 3 v\ __ i 3 v v
YW (WEWY) = L0, W (W{;) - W(“_)) (W( )+ W(_)>

o . , y
W2 (WEWY) = —2 (8“W,,(+) — 9, W} >) W (W( )+ W(_))

v ¢ - 1
62138,uW3 (W{LWS) = 5 <8MW1£+) — 8,uWIS )) W3 <W(M+) + W(li))
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12 Z — 1%
B0 (WEWY) = 3 (O#WVH) + 9, W >) (W(’;) - W(i)) Wy

o . , y
29,W (WEWY) = 2 (@LW,S*) + 9, W >) (W(+) - W(_)> W

In questo modo i 6 termini si combinano per dare origine alle interazioni possibili (ovvero quelle a carica

complessivamente nulla):

£® —ig (0,w) (W

1AW = W W) ) +ig (W50 ) (WYWE — WEW?)+ig (9, W57 ) (W W — wywt)

(
Simbolicamente possiamo scrivere
L£® = —igeABC(9,BHBLBYL (A, B,C =1,2,3)

dove Bt = W), B2 = W), B3 = W3, Poiche W5 = coslyZ + sinby A, possiamo specializzare
immediatamente il risultato in questo modo:

Zt=w+
—ig cos Oy erBC (9,2 72 7Y, 72 =W~
Z3=27
Al =w+
—igsin Oy eBC (9, AN AL AL = —ieeBC (9, A2 Al A, A2 =W~
A3 =A

Questi termini danno origine ai vertici trilineari tra i campi di gauge, e si calcolano con un metodo analogo
a quelli della QCD; rispetto al caso dei gluoni, I'unica cosa che cambia ¢ un fattore —i a moltiplicare la
lagrangiana di interazione, e un fattore —1 perche il Cheng-Li definisce le derivate covarianti col segno

opposto, dunque avremo semplicemente

Ay

k1

= Z.e[g,ul/(k'l - ]{72)p + gup(k? - k3)y + gpu(k‘g - k'l)u]
ks ko

= 1gcos QW[guu(kl - k2)p + ng(kQ - kS)u + gpu(kS - kl)u]
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Per 1 quadrilineari:
4 1 gk _ilm j k 12 v 1 j v 1
('( ) —*926 gk il WIJVVU ‘Vl ”/m — 92 <(”rl)2 (W/'JM/J,) ([Vk VVZII'C)) —

1
3" (02 W3 W) - (WEW W W) =

1 2 - 2\2 — v 3 2
=19 <(2W,§ W+ W+ (2w OWg W wE) ) =
1 2 - - v — 2 — v 3 v 3
=-29 (4W,§ WESWOWE ) + AW O WE WS — AW >W(’1))(W(+)WV<+>)—4(W(’1)WM)(W(+)WV)> =

= —g° (Wﬁ_)W;§+)Wi_)W§+) (g"°g"” — g"'”g’”)) — g <W;5_)W/§+)W3 W2 (g7g"" — g"”g"")) =
=—g (Wﬁ_)Wp(“Wu(_)Wé” (g"*g"7 — g“”g’”)> — g% cos® O (Wﬁ_)Wp(HZuZa (9" 9" — g"”g”")) -
—g?sin? Oy (WOWSIA, A, (979" — g g77) ) g cos b sin b (WOWS(ALZy + A0 2,) (96" = 99"
=Ly + Ly g7+ Ly aa+Li_az

Questi termini generano i seguenti vertici:

e . 9 -2
= — — = —ig” (""" + " ¢"" — 29" ¢"") = ig" Sy, po
oW swiDswDsw i) e
i) W)
Wit Z,
5i£+—ZZ . 92 2
= = —ig~ cos Oy Spp o
swisz,6w sz, e
Wi Z,
Wit A,
diLy_an 9
- ) R T
SWT6A, oW 6 A,
i) A,

31



= 5W(_)6(;j+5_l/IA/Z(+)6Z = —ig*sin Oy cos Ow Syup o
v P o

W,S_) A,
1.4.4 Il meccanismo di Higgs

Allo stato attuale, la lagrangiana non contiene termini di massa per i campi di gauge, che sono quindi
tutti e quattro massless. Dobbiamo trovare il modo di dare massa ai due bosoni di gauge carichi e allo
Z, lasciando pero il campo del fotone senza massa; dal punto di vista della teoria dei gruppi, questo si
traduce nel richiedere che il gruppo di simmetria associato al campo A, ovvero 'U(1) elettromagnetico,
non venga rotto. Non ¢ sufficiente rompere completamente la simmetria SU(2) e lasciare quella sotto I'U(1)
di ipercarica, perche come abbiamo visto il campo Y* non coincide col campo A*, o piu semplicemente
il gruppo U(1) di ipercarica e il gruppo U(1) elettromagnetico pur essendo isomorfi, non coicidono. Il
gruppo SU(2) ® U(1) dipende da quattro parametri, ovvero sia ha quattro generatori, quattro direzioni
indipendenti nell’algebra di Lie del gruppo. Questo ci fa capire che combinare linearmente i campi di gauge,
cioe le “componenti” dei vettori dell’algebra, equivale a combinare linearmente la base dei generatori, e
prendere come nuove componenti le combinazioni dei campi di gauge. Se consideriamo ad esempio 71 € 7o,
i generatori dell’SU(2), associati alle correnti cariche, essi sono completamente rotti, il che significa che a
qualunque cambio di base li sottoponiamo (ad esempio passando alla base 74,7_) i due nuovi generatori
saranno anch’essi completamente rotti. Il discorso cambia per il terzo generatore, 73: sappiamo infatti
che la corrente neutra associata allo Z non € J3 ma una sua particolare combinazione con la corrente
elettromagnetica, che a sua volta contiene 73. Se rompessimo completamente 73, quindi, acquisterebbe
massa soltanto W3, di conseguenza ogni sua combinazione lineare col campo Y.

Se G ¢ il gruppo totale di invarianza globale della lagrangiana, Gy il gruppo di invarianza locale (per
noi SU(2) ® U(1)), e H il gruppo delle simmetrie del vuoto (cio¢ tutte le trasformazioni sotto cui il vuoto
¢ invariante, tra cui la coniugazione di carica), romperemo tre generatori di Gy in modo che l'intersezione
tra la simmetria residua e H sia proprio I'U(1) elettromagnetico. Come abbiamo detto, SU(2) ® U(1) & un
gruppo a 4 parametri, quindi 4 dovranno essere i gradi di liberta del campo ® che useremo per rompere
la simmetria; resta da scegliere in quale rappresentazione dovra vivere ®: per quanto riguarda la parte di
SU(2), per semplicita considereremo ® un doppietto complesso (4 parametri reali)

()

Per quanto riguarda la rappresentazione di U(1)y, essa resta arbitraria finche non decidiamo quali sara la
componente di ® che acquistera valore di aspettazione sul vuoto: poiche il vuoto e scarico e non degenere,
il VEV di un generico campo scalare carico sul vuoto & necessariamente nullo:
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infatti, se Qe ¢ il generatore delle trasformazioni dell’U(1) elettromagnetico, una generica trasformazione
¢@em manda il vuoto in sé, e contemporaneamente ha una azione non banale sul campo @g,:

(0] |0) = (0] 0Qem g=t0Qem 5\ 10Qem o=i6Qem ) — (0] %, |0)

Poiche in generale ¢.p, # qbgh, se i due campi hanno stesso VEV questo necessariamente e nullo: se vogliamo
far acquistare VEV ad una componente di ®, quindi, essa dovra avere carica elettromagnetica nulla, in altre
parole essere invariante sotto U(1)ep,. Se scegliamo di assegnare VEV alle componenti inferiori, possiamo

(%)

dove lo 0 sta ad indicare la carica elettrica. Questo fissa automaticamente l'ipercarica delle componenti
inferiori grazie alla relazione Qy = 2(Q49¥" — Q4°*") = 1; poiche le cariche di SU(2),, e quelle di U(1)y

em

scrivere

commutano, le componenti superiori devono avere la stessa ipercarica di quelle inferiori, ovvero le due compo-
nenti appartengono alla stessa rappresentazione di U(1). Questo a sua volta fissa la carica elettromagnetica
delle componenti superiori:

1
Z%=Q§p+§QY=1

dunque le componenti superiori hanno carica +1, e scriveremo infine

P1+ido
s (0)- ()
¢0 V2

dove abbiamo espresso i due campi complesso ¢t e ¢¥ in termini delle loro componenti reali. In definitiva, il
campo ¢ appartiene alla rappresentazione (2,1) di SU(2)®U(1) (ricordiamo che L € (2,—1) e R € (1,-2)).
La piu semplice lagrangiana invariante sotto SU(2) ® U(1) e funzione del campo ® si puo scrivere come

Ly = 0,0T0"® — 1°0Td — \(dTD)?
Quando p? < 0, il potenziale presenta un minimo per ®'® = _2—’;\2 = % Abbiamo dunque una serie di
minimi degeneri sulla ipersfera S5 di raggio %; se parametrizziamo il minimo in modo che soltanto il campo

0 0
(I)mz'n = h_ = H+v
V2 V2

dove (0|H|0) = 0. In questo momento, se scegliamo come base per 1'algebra di SU(2) @ U(1) i generatori 7y,

h acquisti VEV, possiamo scrivere

10 . . .
79, T3 € I'identita 0 1 ) , risulterebbe a prima vista che tutti e quattro siano rotti, dato che la loro azione

0 o . . o

su un qualunque vettore della forma restituisce un risultato diverso da zero. In realta, in questo caso
Q

& possibile trovare una particolare combinazione dei generatori che annichila il vuoto: tale combinazione &

1473
2

, e corrisponde alla carica elettromagnetica delle componenti del doppietto ®. Tuttavia, considerando
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che 73 ¢ effettivamente rotto, e che in ogni caso 71, 7 e 73 sono indipendenti, possiamo pensare di ottenere
il generico campo ® agendo su ®,,;, con una trasformazione cosi fatta:

o} (5 )

dove il fattore % all’esponente ¢ convenzionale. Questa rappresentazione pero non e utile, in quanto ci fornisce
tutte le possibili interazioni tra il campo di Higgs H e i campi di Goldstone &;(z) (rappresentazione non

lineare); viceversa, se sviluppiamo per piccoli valori dei parametri, trascurando i termini del second’ordine:

q)N(Hﬂfi) 0\ _ (1wt SN Lo 1 (i -ie) (255
) % Z(fl-‘;i&) 1— Z% % \/i H+v— 163 H+\U[;Z§3

Confrontando questo risultato con la nostra definizione iniziale di ® in termini delle sue componenti reali,
possiamo identificare queste ultime con i bosoni di Goldstone:

& — ¢

§1 — @2
§3— —n

Se esprimiamo il potenziale V(®) in termini del campo H, e ricordando che v? = —“72:

2 A 2 A
V(H) = 5-(H +0) + S(H +0)' = (B 40+ 2Hv) + 7 (H' + 0! + 6 + 40 H + 40 H) =

1p? 1 2\ 772 3, Ay
=——— 4+ —(—2u)H AH° + -H
W T R
Vediamo che come al solito il campo H acquista una massa mg = —2u? > 0. Inoltre nascono i seguenti

vertici trilineari e quadrilineari:

6idw

- I6iA
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Infine, poiche la lagrangiana per I’'Higgs ¢ quella canonica per un campo scalare, il suo propagatore sara

La massa dell’Higgs ¢ legata ad un parametro libero, A, e ad un parametro misurabile, v, che come vedremo
sara legato alla costante di Fermi.

Promuoviamo adesso la simmetria globale SU(2) ® U(1) della lagrangiana di ® a simmetria di gauge,
introducendo la derivata covariante:

. /
Op— Oy —ig5 W, - z'%yﬂ

Osserviamo che stavolta i segni delle derivate sono concordi, essendo l'ipercarica di ® positiva. Facciamo
comparire i campi fisici W) e W():

Tiwi — L () L) 4 By
2Wu_ﬁ(f WO + WD) + Dw
dunque . .,
_ Y9 (A= -+ - T3v3_YW
Du—au—\ﬁ<7' W) 47w >>—195W#—?YM

Il termine cinetico allora diventa, nel gauge unitario:

ig _ _ T ig' 0
(9= (Wi W) oG- i) ( G )
2

0 g [ (H 0w i
O ) V2 \ M- o)

Ricordiamo adesso la relazione che intercorre tra i campi W3 ed Y, e i campi Z ed A:

W3 \ [ cosfw sin Oy 7 N Z \ [ cosby —sinfy W3
Y \ —sinfy  cosOy A A ]\ sinfy cosbOw Y

In particolare Z = cos Oy W3 — sinfyY, ma se ricordiamo anche il legame tra ’angolo di Weinberg e le

2

(D, ®)"(D'd) = ‘D“ ( ?LM )
V2

1
2

costanti di accoppiamento g e ¢

/
g _ tan Oy
g

ci accorgiamo che la combinazione nella derivata covariante riproduce esattamente il campo Z:

0 i —g(H + )W}~ 0 g —(H + )W)
auH V2 H\}%v (g W/Z) - g’Yu) a#H V2 cosl9w H\;%v Z

2 2

1
2

1
2
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2 2

1

1
2

T2

0 — E _UWIS_) <1 + H> 0 _ 1 _\/ingls_) (1 + H>
o.H V2 ﬁSGWZN v o.H 2 %Zu v

Poiche la componente inferiore del secondo addendo ¢ reale, il modulo quadro si ottiene immediatamente
come

CHzi(auH)(B H)+§ 1-1—; 2070 W, W + WA

Vediamo che i campi W&) e, miracolosamente, anche lo Z, hanno acquistato una massa:

cos? Oy

92v2

2
myy =
w 4

2.9 2
g-v _ My

m2 = o
27 4cos20y  cos2 Oy

Ricordando la relazione che sussiste a basse energie tra la costante di Fermi e la costante di accoppiamento

debole:
Gr_ ¢ _ 4" _ 1

N T 8g202 202

dunque possiamo legare il valore di v ad una quantita misurabile:

v? = # = v ~ 246GeV
V2G;

2 . . . .
Inoltre, sapendo che £~ = 13%, e che gsinfy = e, possiamo trovare un’espressione anche per sin fyy:

92U2 6202 €2U2

2
m- = = =
27 4cos2 Oy 4sin? Ow cos? Oy sin?(20y)

A av? Ao

MZ ~ 2Grm,
1 Ao
.2
=sin“fy==-|1—,/1—-——
v [ ﬁGFm%

2
Dalle misure di LEP abbiamo una stima molto precisa della massa dello Z:

= sin?(20y) =

my = 91.2GeV
da cui si ottiene sin? Oy ~ 0.22, e quindi una stima per myy:
myy ~ 80.8GeV

Scrivendo esplicitamente i vari termini della lagrangiana di Higgs:

1 _ 1
L = 5(0,H)(0"H) + miyWIWE + 5m?ZZ?+
Ly 2w Ows g 9V o Lo L8 e,
T HPOWIIWE 4 G H o 2,20+ JHAPWDWE & oo H 2,2
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vediamo che compaiono dei nuovi vertici trilineari e quadrilineari:

Wi~ v
- 2 ) 2
Hooooronn vy, H oo 3 sk G
W£+) Zy
H Wzsi) H

L’accoppiamento ZZH ¢ stato responsabile della parziale evidenza dell’Higgs a LEP2 (ovvero I'upgrade di
LEP da 90GeV a 200GeV), attraverso il cosiddetto diagramma di “Higgs-straalung”:

H

Z

La statistica fu molto bassa, circa 4-5 eventi, ma si dedusse che se il processo era realmente avvenuto I’'Higgs
doveva avere massa intorno ai 114GeV, e tale valore costituiva anche un limite inferiore. TEVATRON, un
acceleratore pp che funziona a 1TeV, ha escluso anche la finestra dai 160 ai 160GeV; tuttavia, essendo un
acceleratore adronico, presenta dei problemi dovuti al fondo di QCD, dunque non puo andare a verificare
direttamente i risultati di LEP.

1.4.5 Settore di Higgs in gauge non unitario

1.4.6 Settore di Yukawa: massa ai leptoni

In questo momento, nella teoria le uniche particelle ad avere massa sono i tre bosoni di gauge W&, Z, mentre
rimangono massless il campo del fotone e i fermioni, dato che per 'invarianza di gauge non e consentito un
termine 11). Per dare massa ai fermioni sfrutteremo sempre il meccanismo di Higgs, ma stavolta utiizzando
un accoppiamento di tipo yukawiano. Con gli strumenti che gia abbiamo a disposizione, un doppietto
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L € (2,-1), un singoletto R € (1,—2) e un doppietto ® € (2,1), possiamo costruire ed aggiungere alla
lagrangiana il seguente settore yukawiano:

Ly = —¢e (E@R + h.c.)

Si puo verificare immediatamente che I'oggetto cosi costruito ¢ invariante sotto una trasformazione di SU(2)®
U(1), infatti:
I — eiTi&e—ia(a:)L

R — 672a(:v)R
d eingieia(x)

Siamo quindi autorizzati ad effettuare la trasformazione verso il gauge unitario per ®:
V2

_ _ _ 0 _
—g(LOR + RO'L) = —g, <L< i >R+R( 0 L )L)
V2

o

In tal caso si ha

= —H(erer + érer) —v(érer + érer) = %Hée+ %;;ée

dunque il neutrino rimane massless, mentre 1’elettrone ha acquistato una massa

_ ge¥

V2

dove g, ¢ un parametro di accoppiamento arbitrario. Introdurremo quindi un parametro libero per ognuno

Me

dei fermioni a cui vogliamo dare massa. Inoltre, nel gauge unitario compare soltanto 1’accoppiamento tra il
fermione e I’Higgs:

mentre in un R¢—gauge generico si ha

G+
¢ = H4+v+iGo
V2
dunque

_ — G* _ - v—1 v
—ge(L®R + RP'L) = —g, (( VL er ) ( HtvtiGy >€R+€R( G e ) ( ei )) B

V2
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1 7 v 1 v
= —0e <5LG+€R + —erHer + —=erGoer + —=eérer + erG vy, — —=erGoer, + \/§€R€L> =

V2 V2 V2 V2

H ) 2 2
= —Me (ée + —ee+ zéGg%e + £éRG_VL + \[DLGJ“eR) =
v v v v

H ) 2 1-— 2 1
=—-m. | ee + J ee + ‘9 eGoyse + gv2 eG~ 5 v+ 9v2 vGT + 756
2mw 2mw 2mw 2 2mw 2

Risulta quindi che il campo Gy € pseudoscalare, in quanto ¢ selezionato dalla combinazione (1—~5)— (1+75).
Da questi termini nascono nuovi vertici:

------ Go _gme 5
mw
-
m
—————— G- =-—i < (1-
- QQﬁmW( 75)
14
-
m
______ G = jg——2—(1+
- + 92\/§mw( 75)
v

Dal valore di questi diagrammi ci rendiamo conto che ’accoppiamento del fermione con il campo di Higgs
e i campi di Goldstone e piccolo, essendo proporzionale al rapporto 7;”—;/

1.4.7 Settore di Yukawa pt. II: massa ai quark

Se volessimo dare massa ai quark usando lo stesso procedimento, ci troveremmo di fronte ad un problema,
perché saremmo in grado di dare massa soltanto alle componenti down del doppietto € (2, %) SU(2) ® U(1)

. ur, _1—’75 u
o))
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dove u e d sono gli campi dei quark up e down, e le componenti right (singoletti sotto SU(2), con ipercarica
rispettivamente % e —1) sono definite analogamente al caso leptonico come

3
u _1+75u
L)
1
dp — +275d

Per costruzione, il campo ® & costretto ad acquistare VEV soltanto nella componente down, ma possiamo
costruire un nuovo invariante introducendo il campo ®:

5 s Gi H+U—i77
¢=i72‘1>*=i((.) Z)(HJrvin):( V2 )
i 0 7 -G

E facile vedere che ® ha ipercarica —1, infatti

1
Qi = 2(Qiem — Q) = 21+ 5) = -1

1
QY =2(Qif, - @4 =20 - 5) = -1

dunque @ € (2,1), e possiamo costruire I'invariante
—9a (QLPdR + dr®* QL) — gu (QL&)UR + ﬂR(i)*QL>
Infatti, sotto una trasformazione di SU(2) ® U(1), si ha
Qp — eimies@ g,
UR — ei%a(x)uR
dp — e 5@ gy
P — i

(i) _ ein&e—ia(m)q)

Si puo verificare facilmente che i quark acquistano masse m, = % emy = %, dove g, e g4 sono due nuovi

parametri liberi della teoria.

1.4.8 Interazioni deboli e stranezza

Storicamente, l'idea di “stranezza” nasce dall’osservazione di una serie di risultati sperimentali che coinvol-
gevano sezioni d’urto molto elevate, tipiche delle interazioni forti, ma tempi di decadimento molto lunghi,
tipici invece delle interazioni deboli. Le particelle coinvolte in tali processi vennero definite strane, e si ipo-
tizzo esistenza di un nuovo numero quantico, la stranezza (s), che potesse essere violato solo via interazioni
deboli. Inizialmente quindi, la corrente debole adronica conteneva un termine che dava conto dei processi
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in cui As = 0 (ovvero la carica di stranezza era conservata), e un termine che descriveva invece processi in
cui As = 1:
had __ 7As=0 As=1
J, M =J, +J,

In seguito si formalizzo questa ipotesi introducendo un nuovo quark s, con carica —%, per cui la corrente
debole adronica poteva essere scritta come

1-— 1-—
J/}ad = cos OCY_WMT%d + cos GCU'y“T%d

dove 6, ¢ il cosiddetto angolo di Cabibbo, che teneva conto del fatto che i processi con violazione di stranezza
erano meno favoriti rispetto a quelli in cui la stranezza era conservata, e della leggera differenza che c’era
tra la costante di Fermi misurata nel decadimento (3 nucleare e nel decadimento del muone:

G}B; = cos GGg

Se scegliamo di scrivere la corrente adronica in termini di un doppietto:

L_l—vg, U _ 1= wu
2 dcosf.+ ssinf, | 2 d

le correnti si possono scrivere come

_ _ = u
J/(f) = Urudy, = ( ur, dy, )%74 ( d/L >
L
_ - _ - u
J}(L ) — (JIS+))T — d’L%uL = ( ur dy )7#7_ ( d’L )
L

Vediamo di nuovo che se vogliamo chiudere I’algebra delle correnti ¢ necessario introdurre una terza corrente
cosi fatta:

_ 7 ur, _ g7
JE = ( ar dj >’y,ﬂ'3 ( J ) = apytur — dpy*d)
L
Il secondo addendo della corrente contiene termini di mixing tra i quark d ed s:

cos 02dry"dy, + sin 025,4" sy, + cos O, sin .. (JL’)/“SL + EL’y”dL)

Questi processi di corrente neutra con violazione di stranezza (FCNC, “Flavour Changing Neutral Cur-
rents”), tuttavia, erano sperimentalmente depressi, ad esempio nel caso del decadimento del K*: tale
particella infatti puo decadere attraverso due canali

Kt —=a%+em +u,

Et St +ete
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Ma il primo canale, di corrente carica, risulta pilt favorito di un fattore 10°. In termini di diagrammi, essendo
il KT uno stato composto u3, si ha

-
u

B.R.=5-10"2

Per spiegare questa discrepanza tra le sezioni d’urto, Glashow, Maiani e Iliopulos suggerirono un meccanismo
che prevedeva l'introduzione di un nuovo quark, il charm, con carica % Questo quark fu poi effettivamente
scoperto a SLAC nel 74, nel suo stato legato c¢, o particella J/W¥: fu la prima prova sperimentale della
validita del GIM mechanism. La corrente carica a questo punto deve essere modificata per includere anche
le interazioni del charm:

J/SJF) = UrYudr, cos 0. + ury,sy sin . + ¢ry,dr, cos 0. — cry,s, sin 6,

Il segno — all’'ultimo termine € convenzionale, e ci suggerisce di sistemare i quark in un quadrupletto:
ur,
Q o
L pu—
dr,

SL

e di introdurre la matrice

0 0 cosé,. sin 6,
T 0 0 —sinf. cosb,

0 00O 0

0 0O 0

cosicche le correnti cariche si possano scrivere in maniera sintetica come
+)_ A +
I = QuyTHQ

I = (189) = @nrQ

0 0
0 0

0
0
T = (1) =
(") cos 0, sinfd. 0
0

o O O O

—sinf,. cosf,
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E possibile mostrare che il commutatore tra T e T~ &

100 0
1
T, 77 = 0 0 0 =Ts
00 —-10
000 -1

dunque per chiudere ’algebra delle correnti dobbiamo introdurre
JE = Q" T3Qr = Uy ur, + epyter — dpytdr — dytst

Vediamo che stavolta nella corrente neutra non compaiono termini di mixing.
Tuttavia, per recuperare l'analogia con la corrente leptonica, sistemeremo i quark in doppietti, detti

() (2

cosicche la corrente carica si possa scrivere come

famiglie:

3 Uuy, _ CL Au u Ac c
J;(L+):(UL dL)’Y“T+<dL>+<CL 8L>’Y“T+<SL)EQL’Y“T+QL+QL’Y“T+QL

I = Qi QY + Qi Qf,
Data la somiglianza tra le famiglie di quark e quelle leptoniche, possiamo ipotizzare I'esistenza di altri due
quark. Questi furono poi effettivamente scoperti (il top e il bottom), e sistemati nel terzo doppietto:

La lagrangiana debole, in termini delle tre famiglie leptoniche e delle tre famiglie di quark, si scrive finalmente

come

dove

I campi d’, s’ e b/ sono definiti da

d’ d
s | =V] s
t t



dove V' & una matrice unitaria.In termini della matrice V' la lagrangiana si scrive

3
g _ - _
Lo = § :uf»wzf+§ Uy Vigd, W}L )
V2 | o

Dal punto di vista delle rappresentazioni di SU(2); ® U(1)y, la rotazione unitaria V' lascia inalterati gli
autovalori del tripletto d su cui agisce, pertanto d e d’ appartengono alla stessa rappresentazione.

Con questo meccanismo, grazie all’unitarieta di V', almeno al prim’ordine nell’interazione non compaiono
termini di mixing tra i quark down delle varie famiglie:

3 3
anzi ZLf’Y“TgLij‘FZQf’Y“TngWi
2v/2 = =

In particolare

3 3
ZQH“TL%Qf = Zﬂﬂ“uf — dyytrsdy
f=1 =1
3 ~ 3 B 3 ~
S diytrsdy = > dg Vi Viytrady = dfyrady
f=1 fo=1 f=1
fl

Tuttavia, per rendere conto della precisione sperimentale, la soppressione delle FCNC deve risultare verificata
almeno fino ad ordine G%. Consideriamo ad esempio il decadimento del K° in due muoni:

KO — pt 4 p~

In questo grafico 'ampiezza ¢ circa
M(u) ~ g4vudvus

dove V¥ = cos@ e V" =sinf,. Un grafico analogo si ha con lo scambio del ¢:

con ampiezza




con stavolta Ve = —ginf, e V = cosb,. Il terzo e ultimo grafico vede lo scambio del top:

con ampiezza

M(t) ~ g4vdtvt8

ma stavolta gli elementi di matrice V% e V* sono molto piccoli e 'ampiezza ¢ trascurabile. I contributi
principali all’ampiezza, a ordine g, sono quindi quelli relativi allo scambio di u e ¢

M =MW 4 M©

Nell’approssimazione in cui le masse dei due quark sono le stesse, le due ampiezze sono uguali e opposte, e
I’ampiezza totale per il processo € quindi nulla. Con un calcolo un po piu preciso si scopre che

AK® — 4 p7) ~ G (m2 —m3)

qualunque cosa il Casalbuoni intenda per A(K® — uTp~). Da questo risultato si pud trarre una stima
rozza per la massa del quark ¢ attorno agli 1.5GeV: in effetti la massa della J/¥, quando fu scoperta, era
intorno ai 3GeV. Tuttavia, quando si parla di quark non si sa bene cosa definire per massa, dato che il
quark come entita a se stante non esiste. Per ottenere un quark libero possiamo sfruttare la frammentazione
di un nucleo da una collisione in interazione forte, ma appena questa avviene, I'intorno del quark adronizza
(si forma cioé un jet) e questo rende impossibile ogni misura sul singolo quark. Di solito quando si parla
della massa di quark ci si riferisce alla sua massa costituente (diversa dalla massa corrente, ad esempio
gli 0.511MeV dell’elettrone), definita come la massa del quark piu l'energia della nuvola di gluoni che lo
circonda: rozzamente, per stati legati del tipo ¢ questo equivale a meta della massa totale, ad esempio
dalla J/¥ che ha massa 3.096GeV si estrae m. ~ 1.5GeV, e dalla T (uno stato legato bb, scoperto nel
77), con massa intorno ai 10GeV, si ricava my ~ 5GeV. Come per le masse dei leptoni, che vanno dal
mezzo MeV dell’elettrone ai 1800M eV del tauone, passando per i 100M eV del muone, anche per i quark
si spazia dai pochi MeV dei quark up e down, che possono essere a tutti gli effetti considerati massless, alle
centinaia di GeV del quark top, passando per i 100MeV del quark s, e per gli 1 — 5GeV di c e b. Anche
in questo caso, parlando di massa per i quark, ci riferiamo a dei modelli in cui viene ipotizzato un qualche
meccanismo di generazione di massa: nel modello standard i quark prendono massa grazie al meccanismo
di Higgs con dei parametri opportuni, ma al suo interno non vengono predetti tali parametri; alcune delle
teorie che cercano di predire i corretti valori delle masse ipotizzano che queste vengano generate mediante
una rottura dinamica della simmetria chirale.

11 quark top ¢ il quark pit massivo (m; = 172.4+£1.2GeV), e fu scoperto a TEVATRON mediante questi
processi:
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Nel primo, una coppia quark-antiquark pud annichilarsi in un gluone che si rimaterializza in una coppia tt,
mentre nel secondo due gluoni vengono emessi durante lo scattering, e interagendo danno lo stesso risultato.

Chiaramente la coppia tt decade in tempi brevissimi, seguendo il canale principale di decadimento
tt— WTbW b

I bottom sono subito persi, riadronizzando in un jet, mentre i W o decadono di nuovo in quark (e in tal
caso non vedremmo niente per gli stessi motivi), oppure decadono in una coppia leptone-neutrino (quindi
via interazione debole). Si osservarono 12 eventi con nello stato finale un leptone dal W+, uno dal W, pin
i jet contro i 2.5 attesi da puri calcoli di QCD senza considerare i processi che coinvolgevano il top. Inoltre
si osservarono altri 86 eventi con un solo leptone piu jet, contro i 37 attesi. Dall’analisi di questi dati si
estrasse 'ipotesi che si potesse trattare di una coppia t¢ con massa per il top attorno ai 180GeV’; per tale
coppia non si forma uno stato legato come per la J/¥ e la T, perche la larghezza di decadimento & circa
1.2GeV, a cui corrisponde un tempo di decadimento di circa 10%?s.

1.4.9 La matrice CKM

Formalizzeremo piu in generale l'idea della matrice CKM e del mixing fra gli autostati di massa. Poiche i
neutrini non acquistano massa, possiamo scrivere un settore di Yukawa di questa forma:

v e (= U (o 7
Ly = —5 > (06047 (R)p + gin (@) ar" (k) + o5 () 4" () ) + e
A,B

dove gli indici A e B vanno da 1 a 3 e corrono sulle tre famiglie leptoniche o di quark. Le matrici di massa

sono quindi
/U .

Y
ﬂgA

e in generale non hanno nessuna proprieta di simmetria, a parte quella di poter essere diagonalizzate da una

Myp =
trasformazione biunitaria:
M= (8) MIT o M= (1) Mg

dove S% e T" sono matrici unitarie che dipendono dalle particelle considerate, e M ¢ diagonale. In questo
modo

(V1) s Mas(Wp)s = (¥1) , T"MapS(¥r)s = ma(tr) a(¥r) a

dove i campi ¥y, e YR, gli autostati di massa, sono definiti da due trasformazioni diverse:
YR = St — Y = ST = SN
Y =Ty — v =ThL =T
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Vediamo come si scrive in questo caso la corrente carica:
Ty = @) m(@)a = (@) ar"(d)a = (@)ar" (TOT) | (dn)s

Una volta riespressa la corrente carica in termini degli autostati di massa, riotteniamo la matrice CKM
definendo V = TWT (71)1. Osserviamo che per convenzione la matrice CKM viene fatta agire sulle componenti
down dei quark, determinandone il mixing, ma sarebbe stato del tutto equivalente ipotizzare un mixing delle
componenti superiori.
Per quanto riguarda la corrente neutra:
Ji = upytuy — dpytdy, = ﬂLV”(T(u)T(;)l)UL — CZL'Y”(T(d)T(;{)l)dL =y ur — dpy*dy,

dunque la corrente neutra e diagonale rispetto alla trasformazione verso gli autostati di massa, e non
compaiono correnti neutre con cambio di flavour.

Infine, per la parte leptonica:
) —
Ty = (71)avu(er)a

Se andiamo nella base degli autostati di massa per il leptone:
(elL) = T(?)leL

To= ) (Tg)) €0

I neutrini sono massless, ergo la loro matrice di massa e la matrice nulla, pertanto una qualunque combi-
nazione lineare dei suoi autostati continuera ad essere autostato di massa. Questo ci permette di scegliere
arbitrariamente la base dei neutrini, sceglieremo pertanto

(vp)a = (T)as(vy)B

in modo che
J} = (L) avuler) a

La matrice CKM e una matrice unitaria 3 x 3, dunque dipende da 3 parametri reali e una fase, per un totale
di 4 parametri aggiuntivi da inserire nella lagrangiana. Tuttavia introdurre una fase implica considerare
la possibilita di avere una non conservazione di C'P (o equivalentemente di 7'): inizialmente infatti si era
a conoscenza di violazioni esplicite della parita e della coniugazione di carica singolarmente, ma non di
violazioni contemporanee delle due. In seguito si ebbero evidenze di violazioni di C'P nel sistema K°K?:
esistono infatti due versioni del kaone neutro, il K9 (long) e il K3 (short) che hanno tempi di decadimento
diversi, rispettivamente ~ 1078s e ~ 1071%s. Questi stati sono ottenuti come combinazioni lineari degli
autostati di interazione forte K9 e K9 dove K° & definito come il trasformato di CP di K°:

CP|K°% = |K")

Le due combinazioni !
K%)4 = = (1K) + K°)
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K- = 5 (1K) - [KY)

S

risultano essere autostati di C'P, con autovalori
CPIK®); = K%,

CP|K%_ = —|K%_

Se CP ¢ conservata, i due sistemi appena definiti decadano in sistemi con C P-parita opposta. Per il |K%),
possiamo pensare che verosimilmente decada in uno dei seguenti due modi

(K% =t 4o
(K, — 7%+ 70

infatti la parita di una coppia 77 in uno stato L = 0 e 1, cosi come ’autovalore della coniugazione di carica:
dunque, dovendo decadere verso stati con C'P negativa, il primo decadimento utile per il (K%)_ & quello
a tre pioni, ovviamente piu lento servendo piu energia nel centro di massa per produrre le particelle. Se
facciamo corrispondere il K9 al (K%)4, e il Kg al (K°)_, ci aspettiamo di non poter mai osservare un K
che decade in due pioni: tuttavia, nel 1964, Fitch e Cronin riscontrarono dei decadimenti di K 2 in due pioni,
il che implicava che Kg e Kg non coincidono con gli autostati di C'P, bensi sono una loro combinazione

Kgs = (K")1 +¢(K°)-

K = (K°_ + €K%,

da cui analogamente anche il Kg ha la possibilita di decadere in stati con CP = —1. Dagli esperimenti
risulta che il parametro |e| vale circa 2.3 - 1073, dunque C'P ¢ violata all’ordine del per mille.

Parlando della violazione di C'P, questa puo essere indiretta, come nel caso del decadimento del K%,
in cui la violazione & a livello dello stato finale, oppure diretta, ovvero si ha violazione di C'P gia a livello
dell’interazione mediante i bosoni mediatori: questo permette di ottenere dati utili per la determinazione
delle entrate della matrice CKM da un numero maggiore di processi. Una possibile parametrizzazione per

la matrice CKM ¢
C1 S51C3 5153
)

)

0
)

Cc1C283 + SQCgei
C158283 — CQCgei

—81Cy C1C2C3 — 8183€i

—8182 C€182C3 + CQSg@i
dove ¢;, s; = cosb;,sinf;. 0, = 6. e ’angolo di Cabibbo, e poiche il primo blocco diagonale 2x, ovvero il
mixing di Cabibbo per i quark d e s, riproduceva gia bene i dati sperimentali, &€ necessario che 63 sia piccolo.
A volte la matrice CKM viene scritta come

Vud Vus Vub
Vcd Vs Vcb
th Vts th

dove si evidenzia in quali tipi di processi I’elemento di matrice interviene: ad esempio V% si ricava dal
decadimento 3 del nucleone e risulta essere ~ 0.9736, V** si ricava dai decadimenti dei kaoni e vale ~ 0.22,
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Ved si ottiene studiando la produzione del charm in esperimenti di deep inelastic scattering (— ~ 0.22),
mentre V% ¢ ricavato dal branching ratio del decadimento t — Wb (~ 0.9991). Sperimentalmente risulta
quindi che gli elementi sulla diagonale della matrice CKM valgono circa 1, mentre allontanandosi dalla
diagonale essi diventano sempre pilu piccoli; tuttavia non esiste una teoria che preveda quanto debbano
valere gli elementi della matrice CKM, per cui i suoi 4 parametri sono completamente liberi e vengono fissati
in modo da riprodurre i dati sperimentali.

1.4.10 Simmetrie accidentali

Il fatto che nel modello standard i neutrini siano considerati massless ci consente di introdurre una sola
matrice di mixing, la matrice CKM, per le componenti dei quark. Osserviamo inoltre che un eventuale
mixing tra le componenti dei leptoni avrebbe portato ad una non conservazione del numero leptonico, non
osservata sperimentalmente: se vogliamo costruire una teoria in cui i neutrini hanno massa, e quindi in
cui € necessario introdurre una matrice di mixing per i leptoni, dobbiamo assicurarci che i suoi elementi
diagonali siano piccoli, in modo che gli accoppiamenti non osservati diano luogo ad ampiezze di ordine
inferiore rispetto alle incertezze sperimentali. Nel modello standard, la non violazione del numero leptonico
¢ un esempio delle cosiddette simmetrie accidentali. Infatti, se consideriamo tutti i campi della teoria:

¢1 =e€eR c< (17 _2)

o =L e (2,-1)

¢3 =UR € (17 g)
¢4 = dR € (17 _%)

Ys=Que )

i vari termini della lagrangiana sono tali da renderla invariante sotto una trasformazione di fase globale di

uno qualunque di questi 5 campi
1o’
i — Y,
dunque la lagrangiana risulta invariante sotto una simmetria globale U(1)®, inizialmente non richiesta. A
questa simmetria corrisponde ovviamene via teorema di Noether la conservazione di 5 correnti:

Ji' =epyer

1—
Jy =eryter + vpytvr = epyter + V'y“(Q%)V
Jéf = ﬂR’y“uR
Jf = d};{V“dR

Jg = ury ur, —I-CZL’}/‘“dL
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Equivalentemente, possiamo definire le trasformazioni di simmetria in modo che le correnti conservate siano
5 combinazioni lineari indipendenti di queste 5 correnti, ad esempio possiamo considerare la scelta

5
Tp=> %J,’:
k=1
Jl“ = vyHv 4 eyte
Jly = vy ysv + evFyse

J = l(J“ +Jy+JE) = 1(a Fu + dy*d)

b 3\’3 4 5 3 g g

Jis =I5 + Ji = JE = iy ysu+ dyFysd)
La corrente Jy non ¢ altro che la corrente di ipercarica, la cui conservazione corrisponde all’invarianza
locale della teoria, dunque la vera simmetria accidentale & sotto U(1)* piuttosto che sotto U(1)°. La
conservazione delle correnti J; e J, non rappresenta altro che la conservazione del numero leptonico e del
numero barionico, il che ci fa piacere dato che questi due numeri quantici sono conservati sperimentalmente
con precisione altissima. Le correnti Jj5 e Jps, infine, non sono che le correnti assiali leptonica e barionica,
la cui conservazione € pero incompatibile con un termine di massa, infatti le simmetrie corrispondenti sono
rotte dall’introduzione del settore di Yukawa. Quest’ultimo lascia comunque inalterate J; e Jp, preservando
quindi i numeri leptonico e barionico, anche se dobbiamo osservare che mentre i numeri leptonici associati

alle tre famiglie sono conservati singolarmente, a causa del mixing CKM soltanto il numero barionico totale

¢ conservato.

1.5 Anomalie

Con il termine anomalia si intende una simmetria presente a livello classico, rotta a livello quantistico per
una qualsiasi scelta del tipo di regolarizzazione. In termini di path integral, si ha una simmetria dell’azione
che non e anche una simmetria della misura, e quindi del funzionale generatore nel suo complesso. Un
esempio ¢ 'anomalia chirale in elettrodinamica quantistica, o anomalia ABJ (dai nomi di Adler, Bardeen e
Jackiw): a livello classico sappiamo che le equazioni del moto dell’elettrodinamica prevedono

OuJ" =0
O Jly = 2miJa(x)
dove
Jt =ty
Tl = Py sy
Ja(z) = Y(x)v59(2)
Le due equazioni ci dicono semplicemente che la corrente elettromagnetica J# & conservata, mentre la

corrente chirale Jﬁ non lo €, come ¢ ovvio che sia in presenza di particelle massive: nel limite di massa nulla
la corrente assiale chirale torna comunque ad essere conservata. Se definiamo le funzioni a tre punti

T4 (w1, @5) = (=) (T { 14(21) 7" (22)73(0) )
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T'U“V(ZL'l,l’Q) = (—i)3<T{J“($1)JV($2)JA(O)}>

In rappresentazione degli impulsi:

T (ky, b, ) = i / dard wse (T L) T (1) T30 )

TH (ky, ko, q) = i/d4w1d4xgeikl'xleik2'x2 (T {JH(z1)J" (22)J4(0)})

In termini di diagrammi si possono rappresentare come

v v
ko ko
>\ _____
q q
k?l kl
u 1
T2 (ky, k2, q) T (K1, k2, q)

Le leggi di conservazione delle correnti danno luogo a delle identita per le funzioni a tre punti, dette identita
di Slavnov-Taylor (o identita di Ward generalizzate):

(k)PT" (k1 ko, q) = (ka) T (K1, k2, q) = 0
DT (ky, kg, q) = 2mT™
Che possono essere verificate osservando che
(T {Ju(x)O()}) = 9% (0(z0 — y0)Ju(x)O(y) + 6(yo — z0)Ju(x)O(y))
dove O(y) € un operatore locale qualsiasi. Si ha allora
= 6(z0 = 40)Jo()O(y) + 0(z0 — 30)(0uJ")O(y) — 6(z0 — 10)O(y)Jo(x) + O(yo — 20)O(y)IuJ" (2) =

=T{(0,J")O(y)} + d(x0 — yo)[Jo(x), O(y)]

Ma a tempi uguali il commutatore [Jy(x), O(y)] svanisce, dunque

(T {Ju(x)O(y)}) = (T{(0" Ju(2))O(y)}) = 0

Se andiamo a calcolare il contributo all’ordine piu basso delle funzioni a tre punti, i cosiddetti grafici a
triangolo, ci rendiamo conto che le identita di Slavnov-Taylor non sono soddisfatte:
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T = (—l)i/

d*p

7

p k2
+ A p— ko
q
p—q ky
i
1%
p ko
+ - p—ks
q
pP—q ky
1

eri [p -

d*p i

i

A { v (
m P p— f—m = —m”“]

iy i i ,
+Tr[p—m” S i—m = /fz—m”}

T = (_1)7;/(

2yt [17 5 4

v 7
—m b= k1 — m’Y”}

i i i }
+T"”[p—m”5p—a—m7”p— /w—m”}

Consideriamo per semplicitd il caso massless. Ci aspetteremmo quindi che ¢\T"*** = 0, ma vedremo che non

¢ cosl: infatti utilizzando 1’identita

si ha

QATW)‘——/(

+T'r [/{)

- ‘/ <;l74£4

1
+Tr {757“
b

N ‘/ <;lj£4

+T'r

avs = vs(b— 4)+ D5

d*p

7277)4 Tr

1

1

Tr [/ﬁ%’y

1

Tr

|

1

b

vs(H— 4)+ ps]

1
b= k2

57" ! - ! Y5y ! v
P = K b= K1 b= A4

1

(vs(H— 4)+ ps) L “} +

b— 4 b

Lo, 1 u]_
iy

1 :|+
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ALyt
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. V57" ! 7" ! ¥57" ! gl

—5 - 5

b b— ko2 b= k1 b= 4
— A MV nv
=80 A

Osservando che ¢ = ki + ko, l'integrale si annullerebbe se fosse possibile effettuare lo shift p — p — ko

v =

+Tr

nel secondo termine e p — p — k1 nel quarto termine. Ma gli integrali sono divergenti linearmente e una
traslazione della variabile di integrazione da luogo a extra-termini finiti, per cui l'identita di Slavnov-Taylor
non e piu valida.

1.5.1 Shift delle variabili per integrali divergenti linearmente

In una dimensione, si puo mostrare che la traslazione della variabile di integrazione puo non essere ammessa
per un integrale divergente. Ad esempio se definiamo la quantita

A= | " dr[f(x 4 a) — f(2)

—0oQ
possiamo renderci conto che A(a) puo essere diversa da zero espandendo in serie I'integrando:

2 a2

[ wlt@ra) - @)= [ o fof@) + G 1@ + | = a0 - flo0e)+ G (700) = £+

Quando 'integrale converge, o al pilt diverge logaritmicamente si ha che f(+o0) = f/(+o0) = f(£o0) =
... = 0 dunque A(a) = 0, ma per un integrale linearmente divergente f(4o00) # 0, mentre f/'(+o0) = 0,
dunque A(a) in generale non si annulla:

Afa) = a(f(o0) = f(=00))

Questo ¢ un cosiddetto termine di superficie (considerando che per una retta per “superficie” si intendono
i suoi punti estremi). La generalizzazione per un integrale linearmente divergente in n dimensioni ¢ diretta:

Ala) = /d"r [aAai\f(r) b3 ) )+

Per il teorema di Gauss, I'integrale di volume della divergenza 9y (a* f(r)) in n dimensioni diventa l'integrale
di superficie di %(a" f(r)) in n — 1 dimensioni, dove R ¢ il raggio dell'ipersfera S, (R) che racchiude il
volume di integrazione. Se R — oo, quindi, sopravvivera soltanto il primo termine:

Ry
Aa) = GAff(R)Sn(R)

Nel caso minkowskiano si ha
Afa) = aT/d4r6.rf(r) = 2in%a” Rlim R’R, f(R)

2N

L’ampiezza T a 1 loop risulta proprio linearmente divergente, quindi possiamo applicarle le tecniche

appena apprese. Poiche il fermione tra il vertice vettoriale e quello assiale porta impulso p, possiamo
pensare di traslare tale impulso di una quantita a, combinazione lineare arbitraria di k; e ko:

p—Dp+a
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a=ak+ (o — B)ko
e valutare la grandezza
i 7 7)-
(2)’! pm”%m i’ ﬁ+/z s

1 A 1 v 1 n k1 < ko A MV MU
Tt m ) ( .y ) =2 A

Afa) = T (a) — THA(0) = (~1) /

Si ha allora

4 92 T
VA d*p 0 1 1 1 —i2na’ . PaPEDs
8 =0 [ G o T [ e i A = T e [t P

Consideriamo la traccia
Tr [y* 95777y 1| = =Tr |72 957" 777 7| +26"8Tr [y2r 957

Nel primo termine possiamo adesso sostituire a 774 meta del suo anticommutatore, essendo saturata con
la quantita simmetrica pgps:

— —g"Tr |12 957"9% | + 20T 197 95979% | = —4i (—gPem 4 2g70edn)

ma il secondo termine svanisce perche e saturato anch’esso con p,ps, per cui

AHVA i2m2a” hm pT [4Z (_gﬁgea)\yu>:| PaPpPs i2m2a” i pra4 aipv

(2m) pt (2m) po p?
Sostituendo P75« con 4
2. ;u/)\a Ao
Agy =755

La quantita Ag)A si ottiene da A%A scambiando p con v e k1 con ko, da cui

A = A A = Dy ), = T a) - T 0)

= T a) = T (B) = T*(0) + %ewm(iﬂ —k2)a

Se adesso cerchiamo di imporre le identita di Slavnov-Taylor, ci accorgiamo che non esiste § tale da

soddisfarle entrambe, contemporaneamente. Infatti se consideriamo i termini di superficie per TH":

dp 1 1 1 1
pyo - v _ v —
A = / o [ ALy iy L A’Y“]

:_/dp [1 by 1 w1, 1 u]:
o 7=y Ly ey S R -

d'p 0 1,1 [ d0 Tripwyt(h— k)]
/ <2w>4apTTT[p”” = /fﬂ“] =k / emiopy -k

r
2
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Pys7” k)
27r ikd 27r 1k

2 lim 227y [v“%v”vﬁv“} Palki)s = lim £2e
(2m)t p=oo p

_4'0wﬁu) k —
(27T> P—r00 pg < € (1)5
27r k3 lim Jra

(27r) pooo 4 <_4i6wﬁu> (k1)g = — 8126ayﬂ“(k2> (k1)g =

Stavolta scambiando pu < v e k1 < ko si ottiene lo stesso risultato, per cui

Osserviamo che nella traccia il termine contenente il prodotto pysy” py* si annulla per Pantisimmetria, e
sopravvive solo (—

‘ -

#oB (k) ok
€ (k1)a(k2)p

oo

uv
Al = A

La seconda identita di Slavnov-Taylor, o identita assiale, si scrive allora

1
T (B) = ¢ T"(0) + 2 S (kg — ka)a(kr + k2)x = (1 — B)—5€™ P (k1)a(k2)s
<~ 87 4
—2AHM
(1)

La prima identita di Slavnov-Taylor, o identita vettoriale, invece, si scrive come
d* 1 1
(1 0) == [ & B |

1 1
e B AT e A /“]”T[ﬂ% 7h

Con le sostituzioni

/ﬁ/f

fi=p+ (k11— p)
Fr=(p—ko)—(p— A1)
si ha

g

A 1 V:|+T’r‘|:1>\ 1 yil)\ 1 u:|:
D=4 bk B b4 B4 8 T R
:_/ d'p [ 1

(2m)!

l/ l)\ 1 v| _
pﬂ%p/c ko T P }‘

~
b= k2
[ dY 9 Tr [y ™57y ] palke)s 2im? (k)™ . pr NGy
= —(k1) 15,7 2 — Jor)2 B T Jm o (e ) palke)g =
(2m)* Op p2(p — k2) (2m)t poocop
1 ra
:@EA ﬂ(kl)a(lﬁ)ﬁ
da cui

(k)T (B)

= ()T (0) + ()€™ by = kol = 5yl )aha)y + gz )a(kz)s =
— 1 + ﬁ Auaﬁ(

52 k1)a(k2)s

Vediamo allora che non e possibile soddisfare contemporaneamente le due identita di Slavnov-Taylor, in
quanto § dovrebbe essere uguale a 1 per soddisfare la prima, e uguale a -1 per soddisfare la seconda. I

termini anomali compaiono per funzioni a tre punti della forma (0|7{JaJ4J4}|0) ma non per (0|T{.JJJ}|0)
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per questo solitamente si parla di anomalia assiale. Se scegliamo di mantenere la prima identita di Slavnov-
Taylor (quella legata alla conservazione della corrente elettromagnetica), allora 3 = —1 e Iidentita di Ward
assiale si scrive come ]
uvA - uvaf
T = 53¢ (k1)a(ke2)p

Questo corrisponde ad una modifica della divergenza della corrente assiale come

NJ) = P, Fop

(4m)*
dove F),, = 0,A, — 0, A, ¢ il tensore del campo elettromagnetico. In generale, e reintroducendo le masse, si
puo mostrare che il risultato per una teoria con N fermioni, di carica elettrica @;, carica assiale Qf‘ e massa
m;, € dato da

N
: 1
no_ 2HA . T vpo
oYy = ;:1 Q;Q; <22mZJ + (471')26“ P Fqupo>
dove

N
Th =" QM iy vs¢
-1

J' = ivsii

Osserviamo che questo risultato e indipendente dalla massa delle particelle, infatti € in generale non nullo
anche nel caso di m = 0, inoltre nel 69 Adler e Bardeen mostrarono che le correzioni radiative ad ordini
superiori non contribuiscono al termine anomalo, che quindi rimane. Lo stesso problema poteva essere
affrontato in regolarizzazione dimensionale, con la difficolta aggiuntiva di dover definire la matrice 5 in
un numero arbitrario di dimensioni. In termini di path integral, infine, la misura d’integrazione non &
invariante sotto le trasformazioni generate da s, e lo jacobiano della trasformazione da origine proprio al
termine anomalo.

1.5.2 Anomalie nel caso non abeliano

Si puo mostrare che per una teoria di gauge con simmetria non abeliana anche i loop fermionici con 4 e 5
linee interne contribuiscono all’anomalia, e che il termine anomalo € proporzionale alla quantita

Tr [{T“,Tb} ,TC}

dove T®, T® e T° sono i generatori del gruppo di gauge. Nel modello standard, i fermioni possono stare in
un singoletto oppure in un doppietto di SU(2), pertanto affinche I’anomalia scompaia ¢ necessario che si

rr [{re, 7} 7]
rr [{7e. 7} Y]

Tr [YZTG]

annullino le seguenti quattro quantita:

Tr[Y?]
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dove Y ¢ la matrice di ipercarica. La prima quantita fa chiaramente zero, dato che {T“,Tb} = % e
Tr[r¢] = 0. Per la seconda quantita, osserviamo che per fermioni right-handed 7@ = 0, dunque si ha

Tr HT“,TZ’} ,Y} = (szr[YL]

dove Y7, € la matrice di ipercarica ristretta ai fermioni. Ma i fermioni left hanno ipercarica —1 nel caso dei
leptoni, e % nel caso dei quark, dunque

1
Tr[YL]:2><nl><(—1)+2><3><nq><(§):2(nl—nq)

dove nel secondo addendo abbiamo considerato il contributo di colore per ogni quark; il 2 viceversa & dovuto
al fatto che i fermioni left-handed sono doppietti di SU(2).
Per la terza quantita, di nuovo per singoletti 7¢ = 0, mentre per entrambe le componenti dei doppietti
Y ha lo stesso valore, per cui:
Tr[Y?r%) = (-1)Tr[r] =0

Infine, per mostrare che T T[Y3] = 0, osserviamo che le componenti left e right contribuiscono con segni
opposti alla anomalia assiale, infatti

- 1- 1-
Th =9yt = S (14 9s)8 — vy (1= )¢
Pertanto possiamo scrivere Tr[Y?3] = Tr[Y7] — Tr[Y3], e si ha

1\? 2
Tr[YLg] =n; X 2 X (—1)3+nq><3><2>< (3) :_in+§nq

43+ 2\° N
- —= = —-8n;+ —n
3 3 P g

Tr[Yy] = Tr[Yg] = 6(m — ng)

TrYE] = ny x (—=2)3 +ny x 3 %

Vediamo quindi che se n; = ny, I'anomalia assiale scompare.
Si puo mostrare che le correnti associate con il numero leptonico e il numero barionico

ny
LF = Z (én“ei + 171")/“%)
=1

n,
1=, -
Bt = 3 Z (@i u; + dir*d;)

=1
presentano un contributo anomalo dovuto all’anomalia assiale. Tuttavia, essendo tale contributo lo stesso

per entrambe le correnti, in ogni caso la differenza B — L risulta comunque conservata.
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1.6 Cronologia del modello standard - Fase pre-LEP

Il modello standard presenta in totale 17 parametri liberi:

e dal settore di gauge abbiamo i due parametri corrispondenti alle costanti di accoppiamento di gauge,
gey’
e dal settore di Higgs abbiamo i due parametri v e A;

e dal settore di Yukawa per i fermioni abbiamo 3 parametri per le masse dei leptoni, 6 per i quark, e i
4 parametri della matrice CKM.

Nella fase pre-LEP non si avevano macchine con energia sufficiente per osservare interazioni coinvolgenti
lo scambio tra i bosoni di gauge. I parametri di input erano la costante di struttura fine «, la costante
di Fermi G, e il seno dell’angolo di Weinberg sin? yy, e tutti gli esperimenti erano volti alla misura di
quest’ultimo. Nel limite di bassa energia, ovvero ad energie tali da poter trascurare lo scambio dei bosoni di
gauge, possiamo considerare l'interazione come del tipo corrente-corrente. La lagrangiana effettiva si ottiene
sviluppando al secondo ordine nelle interazioni la lagrangiana di interazione

_ ) gl Y . 1 2 em
Ling = gJ, W} + 5 Y = g(J,W + JIWE) + + e AF

osOw *

1
£eff ~ iﬁznt ® Eint

In questo limite si puo sostituire al propagatore dei bosoni vettori una delta di Dirac per I'inverso della
massa al quadrato del rispettivo bosone, ottenendo

g A em AGF (+) 71 4GF mlz/V
Le —— T Al =
1= 2M2 Z 2C0829 M2 Tudzted; V2 H WAL N V2 cos? Byym?,

T TG tedm A =

4G Z em
7( DI+ pILTY) 4 edimAr

dove
Ty =Ji +iJy
__miy
cos? Byym?

1.6.1 La simmetria custodial

Nel modello standard, e a livello albero, risulta che p = 1: questo significa che le interazioni corrente-corrente
per la parte carica e per la parte neutra hanno stesso coefficiente, e dunque stesso peso. Sperimentalmente
questo ¢ ben verificato e si ha p = 1.0047 +0.0022. A livello di costruzione teorica, il fatto che p sia uguale a
1 & legato alla struttura del settore di Higgs, poiche esso genera le masse dei bosoni: in particolare, ¢ legato
alla nostra scelta di utilizzare un settore scalare che sia un doppietto per SU(2); si pud mostrare infatti che
se il campo ® appartiene alla rappresentazione di spin ¢ di SU(2) (dove T? = t(t + 1)), allora si ha

miy = g [t(t+1) —t3] v?
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m% = (9" + (¢')*)t30”
e in generale p # 1. Dunque, mentre gli esperimenti a basse energie con le correnti cariche ci permettono
di determinare la costante di Fermi, gli studi degli accoppiamenti neutri ci permettono sia di determinare

il valore di sin® Ay, sia di capire a quale rappresentazione di SU (2) appartiene il campo di Higgs. In ogni
caso, nel caso del modello standard p = 1, e se ricordiamo che la corrente Jz ha questa forma:

Jh = J§ —sin? Oy JH,

la lagrangiana diventa

4G
TQF ()% + (J2)* + (J3 — sin® Oy Jem)?) + eJ A"

Se Oy = 0, tale lagrangiana presenta una simmetria sotto SU(2), detta simmetria custodial. Tale simmetria
e presente anche al livello di lagrangiana completa, infatti se consideriamo il potenziale di Higgs V (®):

V(D) = 1 20Td + (0T D)2
questo ¢ invariante sotto una simmetria piu grande della semplice SU(2) @ U(1). Consideriamo la seguente

R
M —
( b0 —9¢~ )

allora il potenziale puo essere scritto come

matrice:

2 A
V(M) = %TT[MTM] + JTrMtMP?
In termini di M, il potenziale cosi scritto € invariante sotto la trasformazione biunitaria
M —UMVT UV eSU?2)

e poiche le due matrici U,V sono indipendenti, il gruppo di simmetria totale del potenziale risulta essere
SU(2) ® SU(2). 1l termine cinetico pero non e altrettanto docile: sebbene si abbia

1
iTr[aﬂMTa“M] = 0,001
non possiamo sostituire la derivata con la derivata covariante, perche si ha
1
§Tr[(DMM)TD“M] # (D,®) D'd

E possibile capire intuitivamente perche questo avviene, osservando che il doppietto (¢™, ¢o) ha ipercarica
1 mentre il doppietto (¢f, ¢~ ) ha ipercarica —1, dunque le derivate covarianti saranno diverse nei due casi;
possiamo concludere quindi che la simmetria SU(2) ® SU(2) risulta rotta dalla interazione di ipercarica.
Trascuriamo per il momento l'ipercarica, dunque la lagrangiana presenta una simmetria sotto SU(2)®SU (2):
poiche SU(2)r & spontaneamente rotta, il vuoto non & invariante sotto SU(2) ® SU(2), ma resta una
simmetria residua ~ SU(2), appunto I’SU(2) custodial.
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Per capire come I’SU(2) custodial sia legata al parametro p, osserviamo che la lagrangiana di massa
dopo l'inclusione delle correzioni radiative si scrive in generale come

1 2 1 2 1 M2 (M,)2 WB?
§mW (WuWiu + WuWéu) + 5 ( Wj’ YH ) ( (M/)Q (M//)Q YH

Affinche il campo del fotone resti massless, & necessario che M?(M")? = (M")*, e di conseguenza ’autovalore
non banale M2 + (M")? corrisponda a m%. Se la matrice di massa ¢ diagonalizzata dalla rotazione di un

1/m22—M2

M

angolo Oy, risultera

tanW =
e dunque
2 2
p= My _ Mw
mZ2%cos? Oy M2

dunque p = 1 solo se M = myy. Ma la simmetria SU(2) custodial fa si che I'unico termine di massa permesso

sia della forma

1 27471 31t — +) M
W Wi+ WRWE + WIS = 2w W

+Wiwy
ovvero un prodotto scalare in SU(2): questo implica che i campi Wi, Wy e W3 abbiano la stessa massa,
ovvero myy = M nelle nostre notazioni, da cui p = 1.

Dunque abbiamo dato conto da un punto di vista teorico del perche il valore misurato di p si discosta
cosi poco da 1: la simmetria SU(2) custodial ¢ soltanto debolmente rotta dall’accoppiamento di ipercarica,
e dai termini di massa per i fermioni (altra sorgente di rottura della simmetria custodial). Ci aspettiamo

quindi termini di correzione dell’ordine di Gym?, infatti da un conto piu accurato si ottiene:

3G, m?
8724/2

dove m; ¢ la massa del top, che fornisce il contributo piu consistente.

p~1+

1.6.2 Fine tuning e massa dell’Higgs

Un problema del settore di Higgs del modello standard e dato dai limiti sia teorici che sperimentali alla sua
massa.

Essendo una particella scalare, ’'Higgs riceve correzioni radiative alla sua massa da grafici di questo tipo:

Il secondo grafico in particolare € quello che da piu problemi, perche presenta una divergenza quadratica;
in ogni caso la teoria e rinormalizzabile dunque tale divergenza non rappresentera un problema di per se,
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Figura 1.3: Limiti teorici alla massa dell’Higgs

tuttavia essendo quadratica il suo contributo cresce significativamente in funzione del cutoff. Supponiamo
infatti di voler considerare il modello standard come una teoria effettiva, valida soltanto fino alle energie a
cui diventano importanti le interazioni gravitazionali, cioe energie dell’ordine della massa di Planck, A ~
10"GeV': questo significa che gli impulsi nei loop potranno assumere tutti valori fino alla massa di Planck,
portando a un contributo del tadpole dell’ordine di A2. Il controtermine dovra essere dello stesso ordine, ma
la sua sottrazione dovra lasciare un residuo di molti ordini di grandezza inferiore, dovendo essere dell’ordine
del centinaio di GeV: ¢ il cosiddetto problema del fine tuning, o delle regolazioni fini. Il fine tuning da un
punto di vista teorico formale non comporta nessun problema, in quanto la teoria ¢ rinormalizzabile e la
sottrazione di un controtermine comunque elevato € perfettamente lecita, ma dal punto di vista concettuale
il punto cruciale e il perche la differenza tra due valori cosi elevati debba dare come risultato un valore
cosl piccolo e preciso. Se richiediamo che il modello standard sia valido fino ad una certa scala di energia,
otteniamo un certo range di valori entro cui puo trovarsi la massa dell’Higgs, e variando la scala si ottiene
il grafico in figura 1.3: vediamo dunque che via via che il cutoff cresce la massa dell’Higgs & sempre piu
vincolata a trovarsi intorno ai 200GeV . Osserviamo comunque che essendo la simmetria rotta mediante una
teoria del tipo A®*, la costante running A(A) va a zero a grandi impulsi, dunque il potenziale iniziale perdele
caratteristiche per cui lo avevamo introdotto, e si parla di trivialita della teoria.

1.6.3 Misura di sin® 0y

Il primo tentativo di verifica delle predizioni del modello standard fu la misura di sin? fy: dalla interazione
carica si ha una misura di G, viceversa la corrente neutra ¢ definita come

Jh = J§ —sin? Oy JH,
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dove

f
To —
J= S f
f

Jh = Qs (fty*fr + frRY" fr)

Possiamo riscriverla in maniera da isolare le componenti left e right:

f
Ty . . . . .
Jhp=>" <23 — sin® 9WQf> Fertfo —sin OwQp fry' fr =Y gf fir" fu + ghSrr IR

f !
f
T .

gr = —sin® O Qy

dove

In precedenza avevamo espresso la corrente come

Z T?{_ul_’yf) 22 ol 1 T?{ 22 o TZ{_M
g5 227f7 5 f—Qysin” Ow fry f=§Z 7—2Qf51n Ow | fv f_?f’Y Vs5f =
f f
1 ~ _
=52 f = chfr s
!
dove
-
c{/ = 73 — 2Qfsin2 Ow
o=
)
. - . oo . . f f
Possiamo quindi esprimere cj, e ¢ in funzione di g; e gp:
o = gi, + gk
f f_f

€4 =91 —9Rr

Lo scattering elastico v,e

I processi d’oro per la misura di sin? @y, sono gli scattering tra elettroni e neutrini appartenenti ad altre
b p g

famiglie, poiche il neutrino e scarico e quindi al processo contribuisce soltanto lo scambio del bosone neutro.

Mediante scattering di protoni su materia si producevano fasci di pioni e kaoni, che a loro volta decadevano

in muoni e neutrini muonici: i muoni venivano deflessi da opportuni campi magnetici, mentre i neutrini

erano convogliati in fasci e diretti su una targhetta di elettroni. Considereremo i seguenti due processi:

vyt+e —y,+te
Vu—l—e —>Vu+6
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_ " _ _ T p " _

e e (& (&

Per la conservazione del numero leptonico, lo Z puo essere scambiato soltanto nel canale ¢. L’ampiezza per
lo scattering e

2
T [ (0= 5)uk)] 5 [958 10— 25)up) + 5 ¥ (14 75)u(p)]

M=—9
m? cos? Oy 2

Prendendo il modulo quadro dell’ampiezza, il termine di interferenza e nullo, in quanto avrebbe la forma

P =75) Py (1 +s) =0 (1 =) (1 +75) 7 =4 Pv*"x—x+ p7" =0

dunque rimane

2
25€1+ (M = <4mZ cos? 9W> (G5 8 [()"R" & (KR = g k) e (s
-8 [(92)2 (( )/Lpl/ ) g/u/(p b ) + iepuau(p/)ppg) + (g%)2 ((p/)upu + (p/)uku - gw/(p : p/) - iepual/(p/)ppg)] =

<m COSQQW) (97)*8 [(92)* (K" - ') (k - p) + (92)*(K - p) (k- p)] =

2
- (GF 8mw) (97)%8 [(95)*(K - ) (k - p) + (a5 (K - p) (k- #)] =

/2 cos? Owm?,
= (16GF)” (g7) [(95)*(K - p')(k - p) + (95)* (K - p) (k- P)]

dove abbiamo trascurato le masse degli elettroni. A questo punto la sezione d’urto differenziale si ottiene da

do B 11 ’ ’
dcosf 327s

ma al solito k-p= 5 e k'-p=—1, dunque

do_ (16Gp)*(g7)*11
dcosf 327 s4

[(92)252 + (9%)?s%(1 + cos 9)2]
da cui la sezione d’urto totale

20 vy2
o = S Lot 4 2 7] -

4G%s
T

1
@ |6 + 0]
ma poiche l'elettrone & fermo, s = (E, + me)? ~ 2E,m,, dunque

8G2m.E,
— (91

Trot(€Vy, — evy,) = -
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Per lo scattering con 'antineutrino si ottiene un risultato analogo, solo che stavolta la traccia relativa
all’antineutrino ha la forma

27 (K (1+35) kr”] = 2 [(R)MR 4 (KR — g (K - k) — e (K)o s
dunque il contributo proporzionale a u corrisponde a g e non a g%:

8G2 m El—, = 1
Otot(€Vy — evy) = — = )2 [

s

Ricordando la forma per cf, e c%, possiamo scrivere

2me v

rarlevs — o) = B (G2 (6 4 ()7 + (6]
2me U,

ran(er — o) = ZTERE (G2 (6 4 () — (e6)(e)

Il rapporto tra la sezione d’urto e ’energia del neutrino & circa

Per lo scattering ve la sezione d’urto € un po pill piccola, ~ 1.3 - 10*9G"Tf’v. Se assumiamo per il neutrino

97 = % come predetto dal modello standard, abbiamo

o nb 2G%me
GeV 3¢

g nb

16-10" [(66)% + (¢)? = () ()] ~ 5.8 107 [(66)% + (e)? = () ()]

dunque

[(¢5)? + (¢4)® + (ef)(c?a)] = 0.28
Un risultato analogo si ottiene per lo scattering ve:

[(¢5)? + (¢4)® = (ef/)(ca)] = 0.28
Se mettiamo in grafico in funzione di ¢y e c4 otteniamo delle ellissi:

Vediamo quindi che ci sono quattro possibili regioni, corrispondenti all’invarianza del risultato sotto le
trasformazioni

97— —g% 5 gh— —g%

9i— 9L i 9h— 9k

Lo scattering elastico v.e

Per capire qual’e effettivamente la regione giusta, abbiamo bisogno di altre due misure indipendenti, ad
esempio gli scattering e™ +v, — e~ + v, ee” + U, — € + I, in cui puo essere scambiato anche un bosone
carico nel canale u:
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blu—wverde: v+e

Figura 1.4: valori possibili di cv e ¢A: [y e viola: pte

Vet e—Vete: w + Z

Ve _k Ko e
Vet e—Ug+e: + 7
e e e b v e
Scriviamo ad esempio 'ampiezza per il diagramma (1):
MO = L (a1 = 35)ulp)] [36)(1 =75 )ub)]

8miy,

Osserviamo che a questo processo partecipano soltanto elettroni left-handed. Per il diagramma (2) ampiezza

¢ invece )

g — v v — (& €
M = ~TeoR byl [a(K )y (el — ays)u(k)] [al)v* (cf — cas)ulp)]
Ricordando che per il neutrino cy, = ¢/} = %, e che per I'elettrone cj, = —% +2sin’ Oy e 4 = —%, possiamo
scrivere )
MO+ M® = = T (a1 = 3s)u(p)] [ )7 (1 = 5 )u(®)] -
w
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[a(K )y (1 = s )u(k)] [a(p" )" (1 = y5)u(p) — 4sin® Gwu(p’)y*u(p)] }

[N

Utilizzeremo adesso quello che va sotto il nome di riarrangiamento di Fierz, per riscrivere il primo termine:

[v5(1 = 5)]ag [v5(1 = ¥5)l16 = — [15(1 = ¥5)] 0 [15(L = 75)]5

da cui

[a(k)yH (1 = 5)u(p)] [a( )y (1 = ys)u(k)] = [a(k )y (1 = ys)u(k)] @ )" (1 = ys)u(p)]

Questo perche nel riarrangiare gli spinori facciamo un numero dispari di permutazioni, il che porta un -1
aggiuntivo. Questo trucco ci permette di riscrivere la somma delle due ampiezze come

1

2
MO 4 M) =~ B {1 = 30)u(4)] | )31 = ) + 25 B o) | =

2

-1 {10090 =) [(5 s 0 ) .06 ) + s G im0 |

Ricordando che gy, = —% + sin? Gy, e che 9% = sin? @, abbiamo

2
MO MO = =[0858 (057071000 + il unl)]} =

g2

= _4m12/V (97) [ﬂ(k,)VH(l - '75)“(’47)] [giﬂ(p’)7“(1 —v5)u(p) + g%a(p’),y#(l + 75)u(p)]

dove abbiamo riassorbito un fattore % nel coefficiente g7 .

Figura 1.5: Intersezioni dovute allo scattering vee

Dunque c’¢ completa analogia col calcolo precedente, a patto di sostituire g7 con 1+ g¢%; la sezione durto
sara data da:
QG%’me e \2 e \2 e e e e
o(vee — vee) = T35 [3 4 (ch)? + () +3(c) + i) + (c)(ca)]
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e si puo dimostrare che per lo scattering v.e si ottiene un risultato analogo:

QG%me e \2 e \2 e e e e
o(vee — vee) = 3. (14 ()% + (¢2)* 4 3(ch 4+ ¢4) — (¢5)(ca)]

anche se ¢ piu difficile ottenere il processo corrispondente: infatti lo scattering e si ottiene sfruttando gli
antineutrini prodotti all’interno dei reattori nucleari, ma non si ha una sorgente identicamente copiosa di
neutrini elettronici. In ogni caso la sezione d’urto per lo scattering v.e € ~ 4 - 10_9%: da questo valore
ricaviamo un’altra ellisse nel piano cy — cga, che interseca le precedenti in due dei quattro punti trovati in
precedenza (figura 1.5).

Sezioni d’urto polarizzate e forward-backward asymmetry

Consideriamo il processo di annichilazione eTe™ — ff:

et f et f
Y Z
e f e f
Vediamo dunque che nel canale s possiamo scambiare un fotone oppure uno Z; in realta esisterebbe anche

il grafico con scambio dell’Higgs ma essendo proporzionale al rapporto % esso € molto depresso rispetto

agli altri.

Sempre in era pre-LEP, i vari acceleratori eTe™ (ad esempio SLAC) potevano raggiungere energie nel
sistema del centro di massa intorno ai 30-50GeV: queste energie sono ancora minori della massa dello Z,
ma ci possiamo aspettare che il termine di interferenza tra ’ampiezza con scambio del fotone e quella con
scambio dello Z conti qualcosa. Infatti, ’ampiezza per il fotone &

mentre quella per lo Z
e

Mz~ —
my

Dunque il termine di interferenza contribuira per una frazione intorno al 30%, infatti il rapporto

MQEDMz_ Mz s 30 — 50GeV
90GeV

2

MéED = Mon 2 ~ ) ~ 10 — 30%

Nello studio dell’annichilazione eTe™ — f f sono molto utili le sezioni d’urto polarizzate, ovvero sezioni d’urto
in cui si considera una polarizzazione ben definita per gli elettroni e per i fermioni uscenti. Le sezioni d’urto
polarizzate diventano molto importanti soprattutto nel caso in cui i fermioni in esame siano leggeri, infatti
nel limite m — 0 elicita diventa un buon numero quantico: in questo caso la polarizzazione dell’elettrone
vincola quella del positrone e viceversa, e analogamente per i fermioni uscenti. Abbiamo quattro ampiezze
possibili, a seconda di come scegliamo la polarizzazione dell’elettrone entrante e del fermione uscente: My,
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Mipr, Mgrr, Mggr. Queste quattro ampiezze, nel limite di massa nulla, non interferiscono tra loro proprio

grazie alla conservazione dell’elicita: ovviamente nel caso di massa non nulla, queste considerazioni sono

tanto piu errate quanto piu grandi sono le masse, essendo la violazione dell’elicita proporzionale ad esse.
L’ampiezza per lo scambio del fotone ha questa forma

-
2
€ _
Marp =i 50 o(k)y*u(p)u(p’)yvav (k')
Viceversa, 'ampiezza per lo scambio dello Z:
qdaqp
2 9ap — *)
g - al e e ( ~ f f
M2 = = Jeost gy PNV = s Jup)l — 50 - [U(p’)'yﬁ(Cv — c375)v(K)

Considereremo da adesso in poi f = u: in questo caso, per I'universalita degli accoppiamenti dello Z ai
leptoni delle varie famiglie, risulta che ¢§, = ¢{; e ¢§ = /4. Inoltre, se consideriamo massless le particelle in
gioco e ricordiamo che g = p + k, il termine

[B(k)Y* (5 — 15)u(p)] aags |50 (e], = o (K)] = [00k) 4(e5 — chrs)u(p)] [a() A(el, - ys)o(k)]

si annulla per le equazioni del moto. Riscrivendo 'ampiezza in termini di g7, = % e gr = 54 (N.B.:
ovviamente I’'Halzen-Martin usa gr, = ¢y +c4 € gr = ¢y — c4), si ha

. 2 e e e e I M " "
1 g _ a9+ 9 g5 — g - g & —g
M g oty [U(kh ( R R75> u(p)} {u(p/)%“< R R%) ”(k’ﬁ -
Z
Z\/>GF7n . N ) )
B q—imzz 2oL ()Y ur(p) + 95or(k)y*ur(P)] [970L (P )0uL (k) + g5vr( ) aur (k)]
Z

Se consideriamo elicita definite per l’elettrone e il muone, ad esempio 'elettrone right-handed e il muone
left-handed, abbiamo:

(Mz)RL = Z;fQGFmQZZQRQL [UR(k)’YauR(p)] [T)L(Pl)’)’auL(k')]
(My)rr + (Mz)gp =i (qg \q/;GF%Z g%szﬁ) [0r(k)Y*ur(p)] [0L(P )VauL(K)] =

2 m2 a2
<1 * %Zﬂ%ﬁ) [or(E)y ur(p)] [0L(P)Vaur (k)]
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Possiamo definire il parametro
_ V2GFm?, 'S
¢? —m% +ilz My e?

dove abbiamo aggiunto al denominatore un termine regolarizzatore per il propagatore della Z, importante
per energie vicine alla massa Myz: I'; infatti e la larghezza di decadimento della Z, e questa rappresentazione
del propagatore viene detta rappresentazione di Breit-Wigner. Prendendo il modulo quadro dell’ampiezza:

62 2
(My)rs + (M)if? = (q) 14 rgigt P4 [20k - )0 - ) + 20k K)(p-3)—

OZZ
—2((k-p)p-K) = (k-K)p-p"))] = (477)2§2 11+ rg5gt | 4[4k - K (p-p)] =

2042 e p|2 2 2
= (4m) ) ’1 +rgRgL‘ 5“1 — cos b
dove abbiamo usato la formula
1

|ar (p)y ur (k) = 1 [a(p)y™(1 — ys)u(k)|* = 2 [pHk” + p "k — g (p - k) + ie? "V ok, ]

La sezione d’urto nel centro di massa

N M+ MDral = 1+ g P — cos 82 = © e {1 - cos O]
Q) p,  64m32s 7/RL 2/ RL 4s IRIL T4 HE

dove osserviamo che essendo una sezione d’urto polarizzata non si media sugli spin iniziali. Analogamente
si puo mostrare che per le altre ampiezze si ha

042

do o e k|2 2 2 2
<dQ>LR == 114 rgigl|” [1 — cosd] 1 lerr|” [1 — cos )

do o’ 2 2 o? 2 2
<dQ>LL_ E‘l—i—rﬂig%‘ [1 —cosf]” = E‘ELL‘ [1 — cosd]
di :ai2|1—|—7“€ M‘2[1+COSH]2:O[72’€ ’2[1+COSH]2
dQ) g 4s 9197, = g ICRR

Il segno di differenza tra le ampiezze LL, RR e quelle miste & dovuto al fatto che nel primo caso sopravvive
il canale u = —3 (1 4 cos ), mentre nel secondo sopravvive il canale t = —35 (1 — cos#). La sezione d’urto
differenziale completa si ottiene mediando su questi quattro contributi:

do 1 a2 9 9 ) ) ) )
010 [(|6LR| + |erL] ) (1 —cosf)” + <|€LL| + |err| ) (1 + cosf) } =
1a? 2 2 2 2 2 2 2 2 2
=15 [(\GLR\ +lerel” + lerr|” + lerr] > (1 + cos 9) + <\6LL\ + |lerr|” — leLr|” — lerL] )cos@]

Poiche si ha )
lesl? = |1+ rgigl| =1+ r2(5gl)? + 2Relrlgg)
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sfruttando il fatto che per elettrone e muone gf = g!' = g; si trova

do  1a?
o= 2 (44 I ((9zgp) + (9rR)? + 2(gL9R)?) + 2Relr] (0% + 6% + 20r91)) (1 + cos? 0) +

ds) 4 4s
+2 (Ir1* ((92.9)* + (9rgr)* — 2(9L9r)*) + 2Re[r] (¢% + 91 — 29rgr)) cosf] =

O52

1 1
= I [(1 + ZMQ (g% + g%{)z + 5Re[?”] (g1 + 9R)2> (1 + cos? 9) I

1 2 1
+2 <4”'"\2 (97 — 9n)" + §R€[7’] (91 — gR)2> cos 9} =

2

‘ Q

[Cs (1 + cos® ) + Cacos ]

W

s
dove abbiamo definito

1 2 1
Cg=1+ Z|7”‘2 (97 +9%)" + §R€[T] (9z + 9r)*

1 2 2
Ca= §|7"|2 (97 — 9%)" + Re[r] (91 — gr)
In generale, se consideriamo la produzione di una generica coppia ff con carica Q , si ha

cij = Qs +rgig]f

e i coefficienti Cy4 e Cg diventano
1 1 2
Cs = Qf + 5 QrRelr) (91 + 9r)* + 171* (97 + 97)

1
Ca= §\T|2 (97 — 912a)2 + Re[r]Qy (g1 — gr)’

Vediamo quindi che i due coefficienti dipendono dal parametro r, che misura il peso relativo dei processi con
scambio del fotone e scambio dello Z: quando r € trascurabile, sopravvive soltanto una parte del coefficiente
Cg, per cui la sezione d’urto risultera simmetrica rispetto allo scattering in avanti o indietro. Ricordiamo

infatti I’espressione per r:
ﬂGFmQZ S . s
r= =1.
s—m2Z+iFZMZ47ra s—m2Z

\/EGFmQZ s . . .
~—Ina Z 5,z entre per energie tra i 20 e i 30GeV r ~ 0.2. Quando r non

€ piu trascurabile la sezione d’urto diventa asimmetrica, e presenta quindi la cosiddetta forward-backward

Per s < my si ha che r ~ —

asymmetry: essa ¢ definita come la differenza tra la sezione d’urto in avanti e la sezione d’urto indietro,
diviso la sezione d’urto totale ) 0
Agy = o %dg -5 %dg 304
= s =-=2
Ll 26dQ 8Cs

Vediamo infatti che nel caso in cui r sia trascurabile, C'4 ~ 0 e I'asimmetria scompare.

L’asimmetria forward-backward e servita per spiegare la discrepanza che si aveva nella distribuzione angolare
per il processo ete™ — pt ™ considerando soltanto la predizione 1+cos? § della QED (figura 1.6); da questa
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All PETRA experiments {+/s = 34 GeV|}

1 b T T rT 17 1717 17T 1T 11
— -—04
+ — 0.2
g8~ . —
o
= - —0
|
z |- \—
- — -0.2
— — -0.4
A T O I N T T I |
-08 -04 0 0.4 0.8 -08 -04 0 0.4 0.8
cos f cas #
{a) (b}

Figura 1.6: Asimmetria nella distribuzione angolare per il processo eTe™ — ptpu~

asimmetria & possibile estrarre anche delle stime per i coefficienti g e g}c : infatti, se consideriamo il rapporto
tra la sezione d’urto totale per il processo e il contributo della sezione d’urto di QFED:

olete” —ptpu)

1 1
R, = =Cs =1+ ZRe[r](gr + gr)* + ~|r|* (97 + 97)* =
OQED 2 4
1 1
= 1+ S Relrlep + J|r*(c), + c4)®

ricavando i valori di R, per un certo r, ¢ possibile ricavare qual’e la zona ammessa secondo l’asimmetria

f—0:

Figura 1.7: Intersezione con la zona ammessa dalla asimmetria f — b

Abbiamo quindi risolto ogni ambiguita, e dalle varie misure & possibile estrarre un valore per sin? 6y ~ 0.23.
Dallo studio dell’asimmetria forward-backward nel decadimento del bb & stato possibile predire I’esistenza
del quark top: infatti tale asimmetria dipende dal coefficiente Cy4, che a sua volta dipende dal coefficiente
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g%. Tale coefficiente contiene informazioni sull’autovalore di SU(2) del bottom: dallo studio dell’asimmetria

b
fu possibile risalire a un valore %3 = —% da cui seguiva che il bottom faceva parte di un doppietto di isospin
debole, e come tale doveva avere un partner con 3 = %, per ’appunto il top.

1.7 Cronologia del modello standard - Fase post-LEP

1.7.1 I bosoni intermedi

Nel 1983, al CERN, Rubbia scopre 'esistenza dei bosoni mediatori delle interazioni deboli, mediante lo
scattering ¢¢ ad una energia di 250GeV . Le reazioni coinvolte erano

u+d—-WT — e+1/e,,u+1/#, Ty,
U+d—W" — e Ve, Uy, 7" Uy
d+d—Z —ete

Dalla statistica accumulata le masse dei bosoni intermedi vennero stimate essere
my = 81.3 £ 1.4GeV

mz =92.1£1.7GeV

Con LEP le proprieta della Z furono misurate con altissima precisione (qualche parte su 10000), mentre
la massa del W, gia raffinata dalle misure di LEP2; ora con TEVATRON ¢ anch’essa conosciuta con una
precisione di 5 parti su 10000. LEP parti nel 1990 al CERN, contemporaneamente ad un altro collider negli

USA, SLAC, ma LEP fu in grado di produrre in minor tempo una gran quantita di Z: la sua luminosita

031 1
cm?2s?

e poiche la sezione d’urto di picco era circa 6 - 10732¢m?2, LEP era in grado di produrre 0.6 Z al secondo,

nominale (ovvero il numero di particelle prodotte dal secondo fratto la sezione d’urto di picco) era 1

cioe circa 5 - 10* Z al giorno. Per determinare la larghezza di decadimento di una particella vettoriale X in
due fermioni si utilizza la seguente formula:

= 1 d3p1 d3p2 —2
(X = _——(@2m)**(Px —p1 —
(X = Jufe) = g CrV 0P = =) o s arysa s, ™M
dove M ¢ ampiezza relativa al processo
fi
Y41
. Cy — €
X — gy VvV — CAY5
Px 2
P2
fo

dove gx € un generico accoppiamento, e ¢y e cq sono da determinarsi a seconda di quale bosone vettore

consideriamo: ad esempio per lo Z gx = ﬁ e y,éa = cy,ca, mentre per i W&E) gy =29 e éy =éq =
%. L’ampiezza ¢ allora
.9z _
M =iza(p)y"(ev — cays)u(pa)en(V)
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dove A = 1,2, 3 ¢ la polarizzazione del bosone. Allora

L 2
M = TX >l MA@ +E)Tr " pon"] = 2eaeyTr [ o1y ys b2} =
X

W —

W

DN (e) (W) {(E + )T — 2648 T8}
A

Nel sistema del centro di massa del bosone possiamo parametrizzare gli impulsi in questo modo:

Px = (mx,0)
pP1 = (Ebm
= (E27 —P)
Se trascuriamo le masse dei fermioni risulta F = = |p] = E, in particolare E = . Scegliendo una

base reale, e ricordando le proprieta di completezza de1 vettori di polarizzazione e“()\).

3
PLPY
E :6“ guu+ X2X
m
A=1 X

Consideriamo le seguenti contrazioni:
P)lé'P)V(TT [/i)lfyu’% /1)271/] = _47;P)/ép)lz'€p,uaypfpg =0

g Tr [ p1yuys payw] =0
PEPLTr [ o1y 2] = APSPY (1) u(p2)y + (01)v (P2)p — 9w (1 - p2)) =

G Tr [ Py p2vw) =4 (201 - p2 — 4p1 - p2) = —4m%

2
dove abbiamo usato il fatto che p; - po = E? + [p]? = 2E? = me Dunque 'unico contributo non nullo &

quello relativo alla contrazione di g,,, con T4, e si ha

gx 1 2, - 93
M = 2 L@ + ) = Lomi (@ +2)
Il contributo dello spazio delle fasi &

d*pr dpy
2m)32E; (2m)32Fy

1
d® = 2mX(27r)464(PX p1— p2)(

Usiamo la delta spaziale per eliminare le variabili ps, in questo modo fissiamo E; = Fy = E:

1 3
S(my — 28)TPL _

= 32m2my E?2
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Ricordando che p = |p| = E, dunque d3p = p?dpdQ = E?dEdS), possiamo usare I'ultima delta per fissare

E = T X
= ———dN
64m2mx
Poiche 'ampiezza non dipende dall’angolo 6, possiamo integrare sull’angolo solido ottenendo d® = 16%. La

larghezza sara allora

2
T2 ~ ~
I =do[M]| = rgg;mx(c% +3)

Possiamo usare questo risultato per ricavare la larghezza di decadimento per la Z in una coppia ete™:

2 2 3
- g 2 2 GFmW 2 2 GFTTLZ 2 9
( ) 487 cos? GW( v+ ca) 67v/2 cos? Oy z(c +¢a) 62 (cv +ca)
Usando sin® By ~ 0.21, ¢§, = —5 4 2sin® Oy ~ 0.08, c4 = —3 e mz = 91.2GeV, si oftiene

['(Z —ete™) ~84.6MeV

Se vogliamo calcolare le larghezze anche per il decadimento in coppie quark antiquark, dobbiamo ricordare
quali erano i valori di ¢y e ¢4 per i quark up e down e per i neutrini:

1 1
vo_ - vo_
Cv—2 Cxp 9
1 4
cﬁzﬁ—gsinzﬁwwo.% A==
1 2
c$:—§+§sm29w~o.36 Y4 =—=

si ottiene
INZ — vv) ~ 166MeV

T(Z — i) ~ 3-98.5MeV = 295.5MeV

T'(Z — dd) ~ 3-125MeV = 375MeV

dove il fattore 3 tiene conto dei contributi di colore. La larghezza totale sara data dalla somma di tutti i
contributi, per tutte le famiglie leptoniche e di quark (escluso il quark top, che ha massa maggiore di quella
dello Z):

D(Z— ff)=3[0(Z—v0)+T(Z—1"1"v)+(Z — dd)| + 2I'(Z — uu) ~ 2500M eV

Il valore sperimentale della larghezza & 2495.24+2.3M eV, dunque abbiamo un buon accordo coi dati sperimen-
tali. Ovviamente i neutrini eventualmente prodotti non possono essere osservati, ma si definisce comunque
una larghezza invisibile come differenza tra larghezza effettivamente osservata e la larghezza in fermioni
carichi:
Liny =T (Z — fYf7)

Per i neutrini abbiamo F?ZU = 495M eV mentre sperimentalmente risulta Ffﬁg =499.9+ 2.5MeV. Vediamo
allora che queste misure molto precise sono anche un test della validita della nostra assunzione di considerare
soltanto tre famiglie leptoniche.
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1.7.2 LEP2

LEP2 & 'upgrade di LEP fino ad una energia nel centro di massa di 200GeV. A queste energie non siamo
pit al polo della Z, e sono importanti anche altri grafici, come ad esempio

et w+ et w+
ete” = WTWw~—: Ve 4 +
V. Z

e~ W— e~ Ww-

et w+

_l’_ .......
H
e~ W=
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