Capitolo 1

Teoria dei campi - Rush finale

1.1 De Curtis

1.1.1 Teoria di gauge abeliana

Consideriamo la lagrangiana di Dirac:
Lp =4 H—m)y

Questa lagrangiana e invariante sotto la seguente trasformazione di fase di prima specie:
Y — ¢ (x) = ()

dove « € un parametro costante e ) € un numero particolare associato al campo . Di conseguenza avremo
Y — e'%). Si dice anche che la lagrangiana & invariante sotto il gruppo di simmetria U(1), o gruppo delle
trasformazioni di fase. L’effetto della trasformazione ¢ — e~**@q) & quella di cambiare la fase del campo v
contemporaneamente in tutti i punti dello spazio-tempo, e dello stesso valore; Weyl suggeri che dal punto di
vista della relativita ristretta e quindi dell’impossibilita di influire istantaneamente su punti lontani (assenza
di interazioni a distanza), fosse pitt opportuno considerare trasformazioni di fase non piu globali ma locali,
ovvero il parametro di fase dovesse diventare una funzione a(x) del punto, in altre parole la fase viene
cambiata punto per punto. In questo modo pero la lagrangiana di Dirac non presenta piu invarianza sotto
trasformazioni di fase (dette stavolta di seconda specie, o di gauge), perche anche la funzione a(x) viene
derivata:

P(x) — P (x) = e ()
O = —iQd,a(x)e @)y 4 (1R@) G 4

Questo fatto ci suggerisce di modificare il concetto di derivata, definendo un oggetto che trasformi sotto

trasformazioni gauge in questo modo:
/
D, — D,

D#w — D;j/w/ — e—ZQOC(J?)Duw

Scrivendo la lagrangiana in termini di questo nuovo operatore differenziale, detto derivata covariante, avremo

b =Bl D —m)



che adesso risulta invariante sotto trasformazioni di gauge.
Costruiremo adesso l'operatore differenziale adeguato ai nostri scopi. Definiamo

D, =0, +ieQA,(x)
In questo modo
Dy = 3,ﬂb + ieQAM(:U)
e se effettuiamo la trasformazione di gauge:
D'y = (0, + ieQA (x))e QW = —iQ8,a(z)e QW + QUG ) +ieQA! (x)e ")y

Se vogliamo che il risultato sia e‘iQo‘(x)DM@ZJ, dobbiamo imporre che

ieQA:L — iQOu0(x) = ieQA,
ovvero che sotto la trasformazione di gauge il campo A* trasformi come

1
Ay — A=A, + g@ua(a})

Possiamo quindi scrivere la nuova lagrangiana, invariante di gauge, in termini della vecchia lagrangiana di
Dirac pill una correzione contenente il nuovo campo A,

=10 B —m)p—eQuyp A" = L + Ling
dove abbiamo definito una lagrangiana di “interazione come
ﬁint = _JMA'LL

JH = eQipytip
Se interpretiamo e come la carica del protone, ) la carica elettrica dell’elettrone in unita di carica elettrica
del protone, e A* come il campo del fotone, vediamo che 'introduzione della derivata covariante ha prodotto
un risultato equivalente alla sostituzione minimale.

Dal punto di vista della geometria differenziale, il campo ¥ (x) € C puo essere visto come una sezione
del fibrato M ® C, e la derivata ordinaria d,, come una connessione sul fibrato, valida finche ci limitiamo a
considerare trasformazioni di fase globali. Infatti, una connessione deve essere C—lineare nella sezione da
derivare, il che significa che 9,,(e"*¢)(z)) come effettivamente accade. Se invece il gruppo delle trasformazioni
che agisce sulla sezione ¢ piu esteso, nello specifico consideriamo il gruppo delle trasformazioni di gauge, 9,
non € piu una connessione valida perche punto per punto

Bu(e () = i0ua(x)h(x) + @ ap(x) # @, h(x)
L’espressione piu generale per una connessione su un fibrato del nostro tipo &
O +T,

dove i I';, rappresentano i coefficienti della connessione.



Richiedere invarianza locale per la lagrangiana implica introdurre un campo di gauge A,, con una
ben precisa legge di trasformazione. Se vogliamo rendere dinamica questa particella abbiamo bisogno di
introdurre un termine cinetico, che dovra essere invariante sotto trasformazioni di gauge (poicheé non vogliamo
che la dinamica del campo dipenda dal gauge) e quadratico nelle derivate, affinche A, soddisfi I'equazione di
Klein-Gordon. Se indichiamo con U la trasformazione e ") dalla legge di trasformazione della derivata
covariante si ha:

D\ =UDyp =UD U Uy =UD, U1/

dunque

D, =UD, U
Se consideriamo il commutatore di due derivate covarianti, esso si trasformera quindi alla stessa maniera:
[D),,D,] =UD,UUD, U —UD,U'UD, U =U[D,,D,JU"
Inoltre, risulta che
(D, D)) = [0, +ieQA,, 0, + ieQA,] = [0, 0] — e2Q? (A, A)] +ieq(0,A, — 0,A,) = ieQ(0, A, — 0, A,)

ovvero il commutatore di due derivate covarianti non € pitt un operatore differenziale, questo implica che
U[D,, D, U™t =[D,, D,], e se definiamo il tensore antisimmetrico

ieQF,, = [D,,D,]

esso risultera invariante sotto trasformazioni di gauge. Un termine cinetico canonico per il campo A* si
ottiene allora intoducendo il termine —iFWFW nella lagrangiana:

L=l p—m)b = eQUn" Ay — {FruF™

Il campo di gauge cosi costruito ha necessariamente massa nulla, perche se vogliamo rispettare 'invarianza
di gauge dobbiamo escludere dalla lagrangiana i termini della forma mQAuA“. Questo & concorde con il
significato del campo A, come coefficiente della connessione: avendo la funzione di correggere le fasi dei
campi 1 in ogni punto dello spazio-tempo, l'interazione da esso mediata non puo che avere range infinito.

Quantizzazione di una teoria di gauge abeliana

Nella quantizzazione delle teorie di gauge mediante il path integral abbiamo incontrato dei problemi dovuti
proprio all’invarianza di gauge. Ricordiamo brevemente alcuni risultati per gli integrali gaussiani:

i . 1 3 —1
Doe3(0Ad) i(Jd) _ e2JAT) (hosonico
/ ¢ vdet A ( )
DoAY i)y _ L imaniy) oni
DiyDe < e = e fermionico
/ vDy Vdet A ( )

Se consideriamo una teoria di gauge abeliana come ’elettromagnetismo, il problema della sua quantizzazione
e il seguente: l'operatore d’onda di Maxwell, nello spazio degli impulsi

(—K*g"™ + K'EY)



¢ degenere, infatti tutti i campi della forma flu(k}) ~ k, sono autovettori con autovalore nullo. In particolare
I'operatore d’onda non e invertibile e non possiamo usare le tecniche del path integral. La situazione e
analoga a quella dell’integrale gaussiano

= —1a2(z—y)? > 1o A
Z:/ d.%'dy€ 2 (@) :/ d.%'dye 3TiAij T

—0o0 —0o0

A2 1 -1
K -1 1

Tale matrice ha determinante nullo, e anche in questo caso non possiamo utilizzare le formule che conosciamo.

dove A & una matrice 2 x 2

Osserviamo pero che 'integrale risulta invariante sotto I’'insieme delle trasformazioni
=1+ Q

Y=y +0Q

Abbiamo quindi una direzione nel piano z,y in cui I'integrando ha sempre lo stesso valore:
T—=Y=xo—Yo

per g, yo arbitrari. L’integrale risulta allora infinito, dovendo sommare un valore costante su un insieme di
misura infinita, corrispondente a tutte le possibili traslazioni: in effetti, vedremo che l'infinito corrisponde
proprio al volume del gruppo di simmetria dell’integrale, ovvero il gruppo delle traslazioni in una dimensione.
Per isolare I'infinito dovremmo trovare il modo di integrare solo su una retta perpendicolare alla direzione
di invarianza. Introduciamo allora la seguente identita:

1:/_Zd(26(;(x+y)+(2>

7 = / dQ/ dxdyd <;(x +y)+ Q) e~ (@=y)* —

Se effettuiamo la traslazione v — 2’ = x + Q e y — 3y = y + Q, la misura d’integrazione non cambia, come
non cambia l'integrando, e otteniamo

o0 o0 ]. / !
= / dQ / dx'dy's (2(93/ + y’)> e’ @) =

A questo punto nell’integrando non c’¢ piu niente che dipende da €2, e il contributo del gruppo di ”gauge*
delle traslazioni e fattorizzato nell’integrazione in df2: in effetti, esso rappresenta proprio il volume del
gruppo di simmetria dell’integrale. Nel caso del path integral e del funzionale generatore fattorizzare una
costante, pur infinita, non ha ripercussioni sulle funzioni di Green, che sono definite in base a rapporti.

La retta = + y = costante interseca le orbite di gauge x — y = costante, una volta ciascuna; possiamo
pensare anziche ad una retta, ad una curva qualunque f(x,y) = 0, con la stessa proprieta di intersecare
ciascuna orbita una sola volta. In questo modo si generalizza l'identita:

1= () [ 984", 2)
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dove Ay ¢ una funzione che andremo a determinare. Per le proprieta della ¢:

(22— Q)

Q _Q\ ?
i |00 Q=0;

dove ©; sono tutti i punti per cui f(z%,y®?) = 0. Poiche per ipotesi la curva f(z,y) = 0 interseca una sola

volta le orbite di gauge, I'unica soluzione e per 2 = 0, dunque

(02
1= Af(x,y)/anf()
%],
dunque
of
A =|==
1@,y) =135 -

In altre parole A¢(x,y) ¢ lo jacobiano del cambio di variabile 2 — f(€2); nel caso generale della teoria dei
campi, in particolare per le teorie di gauge non abeliane, avremo tante orbite di gauge quanti sono i campi
di gauge, quindi in generale non avremo uno jacobiano ma un determinante jacobiano. Dimostriamo adesso
che A¢(zx,y) ¢ una funzione gauge-invariante:

1= () [ 987", 27)

Se facciamo una traslazione
x—x+Q

y—y+
1 _Af(:c+Q’,y+Q’)/dQé(f(a:+Q+Q’,x+Q+Q’))

Se definiamo Q" = Q + €, e osserviamo che la misura df2 ¢ invariante per traslazioni, abbiamo
1:Aﬂx+@y+9@/d¥&ﬂx+ﬂﬂx+wm
Rinominando Q" = ), otteniamo
Ap(z+Qy+ Q) /dQé(f(m +Q,2+Q) =As(z,y) /dQ(S(f(xQ, z)

ovvero A¢(z,y) € una funzione invariante di gauge, e viene chiamata determinante di Fadeev-Popov.

Nel caso delle teorie di gauge di tipo SU(N), avremo un set di N? — 1 funzioni fB(AI‘:‘), che dovranno
soddisfare la condizione di intersecare una sola volta le orbite di gauge. Consideriamo una trasformazione
di gauge infinitesima:

Q=1—ias(z)T4

Al prim’ordine il prodotto di due trasformazioni di gauge infinitesime si puo scrivere come

QO =1 —i(aa(z) + o/y(z)TA



L’integrale sulla misura du(Q2) allora sara una produttoria delle varie a4 (x) su tutti gli A e tutti gli :

dp(Q) = [ [ daa(x)
x,A
Possiamo generalizzare 'identita 1 = Ay(z,y) [ dQ6(f(Q)) al caso funzionale:

1= Ag(A]) [ du(@)s [£a(AD)]
Anche stavolta il determinante di Faddeev-Popov € una funzione gauge-invariante, ed e espresso da

5 fa(AS))

A
Af[A#] = det 5@3(1‘)

ap=

Fisicamente le delta si possono interpretare come funzioni di gauge-fixing: il determinante di Faddeev-Popov
rende conto di come cambia la fisica da un gauge all’altro. Se consideriamo un path integral della forma

/D(A#)eifd4x£[’4]
possiamo introdurre I’identita
/ D(4,)e A = / D(A)du(@)e T A5 [fa(AD)] Af[47]

Il problema di questa procedura & che quando il determinante di Faddeev-Popov dipende dai campi, non
puo essere fattorizzato e complica 'espressione dell’integrale, che non sara piti un semplice esponenziale ma
conterra a fattore dei complicati operatori differenziali. Tuttavia abbiamo imparato che un determinante puo
essere visto come risultato di un integrale gaussiano fermionico, per cui possiamo riassorbire il determinante
di Faddeev-Popov all’esponente, a patto di introdurre dei campi aggiuntivi, detti campi di ghost, di cui
dovremo poi tenere conto in termini di diagrammi di Feynman.

Nel caso della QED spinoriale, la lagrangiana e

_ ~ 1
L= P—m)p—epy'pA, — iF“VFW
dunque il funzionale generatore si scrive come
Z[Jpn m, 77]] = /D(Al“ @b, '&)eifd4x£6ifd4xJuAH+ﬁw+Jm

Il funzionale generatore puo essere riscritto in termini di un opportuno operatore differenziale applicato al
funzionale generatore libero:

Z[J,,m, 7] = exp {—z’e/d4x (zé) Vuu <_25‘;> <—z£ﬂ> } Zo[J s, 1)

Occupiamoci in particolare della parte di gauge di Zy:

Sa = —i / daF,, F* = —% / dw0, A, (9" A — 0¥ AM) =

6



Integrando per parti, si ha

= % / Az A, (g™ — 9V OM) A,

%82 gh¥ — 0¥ 0" & loperatore singolare che abbiamo gia incontrato. Per quanto riguarda il settore fermionico,
invece, si puo risolvere esattamente e si ottiene:

Zlnil = Nep {i [ dadynta)eta i) |
dove Sp(z — y) ¢ il propagatore di Feynman fermionico, ottenuto invertendo 'operatore (i 0 — m):

—1ipx

d* '
Sp(xz) = lim P !

e—ot ) (2m)* p—m+ ied

Supponiamo di voler imporre come condizione di gauge quella di Lorentz; definiremo allora una funzione

flAu] = 9,.A"
e imporremo f[A,] = 0. In questo caso non ci aspettiamo un determinante jacobiano ma un semplice
jacobiano:
1
Af} =A,+ g@ua(w)
1
FA) = 0, A" = 9, A + ga%(m)
dunque
Of[AR ()] 1
LR 29%8( —
5a(y) S070(@ —y)

In questo caso il determinante di Faddeev-Popov non dipende dai campi, dunque puo tranquillamente essere
fattorizzato dall’integrale, senza bisogno di ghost. L’unico effetto dell’imposizione della condizione di Lorentz
all’interno dell’integrale funzionale & quindi un fattore moltiplicativo inessenziale, che si elidera nel rapporto
con Z[0]:

/ D(A,) exp {; / dir A, (9% — 040" A,,} =
= det (ia%(x - y)> / D(A,) exp {; / d*z A, (8°g" — 0"9") Ay} 5(0, A"

Osserviamo che la delta funzionale impone d,A* = 0 per cui possiamo eliminare il contributo 09"
nell’operatore di Maxwell. Possiamo scrivere in forma esponenziale la delta funzionale:

dp ipT % zc(x T
3(z) = / e = 00" = / Deet [ c(a) @, 4%(@) _

Integrando per parti & possibile spostare la derivazione su c:

_ / Dee—i [ Aa@uc@) A (a)



In questo modo la parte di gauge diventa:

_ /D(Ay)Dcexp{—/d‘leu <_;azg/w> Ay}eXp {Z./dz;xu“ —@c(m))A“(x)} _

In questo modo abbiamo ricostruito un integrale gaussiano, che da come risultato

/Dcexp{—Q/d4 (Ju—0 c)ai( “—Bl‘c)}:
/Dcexp{—/d4xJM62J“}exp{ /d4xJ 88“0} exp{—/d4x8 cﬁﬁ c}

Integrando per parti i due esponenziali contenenti il campo c:

exp{ /d4xJM828“c} = exp{ /d4xca28“<] }
d*zd, Lowel = dhre %) = e
exp 2Oucazdicr = expq T =expq g ze(x)e(x)

Di nuovo abbiamo ricostruito un integrale gaussiano, abbiamo infine

1
Kexp{ / d'x JME)QJ“} / Dcexp{2 / d4a:6(a:)0(33)}exp{ / d”‘xc@@” }
. 1 1 oro”
= Kexp{ /d xJMaT]“}eXp{;/ 8 B”Jua28y } Kexp{ /d :L‘J |: <82_g/“’ —_ [82]2>:| Ju}

dove K & una costante che tiene conto del determinante della forma quadratica —%64(33 — y). Abbiamo

JuGHY T,

quindi raggiunto una espressione della forma e -3¢ ) , dove G & propagatore del fotone, per la parte di

gauge. Tale propagatore, nello spazio degli impulsi, si scrive:

Pk [ g ke k .
G y k) = i s pwyo nv —ikx
(k) = lm, Z/(27r)4 (k:2+ie (k2+ie)2)e

Con questa scelta di gauge, quindi, abbiamo ottenuto un propagatore trasverso. E possibile fare lo stesso

conto anche in una classe di gauge piu generici, detti R¢ gauge, semplicemente cambiando la funzione di
gauge-fixing (cioe la funzione che interseca le orbite di gauge) all’interno della delta funzionale:

0(f(Ap) = B)

dove B e una generica funzione che non dipende dai campi. Stavolta siamo intenzionati ad aggiungere una

ulteriore integrazione funzionale su tutte le funzioni B, e a tale scopo utilizzeremo una ulteriore identita,

generalizzazione dell'integrale gaussiano [ dre=®" = L

/D exp{ 2 d4sz} d(f(A,) — B) = costante

dove £ ¢ un parametro generico. Inserendo I'espressione nell’integrale funzionale di gauge si ha

/D(AM)exp{i/d4x£} exp {i/d‘l:cJNAl‘} -
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= cost/D(Au)D(B) exp {i/d%ﬁ} exp {i/d4:z:JuA“} exp {—22 d‘*xBQ} 6(f(Au) — B) =

L’integrazione su B fa si che B = 0,A", dunque il risultato netto ¢ di aver aggiunto alla lagrangiana un
contributo di gauge-fixing:

_7i 4 Y2
Sar = 2£/d (0, A*)

_ cost / D(A,)D(B) exp {z / d4x£}exp {2 / d4xJ#A“}eXp{—2i£ / d4x(8uA“)2}

Integrando per parti il termine di gauge-fixing si ha
1

__i 4 u2_/4 v m
Sar = %€ dx(@uA)—zg d*zA”0,0,A

= cost/D(Au)exp {; /d4xAM (829‘“’ — oro” <1 - 2)) } exp {i/d4xJMA“}

L’operatore d’onda

da cui

_f2uv © Y _1
2(9g + 00 <1 f)

non e piu degenere, dunque possiamo invertirlo, ottenendo

e [ A (g R i

@0 =iy = [ oy (550~ 9rap)
Il fatto piu importante e che la parte di propagatore proporzionale a k*k” non contribuisce mai alle ampiezze
fisiche in QED: infatti, quando il propagatore si connette a correnti di fermioni on shell, il termine k*.J), si
annulla per le equazioni del moto; viceversa, si puo mostrare che nel caso il propagatore si connetta a correnti
fermioniche interne, quindi a particelle potenzialmente off-shell, i contributi di particelle e antiparticelle si
presentano sempre in numero uguale, e con segni opposti in modo da elidersi. Per questo, i risultati fisici non
dipendono dalla gauge (cioe dallo £) considerata; questo ci permette di scegliere la forma del propagatore
che semplifica maggiormente i calcoli.

1.1.2 Teoria di gauge non abeliana

Consideriamo adesso una lagrangiana di Dirac, ma per N campi fermionici:

N
L= Z@Za(i B —ma)a
a=1
Se le masse m, dei fermioni sono tutte uguali, la lagrangiana presenta una simmetria per rotazioni nello
spazio N —dimensionale degli spinori; possiamo pensare ad esempio ad una teoria invariante sotto un SU(3)
di colore, in cui per ogni quark si ha un tripletto:

YR
U=1 v¢p
Ya



Poiché uno spinore & una quantitd complessa, le matrici che conservano il prodotto hermitiano v'a, sono
matrici unitarie:
Yo — Mgty M € U(N)

Se ci limitiamo alle matrici M con determinante 1, il gruppo di simmetria della lagrangiana sara SU(N).
Un generico elemento di SU(N) si scrive come

U= e—iaTA

dove a4 sono dei parametri arbitrari e T4 sono i generatori del gruppo, matrici N x N che soddisfano
I’algebra
[TA,TB] — ifABCTC

fABC

dove le sono dette costanti di struttura e sono antisimmetriche nello scambio di due indici. SU(N)

dipende da N2 — 1 parametri, dunque avremo N? — 1 generatori; essi vengono normalizzati in modo che
5AB
Tr(TATP) = —~

ad esempio nel caso di SU(2) i tre generatori sono %, dove oy, i = 1,2, 3 sono le matrici di Pauli.
Se vogliamo generalizzare questa simmetria da globale a locale, dobbiamo promuovere i parametri a4 a
funzioni cy(x), e la derivata a derivata covariante:

o, — D,

Stavolta pero, poiche 'operatore di derivata agisce non pitl su un singolo spinore ma su un multipletto,
avremo degli indici aggiuntivi:
(D,u)ab = 5ab6,u + Z.g(B,u)ab

dove g ¢ la costante di accoppiamento associata alla simmetria non abeliana SU(N). Anche stavolta
imporremo che sotto la trasformazione

U — e a@Ty = 7 (2) ¥
la quantita D, ¥ trasformi in maniera opportuna:
[D,V] =U(z)D,¥
(0 +1igB,)U(2)¥ = (9,U(2))¥ 4 U(x)9, ¥ + igB,U(x)¥ =
= U(a) (0,9 + igU " (@) BLU () + U~ (2)(0,U (2))) ¥

Cioe .
_ {2 _
B, =U(z)B,U " + g(aHU(g:))U L(z)

Nel caso abeliano U e B, commutano e si itrova la legge di trasformazione del campo del fotone. Se
consideriamo una trasformazione infinitesima si ha

U(z) ~ 1 —ia T4
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per cui
1
U(z)B, U™ + — (a U(z)) U™ Nz) ~ B, —iaa[T4, B,] +§aﬂaATA

Poiche B; acquisisce componenti nelle direzioni dei generatori, possiamo pensarlo come una loro combi-
nazione lineare:
_ AApA
B, =A,T

In questo modo avremo N2 —1 campi di gauge, che definiscono i coefficienti della connessione, e trasformano
in questo modo:

1
0B, = —iaa(i fAPCYABTY 4 fé?#aATA

6AC fABCaAAB + 8 a®
Possiamo definire in maniera analoga al caso abeliano il commutatore di due derivate covarianti:
[0, + 9By, 0, +igB,] = ig(8,B, — 9,B,) — ¢*|By, B, =
=ig(0, AT — 0,A)TC — ig? fAPC AN ADTC

Stavolta, a differenza del caso abeliano, il commutatore tra i campi di gauge ¢ diverso da zero. Possiamo
definire anche stavolta un tensore antisimmetrico

igF = ig(0,AS — 0,AS — gf P AN ADTC = igFPhY T
Ma poiche F),, F* & ancora una matrice N x N, per ottenere uno scalare sotto SU(N') dobbiamo prenderne
la traccia. Il termine cinetico per gli N2 — 1 campi di gauge A’} si costruisce allora come

1 174
— TP Fy) = 4F,;“VF“”

Il termine cinetico, oltre a contenere derivate del second’ordine, contiene anche termini trilineari e quadri-
lineari nei campi di gauge: a differenza del caso abeliano, in cui il termine cinetico era un termine di campo
libero, per una teoria non abeliana —fTr[F””F v] contiene gia termini di self-interazione del campo, per
cui una teoria con simmetria di gauge non abeliana non ¢ mai una teoria libera. In altre parole, i campi
di gauge risultano carichi per l'interazione che mediano, a differenza del campo del fotone che ha carica
elettromagnetica nulla. Come il campo del fotone, pero, anche i campi di gauge di una teoria non abeliana
sono a massa nulla perche un termine di massa romperebbe 'invarianza di gauge. I campi di gauge per una
teoria SU(3) di colore vengono chiamati gluoni.

Equazioni di moto per i campi di gauge

La lagrangiana completa si scrive allora come

L= H—m)¥ - g¥y"B,¥ — ZFﬁ,F‘“’

da cui possiamo scrivere ’azione:
S = /d%\y(i b —m)¥ — g B, — 4F;‘VFW
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Al solito, per trovare le equazioni del moto dei campi € necessario trovare la variazione dell’azione sotto
variazioni arbitrarie dei campi, e imporre che sia nulla. Cominciamo col termine di gauge:

1 FAFV 1 FVFA
5< 4/d4 jg X) 2/d4 (5 Z ,uu)
1

== [ @ (0,(641) - D,6AY — o POGAZ AT + AZSAD)) FY

Integrando per parti, e sfruttando 'antisimmetria di F' HA si ottiene

v

1
= D) /d4x (—51433#}3“4” + 5A;‘8,,F“4V - QQfABCF’;VAféAE) =
1
=3 /d4x (—2(%[75" — 2ngBCF“4”AE) (5A§ = /d4x (BMFg” — ig[ifABCFZ”Af]) 5Af =

- / d*z (0, FL” +ig[By, F*)c) 6AS
I campi di gauge sono contenuti anche nel termine di lagrangiana con la derivata covariante:
0 (—g‘i/'y“B#\I/) = —g‘i/fy”TA‘II(SA;:l

Le equazioni del moto si trovano imponendo

5S
SAC —
= 0, FL +ig|B,, F*]c = gUy" T4V

0

Questa espressione ci dice che la corrente conservata per una teoria di gauge non abeliana e diversa da quella
del caso abeliano. Infatti, se prendiamo la quadridivergenza di entrambi i membri:

0vg (i[By, F*]c — 04" T40) = 0

Poiche 8V8MF5” ¢ automaticamente nullo per 'antisimmetria. Avremo quindi N? — 1 correnti conservate,
date da

JE = g (i[By, F*™)c — Uy TAY)
Tale corrente non e altro che la corrente di Noether associata alla invarianza globale: essa riceve contributi
anche dai campi di gauge, che come abbiamo detto sono anch’essi carichi.

Quantizzazione di una teoria di gauge non abeliana

Considereremo una teoria con N fermioni, invariante sotto la simmetria di gauge SU(N). Questo implica
che avremo N2 — 1 campi di gauge, e che possiamo mettere i fermioni nella rappresentazione fondamentale
di SU(N), ovvero nel multipletto
Y
va
U= .

iy
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dove i numeri rappresentano l'indice di gruppo, e le lettere greche gli indici spinoriali. In altre parole, i
generatori del gruppo saranno N2 — 1 matrici N x N:

(TA)ab

La lagrangiana di pura gauge, per una teoria del genere, ha la forma

1 v
L= —ZF;‘VF;(

dove I'espressione esplicita per Fj” ¢
ABC 4A 2B
FS, = 04AY — 0,AG — gf PO AL AL

da cuil

1
La=—7 (0,47 = 0,A7 — gf PO ATAT) (0" AL — 07 AL, — g AP0 Al A)

Possiamo suddividere la lagrangiana di gauge in due settori, il primo sara il termine cinetico regolare, il
secondo conterra le self-interazioni dei campi di gauge:

La=LY+c
1
£ == (945 - 9,A7) (0" AL - 0" AL)

1
£l = 9, AT APC AL A — 2g2FAPC PP A AT Al A,

Per quanto riguarda il funzionale generatore interagente, si puo ottenere da quello libero col solito trucco:
Z[JK] = exp { iSD) Lo Zo[JH]
A i 6J7 A

dove
ZQ[J;‘] = K/D(Aﬁ) exp {i/d4x <£(2) — 215(8,“4%)2> } exp {i/d‘lm’J:‘Ai} Af[AZ‘]

¢ il funzionale libero, gia corretto con il gauge fixing. A f[Aﬁ] e il determinante di Faddeev-Popov del
caso non abeliano, che come vedremo dipende dai campi e non ¢ fattorizzabile. Sotto una trasformazione
infinitesima abbiamo visto che i campi di gauge U ~ 1 — as(2)T4 trasformano come

1
A — A+ gaﬂom + fAP%pAS

A volte si preferisce per comodita riassorbire la costante di accoppiamento g nelle funzioni di gauge a4(x):
aa(@) = gaa(a)
per cui

Aﬁ — Aﬁ + dyan + ngBCaBAS

Definiamo allora

(D#)Acac = auOéA + ngBCOéBAS
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La funzione di gauge-fixing, nella condizione di Lorentz generalizzata 9,A" = 0, sara
FlAf(2)] = 8,A4%
Sotto una trasformazione di gauge abbiamo
FIA (@ ) = Al + 0, D" s
Il determinante di Faddeev-Popov si scrive allora

8 f[Az (z; )]

_ '&%D“a,q(a:)
dap(y)

Son ) = 0,D4 0% (2 —y)dcp = 0% 4pd* (x—y)+gfABCD, (64 (z—y) AL =

ap=0 ap=0

= Mup(z —vy)

Myp € quindi la forma quadratica il cui determinante dipende dai campi. Essendo un determinante
funzionale, possiamo ottenerlo come risultato di un opportuno integrale funzionale fermionico:

det Map = /Dch* exp {i/d4xd4ycf4(x)MAB(x — y)cB(y)} =

= /DCDC* exp {—z’/d4xc*A(x)a2cA(x) +ngBcc;(x)aM(cB(x)Ag(x))} -
= /Dch* exp {—i/d4xC*A(ﬂf)820A(x) _ ngBC(auC*A(Jf))CB(l‘)A/é(:L‘)} _

/ DD exp {—i / d*zcy(x)dca(x) + g fABC(ﬁﬂc’;‘(x))A‘é(x)cc(x)}

dove nel penultimo passaggio abbiamo integrato per parti e nell’'ultimo abbiamo usato ’antisimmetria di
fABC La matrice M non porta né indici spinoriali né indici di Lorentz, dunque i campi ¢ e ¢*, pur
essendo variabili di Grassmann, sono campi scalari; questa apparente violazione del teorema spin-statistica
si risolve osservando che le particelle ad essi associate, i ghost, non si trovano mai negli stati iniziali e finali,
ma intervengono soltanto negli stati intermedi, dunque non sono osservabili. In ogni caso, essendo campi
anticommutanti, ogni loop di ghost porta un —1 come i loop fermionici.

Osserviamo che i ghost non sono soltanto campi ausiliari, perche la matrice M 4p contiene anche un
termine cinetico, che finisce nel funzionale generatore libero:

ZO[J,‘f,jA] = K/D(AZ‘) exp {i/d4x <£(2) — 215(8“14’2)2) } exp {i/d‘lifA’A} :

-/DCADCZeXp{—i/d4:rcf4820A}exp{i/d4:L’chA+cf4jA}

La parte di ghost puo essere risolta, ottenendo
/DCADC*A exp {—i / d4$cf4326,4} exp {z / d*zjhea + C*AjA} =
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= det (i0?) exp {— / d4a:jj2(;2ij,4} = det (i0%) exp {— / d*zd*yj; (z) Aap(z — y)jA(y)}

dove Agp(x —y) =94 35—554(:1: —y) ¢ il propagatore dei ghost. Nello spazio degli impulsi si ha

d4k‘ efikx
Aaplk) =9 lmi | ———5——
ap(k) = a5 el Z/ (2m)4 k2 + i€

Per quanto riguarda il propagatore del campo di gauge nel caso non abeliano, la generalizzazione ¢ immediata
e si ha un risultato identico a quello del fotone, a parte gli indici di gruppo:

d*k gt kHrEY :
G =9 i —1 — " (L (1" —ikx
ap(®) AB ei%lJr Z/ (2m)4 <k2 + i€ (1-¢) (k2 + ie)2> €

La parte di funzionale libero fermionico avra la forma
2= [ D pep i [ateii o myut foxo i [ atarton 1 o} -

= exp {—2' / d*zd*yi*(x)Sap(x — y)nb(y)}

dove Sy (x — y) ¢ il propagatore dei fermioni:

d4]{7 Z‘efikz
Sap(x —y) = 0gp 1 -
(@ =) b lor (2m)* & —m +ie

Infine avremo

. -k a —=a - —Qa 1 v
Zo[ TS, B g5, 1" = exp {—@ / d*zd*yi® (z)Sey(x — y)nb(y)} exp {—2 /d4xd4yJX(ﬂf)Gﬁf(ﬂf - y)JB(y)} :

-exp {— /d4:cd4yj2($)AAB(fU - y)jA(y)}

Consideriamo adesso le interazioni, e vediamo cosa cambia nel vertice fermione-gluone rispetto al caso della
QED:

L = —igay" (T4 apthp A}

i i9a Y (T7) apthp Ay

Il funzionale generatore per questa interazione si ottiene come

Z[J 0", 7" = exp {—ig/d4a: (z 5775(:6)) Y (T a (_iénf(:v)> (‘Zw,;(ls(a;)) } ZolJ:t 0,7

Il vertice a livello albero si ottiene col metodo standard di prendere la componente di Fourier dell’espressione

o fate (152 ) e (i5:05) (it ) =
=—in [ttt [ dac D (ot e (i ) (S ) -
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= —ig2m)*6*(p+q 1) / d*pd'p'd’q <Z 5%6(}7/)) (T )ab (_iéﬁj(p)> <_i5*]j@>

o
Ogni vertice a questo punto portera un fattore

—ig(2m)*6*(p + q — P )V (T ap

Equivalentemente si puo prendere il termine £, rimuovere a mano campi e spinori, lasciando soltanto matrici
gamma e generatori, e aggiungendo un fattore (2p1)454(2i p;) di conservazione del quadrimpulso. In questo
caso abbiamo quindi

1, A = —ig(2m)*6*(p + q — P )V (T b

Per quanto riguarda il termine di interazione tra i ghost e il campo di gauge, invece:

iLae = —igf*PC (9uch(2)) Al (x)ec (@)

= —igr™ [ate o (15575 )] (‘i6J§<x>> am) =

= —igfPCm)istp+q—p) /d4pd4p'd4q [—ipl“ (iéjj(p/)ﬂ <_i5J§(q)> <_i5j§(p)>

dunque

da cui
A o
‘ q ABC 1 454 /
/10000 wB =—gf""p,(2m) 0 (p+q—p)
P
C
Il segno del diagramma viene dal fatto che
0 / 4 i o
= [ d*pe """ —— (gluone uscente
6J% () 6J%(p) ( )
J / 4 J
= [ d*pe’* gluone entrante
6J () 8J% (p) ( )
4 4,  —ipT 4 : : :
5o () = [ dpe T (fermione uscente/antifermione entrante)
0 4. _ipx ) . . .
50 () = [ d*pe 57 ) (fermione entrante/antifermione uscente)
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) / 4 0 :
. = [ d*pe """ — ghost uscente/antighost entrante
i) ) / )

5 / PP .
— = [ d'pe’?" — (ghost entrante/antighost uscente)
654 () 654(p)

Quindi ad esempio per il ghost uscente/anthighost entrante abbiamo

. 1)
- _ip,—
“5],4(3:) - p“éjA(x)

Inoltre, convenzionalmente, il gluone viene sempre posto entrante, per cui

B
MSAX () TMSAL(p)

Per i vertici a tre e quattro gluoni avremo:

iLs =igf'PCANAD " AL,

a3 = e fuor [ s (~i57305) (s ) o0 (s ) | #190
e [ dt <‘iw5<x>> (i) 1 ()] -
=itom s+ 405 | (<isrres ) (S ) 6o (i)
() Cirm) o0 (Cape) + i) () @0 (B ) -
(i) G o0 (i) - (i) () o0 (i) -

- (‘%J;@)) (5757 i <‘<mf<q>ﬂ

In questo modo abbiamo automaticamente antisimmetrizzato la combinazione di derivate %. Se indichiamo

i tre gluoni del vertice con (A4, «), (B, 3), (C7), e gli assegniamo gli impulsi p, ¢, r, otteniamo per il vertice
B,p
C — a(9 454 ABC [ o o y

Y =9@2m) 0% (p+q+1) 7Y (=gsyTa — GayPs — Gapdy + GarT8 + GapP” + G454a)

A«
= g(2m)* 6 p + g+ 1) FB9 (95,(q — 7)o + Gar (T = D)g + Gas(® — 9)~)

Uno mnemonico per calcolare il trilineare e:
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e scegliere un verso di percorrenza;

e partire dal punto oy, A; andando verso ag, A2, moltiplicare per gq,a,;

e moltiplicare per la combinazione (p; — p2)®3, dove ag € 'indice di Lorentz del gluone opposto a3, As.
e sommare sulle due permutazioni cicliche;

e moltiplicare per fA1424s.

e infine moltiplicare per g(2m)*6*(p1 + p2 + p3)

Il risultato ¢ opposto a quello del Casalbuoni perche abbiamo considerato una lagrangiana per i ghost
cambiata di segno. Il termine quadrilineare:

if = _ﬁg2fABEfCDEAZ1A§A%AE

R AL C MA@))( ) (- 'J§<x>><—i(m§5@)>}zo[Jf1
g | d4< 6JA >( T )< )< 6J” )
219008 [ gy (_iwaﬁm( '5J§< ))( 'Mj( (- Mé())_

_ _ ! 2 ¢ABE ;ODE 9 \isi ac bd [ 0 6
=—19 fAPEEEE(2m) 0% (p1+pa+p3+pa)9©y < 5JA o > < ) < Z§JB(p3)> < Z(SJ%(p4)>

Dunque il vertice si ottiene simmetrizzando 1’espressione

_ 92(271')454(]91 + P2+ p3 _|_p4)fABEfCDEgacgbd —

7
— _192(27‘_)454(}91 +po+ps + p4) (4fABEfCDE(gacgbd gadgbC) + 4fACEfDBE(gabgcd _ gadgb6)+

+4fADEfBCE (gabgdc gacgdb)) _

— —’592(271')4(54(]?1 + pa + ps + p4) (fABE’fCDE(gacgbd gadgbC) + fACE'fDBE'(gabgcd _ gadgb0)+

+fADEfBCE( ab _dc ac db))

99 —949
Infine
B,b C,c
P2 p3
_ —i92(27r)454(p1+p2+p3+p4) (fABEfCDE(gacgbd _ gadgbC) + fACEfDBE(gabgcd _ gadgb0)+
P1 pa
Aa D.d

+ fADEfBCE (gabgdc _ gacgdb)>

Uno mnemonico per questo diagramma é:
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e assegnare in qualche modo gli indici ay, A1, as, Ao, as, As, a4, A4 ai quattro impulsi p1, p2, p3, p4, ad
esempio in senso antiorario a, A1 — a9, As — ag, Az — ay, Ay;
e 1) partendo da a1, Ay verso ag, Ay, aggiungere g3 g2 e sottrarre g1 g2%3;

e aggiungere un fattore fA1428 fAsAdB.

e 2) partendo da aj, Ay verso ay, Ay, aggiungere g3 g2 e sottrarre g#12g®3%4;

e aggiungere un fattore fA1445 fAsA2B.
e 3) invertire una coppia di gluoni, ad esempio ag, A3 e a4, Ay;
e partendo da a1, A1 verso as, As, aggiungere %1% g*392 e gottrarre g91%2g*3%4;

e aggiungere un fattore fA143B fA142B,

o cffettuare la somma 1) + 2) — 3), e moltiplicare tutto per —ig?(27)*6%(p1 + p2 + p3 + pa).

1.1.3 La rinormalizzazione in QED

In QED, le identita di Ward ci forniscono un legame tra le costanti di rinormalizzazione Z; e Z,. Infatti,
considerando la funzione a tre punti della QED (fotone entrante), le identita di Ward ci assicurano che ad
ogni ordine si avra

P=p+q

au woo= e|l——D— - ——D
p p P’ P

p

Possiamo riscrivere questa espressione in termini del vertice 1PI e dei propagatori inversi:
0. S(p)Tw(p,p)S(P)G" (¢ = p' — p) = ie(S(p') — S(p))

—ig, " =ie(S7'(p) — ST (P)) = qu I =e(ST' () — SH(p))

Questa relazione deve valere sia per quantita bare che per quantita rinormalizzate, se vogliamo che la
procedura di rinormalizzazione conservi I'invarianza di gauge. Il propagatore fermionico rinormalizzato e

_ So(p)
Zo

definito come

S(p)

dunque avremo S~ = Z2Sy ! La relazione tra il vertice esatto bare e quello rinormalizzato &

T = Zo\/Z3T0

Allora
" = e(S7 (p) = S W) = 4uZ2V/ZsTh = eZa(Sy (1) = S5 (p)
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€ -1

\/7—3(50 () = S5 ()

ma ricordando la nostra definizione

= qufg =

e

V73’

Da questo deduciamo che ey =

Zle = Z2 de(]

risulta che Z1 = Z5. Dunque a tutti gli ordini le costanti di rinormalizzazione relative al campo del fermione
e alla carica risultano le stesse: questo fatto va sotto il nome di universalita della rinormalizzazione della
carica.

In una teoria di gauge non abeliana abbiamo visto che la corrente Uy*TAW¥ non & pill conservata, dunque
non varranno piu le identita di Ward cosi come le conosciamo. Tuttavia, il metodo con cui sono state ricavate
resta valido, e lo possiamo applicare alle simmetrie presenti nella lagrangiana attuale. La lagrangiana per
una teoria di gauge non abeliana di tipo SU(N), una volta riscritta in maniera opportuna, presenta infatti
una nuova simmetria sotto un certo gruppo di trasformazioni, dette BRST (dai nomi di Becchi, Rouet,
Stora, Tyutin). Ricordiamo che la lagrangiana ha questa espressione

1 v T x
——FLFY 40 (i D —m)¥ + ¢y (—9,D4)ec — 26(Ba)? + B9, A%

L= 1w

Dove gli ultimi due termini, passando all’integrale funzionale, possono essere integrati e dare origine al
termine di gauge-fixing. Osserviamo che i campi B4 sono a tutti gli effetti dei campi ausiliari perche
non compare per loro un termine cinetico. La lagrangiana cosi scritta risulta invariante sotto la seguente
trasformazione:

5Af} = eD;‘CcC
5 = igecA T4y

1
(SCA _ —§g€fABCCBCC

0chy = eBy
0B4 =0

Dove € ¢ il parametro BRST, che risulta essere una variabile di Grassmann per rispettare le proprieta di
simmetria e antisimmetria dei campi, mentre Dﬁ‘c ¢ la derivata covariante che agisce sui campi dell’aggiunta:

D:?B — 5ABaM +ngBCAg

Vediamo che 'effetto principale della trasformazione € quello di scambiare campi bosonici e fermionici. Per
quanto riguarda il settore di gauge e il campo 1 & facile verificare I'invarianza sotto BRST', in quanto € una
semplice trasformazione di fase globale con parametro a4(z) = geca(x). Questo mette in relazione i gradi
di liberta del campo di gauge e quelli dei ghost,
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