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Capitolo 1

Relativita ristretta

Tra la fine dell’800 e gli inizi del 900 alcuni esperimenti (tra cui quello di Michelson e Morley) indussero Einstein a
formulare due postulati:

1. Postulato di relativita: le leggi della “fisica” sono le stesse in tutti i sistemi di riferimento inerziali, in altre
parole non esiste un sistema di riferimento inerziale privilegiato.

2. Esistenza di una velocita limite: La velocita della luce in un sistema di riferimento inerziale & una costante
indipendente dalla sorgente che la emette.

La formulazione del primo postulato & equivalente a quella che si da in relativita galileiana, anche se in tal caso
si parla di leggi della meccanica. Abbiamo messo “fisica” tra virgolette perche al momento della formulazione del
postulato la gravita ne e esclusa, quindi sono incluse soltanto le leggi dell’elettromagnetismo, delle interazioni forti e
delle interazioni deboli.

In realta stiamo nascondendo una parte del postulato, una sorta di postulato 0, che recita pii o meno cosi: lo
spazio fisico in un sistema di riferimento inerziale € omogeneo, isotropo, e la geometria che descrive lo spazio € quella
euclidea. Senza questa precisazione non sapremmo neanche calcolare la distanza tra due punti, perche il teorema di
Pitagora non sarebbe definito. Inoltre, il tempo & omogeneo, ma non isotropo (il secondo principio della termodinamica
stabilisce una ”freccia” del tempo), e sebbene le leggi della meccanica e dell’elettromagnetismo siano invarianti sotto
time reversal, bisogna fare comunque attenzione ad includere isotropia del tempo tra le ipotesi del postulato.

I sistemi di riferimento inerziali, in relativita galileiana, sono quelli per cui valgono le tre leggi della dinamica, ma
questa definizione non funziona in relativita speciale: ad esempio il terzo principio della dinamica, il principio di azione
e reazione, ¢ incompatibile con il secondo postulato che vieta le interazioni istantanee tra due corpi. Con queste nuove
definizioni, un sistema di riferimento inerziale ¢ un sistema in cui vale il primo principio della dinamica: un corpo non
soggetto a forze o sta fermo o si muove di moto rettilineo uniforme. Da questa definizione concludiamo che i sistemi
di riferimento inerziali possono muoversi soltanto di moto relativo rettilineo uniforme.

La richiesta di omogeneita dello spazio implica I'ipotesi che dal punto di vista delle misurazioni i punti dello spazio
sono indistinguibili, cioe la fisica & invariante per traslazioni. In linguaggio matematico, esiste una isometria che
connette due punti qualsiasi dello spazio.

La richiesta di isotropia, viceversa, rappresenta l'ipotesi che le misurazioni non dipendano dall’orientazione del
nostro sistema di riferimento, cioe le rotazioni devono essere una simmetria delle leggi della fisica: dovremo usare
oggetti con proprieta "buone“ di trasformazione sotto rotazioni, come scalari, vettori, tensori.

Infine, 'omogeneita del tempo implica che le misure non devono dipendere da come scegliamo 1’origine dei tempi.

Il secondo postulato & una riformulazione teoretica dell’esperimento di Michelson e Morley. I due scienziati con-
frontarono due sistemi di riferimento con velocita relativa di circa 30Km/s, ma adesso la verifica sperimentale del
postulato raggiunge precisioni molto maggiori, sfruttando ad esempio il decadimento del 7% in due fotoni.



1.1 Le trasformazioni di Lorentz

Con questi due postulati come ipotesi, possiamo provare a dedurre la forma delle trasformazioni di Lorentz. Suppo-
niamo di avere due sistemi di riferimento inerziali, K e K’, con coordinate rispettivamente z,y, z,t e 2/, ¢y, 2’,t', e in

moto relativo tra loro con velocita v:

Pley.z] = P y'2]

Figura 1.1: Sistemi di riferimento in moto relativo

Sfruttando ’'omogeneita del tempo, fissiamo 'origine dei tempi nel sistema di riferimento K in modo che a ¢t = 0, le
origini degli assi di K e di K’ coincidano, e nel sistema K’ questo avvenga per ' = 0. Supponiamo inoltre che i due
sistemi di rifermento siano provvisti di detector per rivelare 'arrivo di raggi di luce: infatti, nell’origine degli assi di
K’ ¢ posizionata una sorgente che a t = ¢’ = 0 emette un fronte d’onda sferico.

La forma del fronte d’onda dovra essere regolata nel sistema K da un’equazione del tipo

P21yt R2=0

e per il postulato di relativita dovra avere la stessa espressione in ogni sistema di riferimento inerziale, che altrimenti
potrebbe accorgersi di essere in movimento rispetto a K semplicemente osservando una forma diversa del fronte. In
particolare in K’ avremo:

x’z + y’2 + Z’z . c2t’2 -0

Per il secondo postulato, la velocita della luce sara in entrambi i casi pari a ¢. Questa equazione ¢ quadratica, e la sua
forma ci ricorda il teorema di Pitagora e ’espressione della distanza tra due punti; cercheremo adesso di determinare
le trasformazioni che permettono di connettere i due sistemi di riferimento inerziali K e K’. In entrambi dovra valere
il principio di inerzia: se un corpo non & soggetto a forze in K non lo sara neanche in K’, dunque le trasformazioni
che cerchiamo sono quelle trasformazioni che mandano moti uniformi in moti uniformi. E possibile dimostrare che le
uniche trasformazioni di questo tipo sono trasformazioni lineari, ovvero della forma

T’ = anx + apy + a13z + ayat
Y = a21T + agey + agzz + agqat
Z' = a31% + azay + 4332 + azqt
t' = an + as2y + as3z + ast

Abbiamo orientato gli assi in modo che z = z’, e che la velocita relativa tra i due sistemi sia parallela all’asse x,
dunque ci possiamo chiedere che forma abbiano queste trasformazioni lineari nel piano ad esso ortogonale. Poiche
lorientazione degli assi 4 e 2z’ & arbitraria, le trasformazioni dovranno essere invarianti per rotazioni nel piano yz, e
I’unico modo per realizzare tale richiesta e che

y =y



zZ =z

Inoltre, se le trasformazioni sono lineari, 'unica possibilitd & che la quantitd 2 + y? + 22 — ¢?*t? sia mandata nella

quantita %+ y,2 + 22 — 22 a meno di un fattore di proporzionalita:
22 +y2 42222 = )\(U)(x’Q —|—y/2 + Z/Z _ CQt/Q)

dove A(v) puo dipendere soltanto dalla velocita relativa v. Invertendo il ragionamento, possiamo pensare al sistema
di riferimento K, che si muove con velocitd —v rispetto a K’, in questo modo

A(*U)(IQ +y2 422 762t2) _ I'Z +y'2 +Z’2 702{2

da cui

AV)A(=v) =1

Inoltre, poiche lo spazio ¢ isotropo, A non puo dipendere dal segno di v, dunque A(v) = A(Jv]), e quindi
(o)) =1 = AJv]) = +1

Banalmente, -1 ¢ scartato poiche per le nostre ipotesi se v = 0 i due sistemi coincidono, dunque ’equazione del fronte
d’onda dovra essere esattamente la stessa.

In generale, se il raggio non partisse da (z,y, z,t) = (0,0,0,0) ma da un generico punto (z1,y1, 21,t1), le equazioni
per il fronte d’onda sarebbero

(=21 + @y —y)?+(—2)" =t —11)*=0
(2 =22+ (' — ) + (2 = 24)* = A = 1) = 0
Nel nostro caso particolare, poiche abbiamo visto che y = ¢’ e z = 2/, uguagliando le due equazioni otteniamo
"2 czt/z

e

Dobbiamo quindi cercare le trasformazioni che lasciano invariata la forma quadratica

@ (0" 1))

Per semplificare le cose, consideriamo 1’espressione
2 + At =2 + 2t?
o introducendo le coordinate x1 = x e xg = ct
2 2 /2 2
Tty =2+

Nell’ipotetico piano xjz{, 1'espressione x3 + xéf rappresenta la distanza dall’origine, dunque le trasformazioni che
mandano la coppia (x1,z() nella coppia (2, o) lasciando invariata la forma quadratica sono delle trasformazioni
ortogonali:

xy = T cosh — ' sinf

T, = z0sin6 + | cos

Invertendo, troviamo che

z( = — x1tand

Zo
cos



T1

/
r7 = —xgtant +
! 0 cos 0

L’origine delle coordinate di K’ & ] = 0, da cui segue che tale punto nel sistema K ha legge oraria 1 = sin fxg;
tuttavia sappiamo anche che tale punto scorre lungo l'asse x1 con legge di moto 1 = Zzo, e da questo ricaviamo
Iidentificazione 3 = ¢ = sinf. A questo punto possiamo definire cosf = /1 —3? e tanfl = \/%7 =406, Le

coordinate nel sistema K’ si riscrivono allora pitt brevemente come

, Tog =ct
{ zg = v(xo — Bz1) g=u
C
xll :’}/(.Z'l—ﬁfo) 7:71
1—32

Queste relazioni si possono invertire e si ha semplicemente

{ zo = v(7o + Br7)
xy = (] + Bxg)

La prima cosa che impariamo & che il luogo dei punti per cui z{; + 2} = 0 coincide con il luogo dei punti per cui
zo £ x = 0:
zy+ 2y =y(xg £ 21 — B(z1 £ 30)) = Y(1 + B)(21 £ 20)

Ma queste equazioni corrispondono alle traiettorie dei raggi di luce nel piano: questo significa che tali traiettorie sono
conservate dalle trasformazioni di Lorentz. Gli assi del sistema K’ si ottengono osservando che un punto sull’asse x’
ha equazione di moto x; = %2 con v < ¢ dunque I'asse z’ sara rappresentato come una retta inclinata di un angolo
0 € [0, g]; per quanto riguarda 1’asse temporale, si ottiene immediatamente osservando che la retta zg = =1 e la retta
xy = z} devono coincidere.

Figura 1.2: Sistemi di riferimento inerziali

Abbiamo visto come la simultaneita sia diventato un concetto relativo, e le traiettorie di tipo light-like si possano
esprimere come rette inclinate a 45° rispetto all’asse x. La traiettoria dell’origine del sistema K’, secondo le trasfor-
mazioni di Lorentz, non & altro che il moto della sua origine, dunque & descritto dalla legge x = vt: poiche la bisettrice
del vecchio sistema deve essere la bisettrice anche del nuovo, otteniamo automaticamente ’asse t’ se facciamo in modo
che quest’ultimo formi con asse t lo stesso angolo che 2’ forma con x. Consideriamo un evento O, e da esso facciamo
emettere due raggi di luce, uno in direzione x positiva, e ’altro in direzione x negativa: le traiettorie dei due raggi
saranno quindi inclinate a 45° e 135°, e se pensiamo O come il centro di una stanza, i due raggi nel sistema K raggiun-
geranno le pareti opposte dopo uno stesso tempo dt. Per vedere questo fatto tracciamo la parallela rispetto all’asse x
passante per il punto (a, dt), e osserviamo che automaticamente passa anche per (—a, dt). Nel sistema K’, invece, le
due rette parallele a ' passanti per i punti (a, dt) e (—a, §t) corrispondono a tempi t] e ¢, diversi, il che significa che



I’arrivo dei due raggi di luce alle rispettive pareti non ¢ piu simultaneo.

Figura 1.3: Relativita della simultaneita

Introdurremo dunque il concetto di causalita, e cercheremo di scoprire come le trasformazioni di Lorentz influiscono
sull’ordinamento degli eventi. Definiamo la quantita

§2 = 22— gt P 2

che per il postulato di relativita e invariante sotto trasformazioni di Lorentz, e introduciamo il quadrivettore

0

x ct
x! x
xu' = =
2
x Yy
x3 z

Se introduciamo anche la matrice 4 x 4 1, detta matrice di Minkowski:

1 0 0 0
o =1 0 o0
=10 0 -1 0
00 0 -1

allora vediamo che possiamo riscrivere l'invariante di Lorentz s in questo modo:

4
s? = g Nz

wv=1
oppure, usando la convenzione di Einstein sugli indici ripetuti:

2= Nt x”

0 ancora, in notazione matriciale

s? =azTne

In questa notazione, una trasformazione di Lorentz & un’applicazione lineare dallo spazio di Minkowski R* in se stesso:

()" v =8 00 z°
@ _[ - ~ 00 a!
()2 | 0 0 10 x?
(z')3 0 0 0 1 2



(') = A* a”

Se definiamo v = cosh @, dove ® ¢ la cosiddetta rapidita, possiamo riscrivere la matrice A come

cosh® —sinh® 0 0

AP —sinh® cosh® 0 O
v 0 0 10

0 0 0 1

In questo modo A somiglia molto ad una matrice di rotazione, a parte un segno ed il fatto che non sono coinvolte
le funzioni trigonometriche ma quelle iperboliche: scopriremo infatti che le trasformazioni di Lorentz non sono altro
che una generalizzazione delle rotazioni spaziali ad uno spazio come quello di Minkowski, dove il prodotto scalare e
diverso da quello euclideo. Infatti, il prodotto scalare euclideo in 4 dimensioni e definito dalla matrice

S O = O
o = O O
— o O O

1
0
0
0

e il gruppo ordinario delle rotazioni in 4 dimensioni conserva la distanza definita da

ovvero una distanza di tipo euclideo (teorema di Pitagora): le funzioni coinvolte da tali trasformazioni sono quelle
trigonometriche.

Al contrario, a causa della segnatura diversa della matrice 7, il prodotto scalare e quindi la distanza da esso definita
non sono quelli euclidei, e le trasformazioni che lasciano invariata la distanza potranno coinvolgere funzioni differenti
da quelle trigonometriche, come in questo caso in cui abbiamo le funzioni iperboliche.

Per quanto riguarda le trasformazioni di Lorentz, dire che la distanza s? & conservata implica che

(@) ()" = 2P ™

dove (z')* = A* 2V, da cui segue
2P A oA BT = $M77uul’y

e rinominando gli indici muti u, v in «, 8 al secondo membro, scopriamo che le trasformazioni di Lorentz soddisfano a
AV QAV BNuv = Nag
In forma matriciale questa relazione si scrive come
ATpA =n

dove AT & dovuto al fatto che 'indice p della matrice A* , non & immediatamente adiacente all’indice ;& della matrice

Nuv:
A ozAV BNuvy = (AT)a Mn/wAV Jéi

Se ricordiamo qual’e la proprieta definitoria di una matrice ortogonale R:
R'R=1

oppure
RTIR=1



otteniamo una forma analoga a quella delle trasformazioni di Lorentz: le matrici A ed R infatti conservano entrambe
un determinato prodotto scalare, in un caso quello minkowskiano definito dalla matrice n, nell’altro quello euclideo
definito dall’identita I. Pertanto, definiremo trasformazione di Lorentz una qualunque applicazione lineare che soddisfi
la proprieta ATnA = . E possibile verificare che I'insieme delle trasformazioni di Lorentz soddisfa le proprieta di
gruppo, e definisce il cosiddetto gruppo di Lorentz.

1.1.1 Contrazione dei tempi e dilatazione delle lunghezze

In meccanica relativistica, la perdita della simultaneita ha due effetti, duali I'uno all’altro per I’equivalenza tra tempo
e spazio:

1. la dilatazione dei tempi;
2. la contrazione delle lunghezze.

Osserviamo che le affermazioni i tempi si dilatano e le distanze si contraggono acquistano senso soltanto una volta che
si & definito come avvengono le misure di tempo e di lunghezza: la misura della differenza temporale tra due eventi e
effettuata considerando un orologio fermo nel sistema K in un certo punto 7, e segnando i tempi xg; e zgo relativi ai
due eventi; la misura di lunghezza viceversa & effettuata contrassegnando contemporanemente le estremita dell’oggetto
che si vuole misurare.

1. Consideriamo il sistema K, in cui abbiamo due eventi che avvengono in uno stesso punto x ma sono separati da
una distanza temporale xg; — g2 = AT. Se un secondo sistema K’ ¢ in moto rispetto a K con velocita v, i due
eventi avranno coordinate

z(; = v(@o1 — Bx)
Ty = ¥(w02 — B)
da cui
zh1 — oy = Y(xo1 — To2) = YAT > AT

dato che v > 1: dunque i due eventi nel sistema K’ sono separati da una distanza temporale maggiore di quella
rilevata nel sistema K.

2. Un’asta di estremi a e b € a riposo nel sistema di riferimento K; in tale sistema, la misura consiste semplicemente
nel prendere un metro e misurare la distanza tra i due estremi L = b — a, mentre in un sistema in moto relativo
consiste nel segnare, allo stesso istante, la posizione degli estremi a e b. Con questa prescrizione, le coordinate
nel sistema K espresse in termini delle coordinate nel sistema K’ sono

Lia =7 ('rlla + ﬂxi)a)
z1p, =y (2 + Bry)
Ma per ipotesi zg, = xgp dunque
T1p — T1a = 7 (T, — Ty,) =L > L

dunque nel sistema di riferimento in moto rispetto all’asta la lunghezza di quest’ultima risulta inferiore di un
fattore ~.

Questi fenomeni sono figli del concetto di contemporaneita, infatti se questa fosse assoluta non osserveremmo con-
trazioni o dilatazioni. Ma anche se dobbiamo necessariamente rinunciare alla simultaneita, possiamo chiederci se le
trasformazioni di Lorentz preservino comunque ’ordinamento temporale tra gli eventi: troveremo che questo accade
soltanto per una certa classe di eventi. Se accettiamo il fatto che esista una velocita limite per la trasmissione dei

10



segnali, non tutti i punti dello spazio-tempo potranno essere raggiunti a partire da un particolare punto, e questo
fa si che ci siano zone causalmente disconnesse da altre. In queste condizioni I'unica cosa che ha senso preservare &
I'ordinamento causa-effetto, dunque il discrimine affinche due eventi possano influire 'uno sull’altro e la loro reciproca
distanza spazio-temporale: se due eventi x1 = (r19,Z1) € x2 = (x20,Z2) sono tali che il quadrivettore x; — x5 abbia
modulo quadro positivo, i due eventi si dicono separati da una distanza di tipo tempo, o time-like; se il modulo quadro
¢ nullo, la distanza & di tipo luce, o light-like, infine se il modulo quadro & negativo, la distanza si dice di tipo spazio,
o space-like.

1.1.2 Proprieta delle trasformazioni di Lorentz
1. La prima proprieta delle trasformazioni di Lorentz viene direttamente dalla loro definizione:
det(ATnA) = det(n) = det(AT) det(A) = det 2(A) = 1

dunque una trasformazione di Lorentz ha determinante +1. Geometricamente, questa proprieta implica che
I’elemento di volume sia un invariante sotto trasformazioni di Lorentz: infatti una trasformazione di Lorentz non
e altro che lo jacobiano del cambio di coordinate

(@) = (&) (2) = A

Jr, = e
= da®dztdr?da® = | det(A)|d(z)0d(z") d(2")2d(2")? = d(a")d(2") d(2")?d(2")?

Inoltre, il fatto che esistano trasformazioni di Lorentz con determinante 41 implica che le trasformazioni dei due

tipi non possono essere connesse da una trasformazione continua, perché per cambiare di segno il determinante

dovrebbe annullarsi, il che & impossibile. Matematicamente, si dice che il gruppo di Lorentz e topologicamente

disconnesso.

2. Consideriamo la componente 00 della matrice 7:
noo = A" onuA” o

Possiamo riscrivere la precedente espressione come

(0007 = 3 (W) =1

S
—

Da questo discende immediatamente che

Si hanno quindi due possibilita:
A% >1 A% < -1

Ancora, le trasformazioni di Lorentz dei due tipi individuano due regioni disconnesse perchée per passare dall’'una
all’altra in maniera continua avremmo bisogno di una trasformazione con A® y = 0, che non ¢ ammessa.

Le matrici con A positivo formano un sottogruppo del gruppo di Lorentz, infatti se introduciamo l'inversa
della matrice di Minkowski, n*:

" New = 6
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possiamo riscrivere la relazione 1,5 = A" o AY gn,,, come

65 = npaAlL alluv A B

da cui deduciamo che n?*A* 41, = (A71)? . Se le matrici di Lorentz con A%y > 1 formano un sottogruppo, la
loro inversa deve avere la stessa proprieta, infatti

n°*A* oo = 1" A% oo = A% > 1

Inoltre, anche il prodotto di due matrici di Lorentz deve avere la proprietd Ay > 1, e per dimostrarlo
introduciamo la procedura di innalzamento e abbassamento degli indici mediante la matrice n e la sua inversa:

o _ v
ot =z, =T
174
z, — ot =n""x,
Questa notazione permette di riscrivere in maniera piu comoda il prodotto scalare:

$2 = Nt =zt

L’elemento (AA’)?( si puod scrivere come

3 3
(AA/)OO _ AO#(A/)“O _ AOO(A/)OO +ZAOi(A/)iO > AOO(A/)OO . Z |A01(A/)zo|
i=1 i=1
Se pensiamo all’ultimo termine come al prodotto scalare di due vettori dello spazio tridimensionale & e ¢/, questo
soddisfera la disuguaglianza di Cauchy:
731 < I#ll

per cui

3 3
(AN)?0 > A% (M) %0 — | D 1A%, | D (A 0f2 = A%(A")% 0 — v/[AD o2 = 1V/[(A)0 ]2 =1 > 0
1 i=1

1=

Ma se l’elemento ¢ di una trasformazione di Lorentz ¢ positivo, allora necessariamente ¢ anche maggiore di 1.
Abbiamo quindi dimostrato che all’interno del gruppo di Lorentz le matrici con A° j > 1 formano un sottogruppo.
Se ci restringiamo ulteriormente e consideriamo le matrici A tali che det(A) = 1, anch’esse formano chiaramente
un sottogruppo, e possiamo definire i seguenti sottoinsiemi del gruppo di Lorentz:

(a) Ll: sono le matrici A tali che Ay > 1 e det(A) = 1; tale sottoinsieme & anche un sottogruppo, e viene
definito sottogruppo di Lorentz ortocrono proprio. Poiche I'identita ha sia A% = 1 che det A = 1, queste
trasformazioni sono tutte connettibili in maniera continua all’identita. Le particelle elementari vengono
definite come rappresentazioni irriducibili del gruppo di Poincare, che contiene come sottogruppi il gruppo
di Lorentz ortocrono proprio e il gruppo delle traslazioni spazio-temporali.

(b) L' : sono le matrici A tali che A% > 1 e det(A) = —1; questo sottoinsieme non forma un sottogruppo, in
quanto il prodotto di due matrici con determinante —1 ha determinante +1. Se definiamo la trasformazione
detta di parita:

1 0 0 0
0 -1 0 0
=10 0 -1 o0
0 0 0 -1



tale trasformazione quando agisce su un quadrivettore a* = (a, @), inverte le componenti spaziali lasciando
invariata quella temporale. Se A € L, abbiamo

det(PA) =1

dunque PA € LL: questo ci dice che ogni trasformazione di Lorentz che appartiene al sottoinsieme Ll si
puo ottenere da una opportuna trasformazione gruppo di Lorentz ortocrono proprio composta con la parita
P.

(¢) L : sono le matrici A tali che A%y < —1 e det(A) = —1; anche stavolta non si ha un sottogruppo, e se
definiamo la trasformazione detta di time reversal:

-1 0 0 0
0 1 0 0
T_0010
0 0 0 1

questa lascia invariate le componenti spaziali di un quadrivettore mentre inverte il segno di quella temporale.
Inoltre, se A € Lt , si puo verificare che TA € Ll, dunque tutte le trasformazioni di Lorentz contenute in
LY si ottengono componendo LL con la time reversal.

(d) Li: sono le matrici A tali che A°y < —1 e det(A) = 1; allo stesso modo si pud verificare che se A € Li,
allora PTA € L.

Il gruppo di Lorentz quindi contiene un sottogruppo enorme, il sottogruppo ortocrono proprio LL, mentre gli
altri sottoinsiemi si ottengono combinando Ll con il sottogruppo discreto composto dagli elementi

(I,P,T, PT)

detto sottogruppo di Weyl.

1.1.3 Struttura causale dello spazio-tempo

L’indefinitezza del prodotto scalare fa si che il modulo quadro di un quadrivettore non abbia segno definito. Tuttavia,
I'invarianza del prodotto scalare sotto trasformazioni di Lorentz implica che qualunque segno esso abbia, esso sia un
invariante relativistico; questo ci permette di definire tre regioni nello spazio di Minkowski:

1. 22 = xtz, > 0; i quadrivettori di questa regione hanno modulo quadro positivo, e sono detti di tipo tempo, o
time-like. Tra essi abbiamo due ulteriori sottocategorie, costituite dai vettori di tipo tempo diretti nel futuro o nel
passato, rispettivamente con la proprietd 2 > 0 e 2% < 0: questa proprietd viene preservata dalle trasformazioni
di Lorentz del gruppo ortocrono proprio, in altre parole due osservatori collegati da una trasformazione di Ll
vedranno un quadrivettore di tipo tempo orientato nello stesso modo.

2. x? = ztx, = 0; 1 quadrivettori di questa regione hanno modulo quadro nullo, e sono detti di tipo luce, o light-
like. Anche per essi possiamo distinguere tra vettori diretti nel futuro e nel passato, con le stesse proprieta di
invarianza e di osservabilita dei vettori di tipo tempo.

3. 22 = ztx, < 0; 1 quadrivettori di questa regione hanno modulo quadro negativo, e sono detti di tipo spazio,
o space-like. Per questa regione dello spazio di Minkowski perde significato la distinzione tra vettori diretti nel
futuro o nel passato, perché una trasformazione di Lorentz pud cambiare segno alla componente temporale di
un quadrivettore di tipo spazio.
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Consideriamo ad esempio due eventi in uno stesso punto:
(tl,f), (tg, f) (tQ > tl)

La differenza tra i due eventi & il quadrivettore (t3 — t176), di tipo tempo e future-directed: esso manterra queste
caratteristiche in tutti i sistemi di riferimento inerziali collegati da trasformazioni di Lorentz ortocrone proprie.

Ad ogni punto dello spazio-tempo (o anche evento) possiamo associare un cono luce, ovvero una ipersuperficie
tridimensionale che separa le tre regioni dello spazio-tempo Minkowskiano.

Figura 1.4: Cono luce

I punti sulla retta || = +2° sono quei punti sui quali un osservatore posto nell’origine pud influire mediante I'invio di
un raggio di luce. All’interno del cono luce si ha |t| > |Z|, dunque la distanza dall’origine ¢ un quadrivettore di tipo
tempo: questo significa che 'osservatore nell’origine puo influire su ciascuno di questi punti inviando un qualunque
segnale che viaggi con velocita v < ¢. Vediamo inoltre che la traiettoria di un segnale che parta dall’origine all’interno
del cono luce non ne pud mai uscire: infatti se questo accadesse, in qualche punto la tangente alla curva dovrebbe
essere minore di 1, ma questo non e possibile in quanto la velocita del segnale sarebbe superiore a ¢; da questo risulta
che le regioni interna ed esterna al cono luce sono disconnesse causalmente.

ct

Figura 1.5: Traiettoria non fisica

La definizione generale di cono luce e la seguente: il cono luce di un punto O & l'insieme di tutti i punti connessi a
O che possono essere connessi da una curva di tipo luce (ovvero un curva il cui vettore tangente ha sempre modulo
nullo); analogamente, I'interno del cono luce & I'insieme di tutti i punti che possono essere connessi ad O da una curva
di tipo tempo. Dimostreremo adesso che 'orientazione nel tempo di un quadrivettore di tipo tempo ¢ conservata da
Ll siap® >0, e p*p, > 0, allora

P)°=Ap">0 (AecLl)
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ma abbiamo anche

3 3 3 3
STIAipf > A%op® + DA% ipt > A% op? — | S T il =
=1 i=1

3
A%, p” = A%0p° + > A%ipt > A% gp —

=1 i=1 i=1

3
=A%0p° + ) A% pt > A% op” — V/(A0g) — 1
i=1
ma p° > |p] perche p* & un vettore di tipo tempo, allora (p’)° > 0 quindi anche il vettore trasformato ¢ future-directed.

Costruiamo adesso la pill generale trasformazione di Lorentz ortocrona. Siano K e K’ due sistemi di riferimento

in moto relativo con velocita ¥, non piu parallela all’asse x del sistema K:

KI

<l

Figura 1.6: Boost in direzione generica

Avremo

()0 =y(z" - 3- @)
7 = (7 - 5a°)
7 =i,
N (ﬂﬁf x0> Ft+z— ﬁﬁfﬂ—'

Il vettore E ha tre componenti, dunque le trasformazioni di Lorentz di questo tipo (i boost) sono descritte da tre
parametri; tuttavia sappiamo che il gruppo di Lorentz comprende anche le rotazioni spaziali, che sono descritte da

altri tre parametri: in totale il gruppo di Lorentz dipendera quindi da sei parametri.
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1.2 Vettori, forme, tensori

Finora abbiamo introdotto un solo oggetto, il vettore nello spazio di Minkowski, e abbiamo indicato le sue proprieta
di trasformazione sotto il gruppo di Lorentz:
() = A" a2

Questo ¢ il prototipo di un quadrivettore: in generale chiameremo quadrivettore un qualsiasi oggetto A* che nel
passaggio tra due sistemi di riferimento inerziali, collegati mediante una trasformazione di Lorentz, trasforma in

questo modo:
AH=Ar, AY

Introdurremo in generale il concetto di vettore, tensore, e forma: le definizioni continueranno a valere inalterate
anche nel caso della relativita generale, nel senso che questi oggetti sono definiti dalle loro particolari proprieta di
trasformazione sotto un cambio di base o di coordinate, che nel nostro caso corrisponde proprio alle trasformazioni di
Lorentz.

1.2.1 Vettori

Consideriamo uno spazio vettoriale V' (nel nostro caso lo spazio di Minkowski o spazio degli eventi (x,y, z,t)), e una
sua base: un qualsiasi elemento v € V' viene chiamato vettore, e in termini di una base e, ¢ rappresentabile come

v =%,

1.2.2 Forme

Dato uno spazio vettoriale V' si puo sempre costruire il suo duale V*, ovvero lo spazio dei funzionali lineari (o forme)
sullo spazio vettoriale di partenza: dato un elemento f € V, la sua azione su un vettore & un elemento del campo su
cui & definito lo spazio vettoriale (di solito R o C). Anche lo spazio duale ¢ uno spazio vettoriale, dunque possiamo
scegliere una base: considereremo una base {w®}, detta base duale, definita dall’azione dei suoi elementi sugli elementi
della base di V/

W (e) = 55

In termini di {w®} potremo rappresentare qualsiasi elemento f dello spazio duale come f = f,w®. Poiche gli elementi
di V* sono funzionali lineari, avremo che

f0) = f(veq) = v" f(ea) = v* fow’(ea) = v* fo0h = 0" fa

Osserviamo che l'oggetto f(v) & definito indipendentemente dalla base scelta: qualsiasi sia la procedura con cui
costruiamo vettori e funzionali, dovremo ottenere sempre lo stesso risultato, e questo vincola le regole di trasformazione
dei vettori e delle forme. Supponiamo infatti di cambiare base, e di scrivere la vecchia base in termini della nuova
tramite una trasformazione lineare:

eq =M b aeg

Un vettore esiste ed ¢ definito indipendentemente dalla base in cui & espresso, per cui lo possiamo esprimere in questi
due modi equivalenti:
v =%,

v= ()’

ma tenendo conto della relazione tra le due basi abbiamo
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Poiche €] ¢ una base, il vettore v & univocamente determinato dai coefficienti della sua espansione, per cui si deve
avere

(’Ul>b _ Mb ava

e questa relazione definisce la legge di trasformazione sotto cambio di base per le componenti di un vettore v (nel caso
della relativita speciale si ha M®*, = A*,). Adesso, poiché anche l'azione f(v) deve essere indipendente dalla base
scelta, dovremo avere

fava — (f/)a(U/)a

fava —_ (f/)aMa b'Ub
= [fo=(aM® & (M ofs = (f')a]

dunque se le componenti dei vettori trasformano con la matrice del cambio di base, affinche la quantita f(v) sia
indipendente dalla base scelta le componenti delle forme devono trasformare con la matrice inversa (e trasposta).

1.2.3 Tensori

Una volta definiti vettori e forme, possiamo definire i tensori: consideriamo il prodotto cartesiano di r volte lo spazio
vettoriale V' con s volte il suo duale V*
VXooxVxVx.xV*

r volte s volte

Si pud mostrare che 'oggetto cosi costruito eredita naturalmente una struttura di spazio vettoriale. Le applicazioni
multilineari su questo spazio vettoriale si dicono tensori di rango (r,s). Un tensore T' quindi € un oggetto con r + s
entrate, tale che se vy, ...,v, €V € yq,...,ys € V*, si ha

T(V1y ey U, Ya, -y Ys) €K

dove K & il campo su cui € definito lo spazio V. Poiché un tensore ¢ una applicazione multilineare, si ha

T(Uh s Ury Yas "'7y8) = T((Ul)alea17~--7 (Ur)areara (?Jl)blwb17 seey (ys)bswbs) -

= (’Ul)al"'(vr)aT (yl)bl"'(ys)bsT(eala seey earuwb17 "'7wbs)

dunque l'azione di un tensore & completamente specificata una volta che indichiamo la sua azione su una base.
Brevemente, scriveremo
b be\ _ by
T(eqyy s q, W, w’) =T" ar,---ar

In questo linguaggio, I’azione di un tensore su vettori e forme generici si scrive

T(vlv vy Ury Ya,s '--7ys) = (Ul)al"'(Ur)ar(yl)bl"-(ys)bsTblmbS ay,--ap

Anche in questo caso, I'azione di un tensore su r vettori e s forme deve essere indipendente dalla base, e di nuovo
questo vincola le componenti del tensore a trasformare in un ben preciso modo:

(T/)bl---bs R e 61.,,Mbs 5. [Tﬁlmﬂs a17~~~a7~] (M—l)‘”‘l @ (M—l)“" "

1y ™

Ad esempio, 7, € un tensore di tipo (0,2): in base alla regola che abbiamo dato, la regola di trasformazione sotto
una matrice di Lorentz A* , ¢

1\« —1\8
Mo =7ap (A1) 0 (A7) 0 =
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per definizione di trasformazione di Lorentz: infatti come sappiamo la metrica (oppure il prodotto scalare) ¢ invariante
sotto trasformazioni di Lorentz. Consideriamo adesso il simbolo di Levi-Civita, cosi definito

1 se praf e permutazione pari di 0123
el = ¢ 1 se pvaf & permutazione dispari di 0123
0 altrimenti

Il simbolo di Levi-Civita, completamente antisimmetrico, soddisfa la seguente identita: se M* , & una matrice qualsiasi,
si ha
M* H/MV ,/Ma a/Mﬁ ﬁ/g,u via'f = det Mg,uuaﬁ

Se M in particolare &€ una trasformazione di Lorentz, abbiamo che sotto cambio di base il simbolo di Levi-Civita
trasforma in questo modo
ity _ L
det A
Un oggetto che trasforma in questa maniera sotto cambio di coordinate non & un tensore ma una densita tensoriale;
tuttavia, sappiamo che le trasformazioni di Lorentz ortocrone proprie hanno determinante unitario, pertanto sotto
tale sottogruppo il simbolo di Levi-Civita si comporta come un tensore controvariante di tipo (4,0). Sotto parita o
inversione temporale, viceversa, la legge di trasformazione del simbolo di Levi-Civita acquista un segno -: un oggetto
che trasforma come un tensore soltanto sotto un certo sottogruppo del gruppo di trasformazioni che definisce il nostro
spazio vettoriale viene detto pseudotensore, e si parla di pseudotensore di Levi-Civita. Possiamo abbassare gli indici
con la metrica, introducendo lo pseudotensore di Levi-Civita di rango (0, 4):

A LAY A AP gerved

Cuvap = nupnyanarnﬁﬁemﬂ-é = det(n)eﬂ’/aﬁ — _e,uyaﬂ

Alcune delle proprieta dello pseudo tensore di Levi-Civita sono illustrate nell’esercizio 2.

1.3 Cinematica relativistica

Costruiremo adesso la cinematica relativistica in termini di vettori, forme e tensori: questi oggetti infatti hanno buone
proprieta di trasformazione sotto il gruppo di Lorentz e ci permettono quindi di costruire facilmente degli invarianti.
In cinematica relativistica la prima cosa che dobbiamo imparare a fare & la derivata rispetto al tempo; a differenza
del caso galileiano, stavolta il tempo non € piu un invariante: nel caso galileiano infatti prendendo la derivata rispetto
al tempo di un qualsiasi vettore si ottiene ancora un vettore, perche il tempo e assoluto, cioe non trasforma sotto il
gruppo di Galileo. Questa proprieta ¢ immediatamente persa in relativita speciale, perche il gruppo di Lorentz in
generale coinvolge anche la coordinata temporale, pertanto la derivata rispetto al tempo di un quadrivettore non sara
piu in generale un quadrivettore.

1.3.1 1l tempo proprio

Uno stratagemma tipico quando si costruiscono invarianti ¢ il seguente: se pensiamo ad una particella in moto,
relativamente ad essa esiste un sistema di riferimento privilegiato, ovvero il sistema in cui la particella & ferma.
Possiamo pertanto definire un oggetto, il tempo proprio, come il tempo misurato nel sistema di riferimento di riposo
della particella: per costruzione, tale tempo € un invariante relativistico.

Supponiamo adesso che la particella segua una traiettoria Z(t): vogliamo sapere quanto tempo proprio & trascorso
quando nel nostro sistema di riferimento siamo passati dall’istante ¢ all’istante ¢ + dt. Il nostro sistema & in moto
rispetto a quello di riposo della particella, dunque per il fenomeno della dilatazione dei tempi avremo

2
Y(t) Voo
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Tale relazione & anche la definizione di tempo proprio. Per un intervallo di tempo finito [¢;, ], la variazione di tempo

proprio & fornita dal seguente integrale:
tf U2
t; C

Ricordiamo adesso il punto fondamentale della relativita speciale: abbiamo un oggetto invariante, 1’s2:

R R

e in base ad esso possiamo definire una distanza invariante tra due eventi:
s> = *(t —to)* — (x — 20)* — (y — %0)* — (2 — 20)°

In forma infinitesima abbiamo
ds® = Adt? — dz® — dy® — d2°

Nel sistema di riferimento di riposo della particella si ha semplicemente ds? = c?dr?, mentre nel nostro sistema di
riferimento
ds? = Adt? — dz® — dy® — d2°

Le due quantita devono essere uguali, per cui

2
dr® = dt* — % (da® + dy? + dz?) = di® <1 - ”2)
(& (&

= ds = cdt

1.3.2 La quadrivelocita

Se il tempo proprio ¢ un invariante relativistico, derivare rispetto ad esso lascia inalterate le proprieta di trasformazione
sotto Lorentz degli oggetti che deriviamo. A questo punto generalizzare la derivata galileiana della posizione Z rispetto
al tempo t & la seguente:
de  dz*
o
dt dr
dove v* viene detta quadrivelocita. Se vogliamo scrivere la quadrivelocita nel nostro sistema di riferimento, derivando

quindi rispetto al nostro tempo, dobbiamo utilizzare la relazione dr = %:

o — W(t)%‘i _ ( (t)e )

=H

dove abbiamo usato z° = ct.
Per essere consistente con la relativita galileiana, la quadrivelocita deve restituire qualcosa di simile alla velocita
2
usuale ¥ nel limite non relativistico, ovvero quando v < c. In tale limite, infatti, si ha % ~ 0, da cui y(t) = L_~1

2
c

ot =1
U

Dunque una delle quattro componenti & costante e non porta informazione cinematica. Un altro modo per vederlo € os-

2

e la quadrivelocita si scrive come

servare che le quattro componenti della quadrivelocita non sono indipendenti: ce ne possiamo accorgere considerandone
il modulo quadro
dx? dx¥
L
cioe il modulo relativistico della quadrivelocita e fissato ed & pari alla velocita della luce: ¢ un vincolo al quale non
possiamo sottrarci.

2
v

= 0" = v, = Y2 — yP0? = 42 (1 — 2) =2
c
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1.3.3 La quadriaccelerazione

Dopo aver imparato a definire la quadrivelocita, per collegare la cinematica con la dinamica dobbiamo imparare a
costruire anche il quadrimpulso. Classicamente si ha p'= m, e la pitt immediata generalizzazione &

P = mot

dove con gli stessi ragionamenti effettuati per il tempo proprio, indicheremo con m la massa della particella misurata
nel sistema di riferimento a riposo: m quindi & un invariante relativistico, e questa definizione automaticamente fa
dell’oggetto p* un quadrivettore. In componenti
. myc
myv
2.2

Da quanto visto per la quadrivelocita, anche il modulo del quadrimpulso ¢ fissato e vale ptp, = m=c”; inoltre per
piccole velocita l'informazione portata dal quadrimpulso si riduce a quella dell’impulso spaziale p, ma ci possiamo
chiedere che significato abbia la componente 0. Per fare questo studiamo il termine m~yc all’ordine successivo:

mc 1+1v2 +mv2 1 2_1_1 2 0 vt
myc = ———— ~mc —— | =mc+ —— =—|mc+ -mv —
7 1_ 2 2 2 22 ¢ 2 c*

C

2 & un termine costante,

Il secondo addendo non ¢ altro che I’energia cinetica della particella, mentre il termine mc
naturalmente assente in una teoria non relativistica. In meccanica galileiana infatti I’energia ¢ definita a meno di
una costante additiva, e la presenza o meno di un termine costante & del tutto irrilevante: dunque, interpretare la
componente 0 del quadrimpulso come energia della particella & consistente con il limite non relativistico. Tuttavia
questo ci fa capire che in meccanica relativistica ’energia non & piu arbitraria, perche la natura quadrivettoriale del
quadrimpulso (in particolare 'invarianza del suo modulo sotto trasformazioni di Lorentz) & strettamente legata alla la
presenza di questa ben precisa costante.

Questa differenza tra fisica galileiana e fisica relativistica ¢ dovuta al fatto che abbiamo ingrandito il gruppo di
simmetria della teoria: in meccanica relativistica il gruppo di Lorentz infatti tratta simmetricamente tempo e spazio,
dunque le componenti temporali sono legate a quelle spaziali, mentre in meccanica classica il gruppo delle rotazioni
interessa soltanto le componenti spaziali. Questo implica che le grandezze conservate, energia e impulso, non possono
piu essere definite indipendentemente.

1.4 Dinamica relativistica

1.4.1 La quadriforza e il quadrimomento
Una volta che abbiamo il quadrimpulso, per arrivare alla dinamica e sufficiente generalizzare la seconda legge:

dp 5 dp*

_— = F — = ]:p,

dt dt
dove F* ¢ la quadriforza. In questo momento perd non sappiamo cosa sia e che espressione abbia una quadriforza,
a parte la proprieta ovvia di dover essere un quadrivettore. In realta possiamo dedurre alcune proprieta generali
della quadriforza semplicemente dal fatto di aver scritto una uguaglianza tra quadrivettori. Prima di tutto possiamo
riscrivere la relazione derivando non piu rispetto al tempo proprio ma rispetto al tempo di un sistema di riferimento

inerziale generico t:
dpt- ., __dpt 1

o T T30

123

v(t)
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Nel limite non relativistico, il membro di sinistra tende alla derivata Z—f che si trova nella seconda legge della dinamica,

dunque _ _
dp" 1 . dp’

=-F'& =F"
dt ¥ dt
per cui
1 _
7‘7:7, — Fz
gl

Allora le componenti spaziali della quadriforza devono tendere nel limite non relativistico alla forza nella sua versione
galileiana. A volte si preferisce non usare le F* ma la loro espressioni in termini delle F*, ovvero le componenti della
forza misurata nel sistema di riferimento dell’osservatore:

fi _ ,.YFl

Vediamo cosa discende dal fatto che il prodotto p*p,, ¢ fissato ed ¢ pari a m2c?:

dp*
O

. . N d (1,.pn s 1d, 2.2 i ¢
ma il primo membro non ¢ altro che - (ip pu), cioe 5-m=c® = 0. Dunque la quadriforza ¢ sempre ortogonale al

quadrimpulso, o equivalentemente alla quadrivelocita:
Fro, =0

. 1. -
yeF -0 F=FV= 9. F

)

cioe FY non & arbitrario ma & univocamente determinato dalle altre componenti. Ma poiche F* = vF*:

FOo=1F.y
c
da cui 0
d _
L =IFy
dr c
Ricordando che p = £ si trova infine
1dFE a dFE _
A Y P
cdr c dt

In definitiva, la quarta componente della seconda equazione della dinamica relativistica non € nient’altro che il teorema
delle forze vive: la derivata rispetto al tempo dell’energia cinetica e pari alla potenza dissipata dalle forze, in altre parole
abbiamo riottenuto il principio di conservazione dell’energia. Questo risultato ¢ sempre una conseguenza dell’invarianza
di Lorentz, che ci fa trattare allo stesso livello sia il tempo che lo spazio: infatti le tre componenti spaziali della
seconda legge della dinamica ci dicono come variano col tempo gli impulsi, ovvero le grandezze conservate associate
all’invarianza sotto traslazioni spaziali, pertanto per simmetria era necessario che ci fosse una quarta equazione che ci
dicesse come varia col tempo l'energia, associata all'invarianza sotto traslazioni temporali.

Per un sistema di particelle, in meccanica classica, se la somma delle forze agenti sul sistema e nulla, I'impulso
spaziale & conservato; in meccanica relativistica, se la somma delle quadriforze agenti sul sistema e nulla, otteniamo
con lo stesso argomento la conservazione dell’impulso e dell’energia:

Z pt = costante

Possiamo definire inoltre un tensore antisimmetrico, detto quadrimomento della forza:

MW = gt F¥ — aV F#
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Se la somma dei quadrimomenti & nulla, ovvero >, M = 0, la grandezza

nyo no v v,
L = E (@ipy — =7 p")
i
ovvero la generalizzazione del momento angolare, € conservata. L’oggetto L*¥ e antisimmetrico, e ha quindi 6 compo-
nenti indipendenti: infatti in relativita ristretta richiedere la sua conservazione equivale a richiedere 'invarianza sotto
il gruppo di Lorentz, che ¢ un gruppo a 6 parametri.

1.5 La particella libera relativistica

L’azione di una particella libera relativistica rappresenta il prototipo di quello che accadra in relativita generale: tale
azione condivide molte proprieta con l’azione di Einstein, ad esempio la difficolta di quantizzazione.

1.5.1 Approccio lagrangiano

Una lagrangiana per la particella libera dovra innanzitutto fornire le giuste equazioni di moto, ovvero

dp*
W = — O
P dr

dove 7 ¢ il tempo proprio. Tale equazione di moto coinvolge dei quadrivettori (il quadrimpulso), e viene derivata dalle

equazioni di Eulero-Lagrange
d oL oc
dr dirn Bz
che a loro volta coinvolgono la forma 0, = a%u: affinche le equazioni del moto abbiano le giuste proprieta di trasforma-
zione, la lagrangiana dovra essere complessivamente invariante sotto Lorentz, cioé uno scalare; inoltre, la lagrangiana
dovra essere quadratica nelle velocita &*.
Avendo a che fare con una particella libera, 1'unico oggetto rilevante ¢ &*, e I'unico invariante che sappiamo

costruire con esso ¢ #%,; la radice di questa quantita \/2#2, ha un ben preciso significato:

drt dzv  ds

N TPrT,, = y———— = —=c
" e dr dr dr
data la relazione tra ds e il tempo proprio dr. Possiamo quindi costruire la seguente lagrangiana:

L= oy/THa,

dove « € una costante arbitraria che non modifica le equazioni del moto. La prima cosa che possiamo fare per capire
se la costruzione ha senso € guardare al limite non relativistico di questo oggetto: in tal caso la lagrangiana si deve
ridurre al termine di energia cinetica %va. In effetti si ha

1 izt 1 dzt dxt 2
an/iha, = ai® |1 - 5= = ai® /1 - 5 ——— = ai’\/1 - —
’ 2 it 2 dt dt 2

Inserendo nell’azione si ottiene
ST v2
S=a« / dr—\/1— —
. d

2
1 T C

. . . . . . . . 0
Supponendo che il tempo 2 sia una funzione crescente del tempo proprio, possiamo considerare il termine ‘% = c%

come lo jacobiano per il cambio di variabile 7 — ¢, da cui

t(72) 2 t(72) 1 2 t(72)
S =ac dtw/l—%wac/ dt (1—1}2) :ac(t(rg)—t(rl))—a—Z/ dtv?
(1) ¢ () 2¢ 2¢% Ji(r)
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Affinche le equazioni di moto risultanti da questa azione siano quelle della particella libera non relativistica, si dovra
avere
a=—mc

Osserviamo inoltre che il termine costante ac(ts — t1) non altera il risultato, essendo una costante.
Consideriamo allora le equazioni del moto derivanti dalla lagrangiana

dxt dxu B
= — = el
L mc N mey/x z,

d oL

d\ ox'r

7mcia(\/m) _ d =, d mx),

N oan N P /7 Z3

. l’
Osserviamo che 7, = —mc \/7 € anche il momento coniugato alla variabile z*, rispetto al parametro A. Le equazioni
T vx

del moto cosi ottenute sono molto simili a quelle che ci interessano, infatti si riscrivono come

dove \ & un generico parametro:

dm,
dA

=0

Osserviamo inoltre che tale espressione ¢ in realta indipendente dal parametro che corre sulla traiettoria: infatti, se
N = X()) & una funzione crescente di A abbiamo

o _od mr, (VY d S mgy (N 4 omg
dA\/Tx ) N Tara - \dN) DV Jmra

AN dN AN AN
dz
d S
= —
dX dav dz,
AN AN

Se a questo punto scegliamo come parametro il tempo proprio, otteniamo le equazioni del moto che cerchiamo

d mG _ dpt

—c P
dr  /dzv dz, dr ¢ dr
dr dr

La differenza sostanziale rispetto alla meccanica, dove il tempo era assoluto, sta nel fatto che stavolta abbiamo dovuto
specificare il tempo rispetto al quale calcoliamo le equazioni del moto.

1.5.2 Approccio hamiltoniano

Osserviamo che I'arbitrarieta di riparametrizzazione ¢ presente anche a livello dell’azione:

dzt dx dzt dx 7\ 2
_ d I — d / M
S me / T T mc / \/ a7 dr >

Sempre supponendo che 7/(7) sia una funzione crescente, possiamo estrarre dalla radice il termine

o
= —mc/dT datt du,

dr’

e cancellare lo
=

jacobiano; in questo modo

dr’ dr’
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ovvero ’azione ¢ la stessa, ma & espressa in termini del nuovo parametro 7’: questo ci permette di scegliere il parametro
che preferiamo per parametrizzare la traiettoria della particella.

Se vogliamo costruire ’hamiltoniana per la particella libera dobbiamo come prima cosa calcolare i momenti
coniugati:
oL i
T 0n,  iva,
dove %, indica la derivata rispetto ad un parametro qualsiasi, e 7, ¢ il momento coniugato a z*. Il suo modulo ¢ dato
da

T

ovvero € una costante: scopriamo che i momenti coniugati soddisfano alla stessa condizione a cui soddisfa il quadrim-
pulso di una particella di massa m. Questo rappresenta un problema, perche nel formalismo hamiltoniano la traiettoria
%, e il suo momento coniugato 7, non hanno nessun vincolo da soddisfare, se non quelli eventualmente derivanti in
un secondo momento dalle equazioni del moto: adesso viceversa troviamo che 7, deve soddisfare un vincolo ulteriore
e indipendente; in altre parole, questo lega tra loro le quattro componenti di 7,, a differenza delle componenti di
%, che sono indipendenti, per cui la relazione tra velocita e momenti coniugati non & invertibile. Nel formalismo
hamiltoniano, in casi come questo si parla di sistema hamiltoniano singolare, e i vincoli che legano velocita e momenti

2

vengono detti vincoli primari del sistema: la relazione m, 7 = m c? & quindi un vincolo primario del sistema. Per il

momento trascuriamo questo vincolo, e proviamo a calcolare comunque ’hamiltoniana:

Sl
Ty

_ N T N I s T
H=m,& L= mc\/m L = —mecy/aPE, + me/THE, =0
"

Dunque, un’altra particolarita di questo sistema ¢ che la sua hamiltoniana € nulla. Proviamo a scrivere 1’azione nel
formalismo hamiltoniano, ricordando che sono presenti dei vincoli:

§= / AT i —H + N(A) (1)

dove N(A) & una funzione che agisce da moltiplicatore di Lagrange. Affinche tutto sia consistente & necessario che il
vincolo sia conservato nell’evoluzione temporale, in altre parole che la sua derivata rispetto al parametro sia nulla. Nel
formalismo hamiltoniano, la derivata rispetto al tempo di un oggetto si calcola mediante la sua parentesi di Poisson
con ’hamiltoniana

{H,m"7, —m3c?} =0

Il membro di sinistra ha due modi per essere nullo: o € veramente nullo, oppure ¢ proporzionale al vincolo stesso,
essendo quest’ultimo nullo sulle soluzioni delle equazioni del moto. Nel nostro caso comunque I'hamiltoniana ¢ nulla
dunque le parentesi di Poisson sono banalmente nulle, ma puo capitare che il secondo membro non si annulli identi-
camente, neanche se usiamo il vincolo stesso o altri eventuali vincoli primari: in tal caso, dovendo comunque imporre
I’annullamento del primo membro, si dice che abbiamo generato un vincolo secondario.

In realta, ’hamiltoniana corretta dovra contenere tutti i vincoli: questo comporta che debbano annullarsi non
soltanto la parentesi di Poisson dell’hamiltoniana coi vincoli, ma anche le parentesi tra vincoli. Si possono creare
allora due situazioni: o le parentesi tra i vincoli restituiscono qualcosa di proporzionale ai vincoli stessi, per cui si
annullano (si parla di vincoli di prima classe) oppure questo non accade (vincoli di seconda classe). Quando i vincoli
sono di seconda classe ¢ possibile determinare le funzioni N () ed avere una evoluzione completamente determinata,
se invece i vincoli sono di prima classe non c¢’¢ modo di determinarle e rimangono funzioni arbitrarie: i vincoli di prima
classe sono generatori di simmetrie locali del sistema, o simmetrie di gauge. Se siamo in presenza di simmetria di
gauge ’evoluzione di un sistema non puo essere determinata, perche puo essere modificata con una trasformazione di
gauge ottenendo un qualcosa che ¢ completamente equivalente dal punto di vista fisico: non esiste modo di risolvere
in maniera completa un sistema con invarianza di gauge senza rompere l'invarianza di gauge stessa.
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Nella formulazione hamiltoniana ’azione diventa quindi
S = /d)m“:i:u — N(\)(m#7, — m?c?)

2

Il vincolo 7#m, —m ¢ = 0 & primario e di prima classe, perche ha parentesi di Poisson nulle con se stesso. Faremo

vedere che esso genera le trasformazioni di simmetria del sistema, definendo la seguente funzione
G= L ) (7 2e2
__if( (T, —m*e”)
Consideriamone la parentesi di Poisson con z%:
{G, 2%}

Dal formalismo hamiltoniano ricordiamo che {z%(\),73(\)} = 0§ e {m 7", 2%(t)} = —2i%, da cui
{G, 2%} = f(N)i®

Abbiamo visto che il sistema & invariante sotto riparametrizzazioni temporali, ovvero trasformazioni della forma
A — X = A(A). Se la riparametrizzazione ¢ infinitesima si ha

N =X+ f(N)

= zH(N) = 2H AN+ f(N) ~ 2 (A) + fF(N)TH(N) = 2 + dat

ovvero la variazione nella variabile z# dovuta alla riparametrizzazione infinitesima e data dalla parentesi di Poisson
della stessa variabile con la funzione G, proporzionale al vincolo: in altre parole il vincolo genera (nel senso dei gruppi)
la forma infinitesima della simmetria del sistema. A questo punto ¢ chiaro perche 'hamiltoniana debba essere nulla:
a causa dell’invarianza di gauge non possiamo prevedere 1’evoluzione temporale di nessuna delle sue variabili, infatti
qualunque soluzione dell’equazione del moto, moltiplicata per f(\), continua ad essere soluzione.

1.5.3 1l limite di massa nulla

In relativita speciale il fatto di avere una particella a massa nulla non costituisce un problema, ad esempio poiche per
un’onda elettromagnetica si ha la relazione di dispersione E = |E|, il quadrimpulso del fotone soddisfa a ptp, = 0: se
definiamo la massa come la radice del prodotto p,,p", il fotone avra chiaramente massa nulla. Possiamo pero chiederci
quale sia ’azione che descrive il moto di un raggio luminoso o di una particella a massa nulla; infatti, se mandiamo a
zero la massa nell’espressione dell’azione per la particella libera, otteniamo un’azione nulla:

T2 0 2
S:fmc/ dei\/I—%HS:O
- dr c

Questo accade perche la costruzione dell’azione per una particella libera si basa sulla costruzione di un invariante
relativistico che ¢ il tempo proprio: esso ¢ definito come il tempo misurato nel sistema di riferimento in cui la
particella € a riposo, ma per una particella a massa nulla tale sistema non esiste, dunque dovremo cambiare il punto
di partenza. Nel formalismo hamiltoniano si ha

S / A i, — N (0'p,)

e lespressione ¢ assolutamente regolare. Il metodo dei moltiplicatori di Lagrange restituisce le due equazioni:

S
— =0=z, —2N(X\ =0
5pu Iz ()pu
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— =0= # =0
oN Pub

08

— =0= S —

dx# b

La prima equazione ha come risultato
1
P =Ny

e ci ricorda semplicemente che la relazione tra velocita e momenti non e invertibile, a causa della presenza della
funzione arbitraria N (t).

Se vogliamo descrivere una particella a massa nulla, in definitiva, possiamo utilizzare “solo” il formalismo hamil-
toniano. Formalmente, se utilizziamo la relazione tra impulso e velocita per tornare nel formalismo lagrangiano:

= Hp ) — Koy on2.2 — jj#i"u 2 2
S /d/\(p &,) — NN (pH'py —m=c®) = S /d)\2N()\)—|—N()\)mc

possiamo scrivere anche le equazioni del moto per N(\):

T, 22
—————4+m°c“ =0
2N2())
Queste equazioni possono essere risolte per N () soltanto se m # 0: se m = 0 N(t) resta indeterminata, e le equazioni
del moto ci informano semplicemente che per una particella di tipo luce ##%, = 0. Nella formulazione lagrangiana,
dunque, 'azione corretta per una particella a massa nulla ¢ la seguente

_ ‘C.Eu‘,tﬂ
S = /d)\QN(/\)

Cosi scritta, N(\) ha una interessante interpretazione geometrica: essa non ¢ nient’altro che una metrica scelta su una
linea di universo. Poiche la scelta di una metrica in una dimensione corrisponde alla scelta di una funzione arbitraria

(tutte le metriche sono equivalenti in una dimensione), 'arbitrarieta di N(t) corrisponde all’arbitrarieta della scelta
della metrica.

1.6 Teoria dei campi classica: 1’elettromagnetismo

Vediamo dal punto di vista della teoria dei campi come si puo costruire una teoria relativistica, considerando il caso
piu familiare dell’elettromagnetismo. Nel vuoto e in presenza di correnti il campo elettromagnetico & completamente
specificato dalla risoluzione delle seguenti equazioni:

1) V-E=4rp ; 2)V-B=0

. 19B L 10E 4rm -

E=-" . 4 B=-""4+
3) V% c Ot ’ ) Vx c Ot cJ

Se prendiamo la divergenza di 4) otteniamo

10 ~ 4n - 4w (0p =\
O—C&(V~E>+CV~J:>c<at+V~J)—0

ovvero riotteniamo l’equazione di continuita, che ci informa che la corrente elettromagnetica & conservata. Se
consideriamo il rotore di 4), abbiamo

MVszVX(VXE—lém)
c c Ot
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MaVX(Vxé):V(V~§)—A§dacui

1 0°B
—V 7,AB+77
XJ 2

Applicando il rotore anche alla 3):

108 = 1 O°E 4w dJ
0VX<VXE%5>V(V'E) S

4am 7 53 1 8B
é{VXJ——AB—&—CQatQ )

—47Vp 40” 9J AE + 1 = atf

Il contenuto dinamico delle equazioni di Maxwell sta nel fatto che i campi E e B soddisfano delle equazioni d’onda
con sorgenti; in assenza di sorgenti tali equazioni si riducono all’equazione di D’Alembert, dunque c¢’¢ propagazione
del campo elettromagnetico anche nel vuoto. Di solito, date queste equazioni, ci accorgiamo che le equazioni 2) e 3)
possono essere risolte esattamente e si puo scrivere i campi elettrico e magnetico in termini di potenziali:

V.- B=0=B=VxA

. 10B 104 L 104 . 104
VxE_—EE:V ( +81€>_0:>E+8t__v¢:>E__cat_v¢

Possiamo prendere queste espressioni per il campo elettrico e magnetico e introdurle nelle restanti equazioni di Maxwell
1) e 4), in questo modo scopriamo che

—A¢>—1§ (V-,I) = dmp
v(vﬁ)-&i’:-%% <v¢+1%‘?> +4§f

Un modo piu trasparente di scriverle &

10% 10 - 10¢ 4
‘M*czata‘cat(v'“ 8t> e
1 024 L 106\  4r -
~NA+ = s +V(V-A+at) —J

Vediamo che c’e una prima struttura universale nelle due equazioni, corrispondente al dalambertiano, poi abbiamo un
termine un po piu complicato, infine a secondo membro le sorgenti.

1.6.1 Invarianza di gauge

La soluzione in termini di potenziali non € unica, perche Ae ¢ sono determinati a meno di funzioni arbitrarie:
B=VxA=VxA A=A-Vf

Se facciamo variare A del gradiente di una funzione pero, E sembra cambiare:

s 104 100f
E—E=—-"+ Vat Vo
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ma tale variazione puo essere riassorbita in una ridefinizione di ¢ come

10f

¢—>¢/:¢+Ea

Dunque sotto le trasformazioni
A A=A Vf
b= =6+ 5f

le equazioni di Maxwell restano invariate.

La gauge di Lorentz

Consideriamo adesso la combinazione

- 10¢
A+ 2
VoAt c ot
e ridefiniamo i potenziali secondo la nostra prescrizione:
10¢ 19¢ 1 0°f
A+ —-—— A=A —— ==
v +c@t_)v f+c@t c? Ot?

Possiamo chiederci se siamo in grado di determinare una funzione f tale che i nuovi potenziali soddisfino a

vy 109
VA4S =0

Il problema consiste semplicemente nel trovare la funzione di Green dell’operatore dalambertiano, infatti

12f - 109
TEor =TV AT
Se G e tale che
0G(x) = 6*(x)

allora f & semplicemente

f=- / d*z' Gz — ') (v Az + 1%(95'))
c Ot
Dunque, poicheé conosciamo la forma delle funzioni di Green del dalambertiano, possiamo sempre selezionare dei
particolari Ae ¢ in modo tale che la combinazione V - A+ %%‘f si annulli: la scelta della funzione f si dice scelta della
gauge, e questa particolare gauge prende il nome di gauge di Lorentz. Se scegliamo la gauge di Lorentz, le equazioni
per i potenziali si semplificano notevolmente:

Quindi anche i potenziali, in questa gauge, soddisfano a delle equazioni d’onda in presenza di sorgenti.

La gauge di Coulomb

La gauge di Lorentz tratta simmetricamente ¢ ed /T, e per entrambi abbiamo delle equazioni d’onda, ma poiche la
scelta di gauge ¢ arbitraria, potevamo sceglierne una qualunque altra. Ad esempio scegliamo una gauge in cui V-A = 0:
anche in questo caso il problema consiste nel trovare una funzione f tale che

Af=V-A
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La funzione di Green per il laplaciano si puo ottenere immediatamente da considerazioni dimensionali: infatti I’equa-
zione

AG(E) = 8 ()

¢ invariante sotto rotazioni, dunque G puo essere soltanto funzione del modulo di Z. Ma se mandiamo Z in AZ, per le
proprieta della delta di Dirac si ha

BAGA) = 8 (A7) = 156°(@)

dunque per pareggiare il conto delle \ & necessario che G sia proporzionale a *, in particolare sceglieremo
T

In questo modo la funzione f si ottiene come
1 V- A&
f - _ = /d3x/ ( )
z

Vediamo adesso come diventano in questa nuova gauge le equazioni per i potenziali:

VANOES —47rp
~AA cl2 at2 = %j_ %%ng)

dunque soltanto I’equazione per il potenziale vettore rimane una equazione d’onda, ovvero in questa gauge, detta gauge
di Coulomb, soltanto il potenziale vettore si propaga. Il potenziale ¢ viene determinato in termini delle sorgenti come

Ix—

Sostituendo questa soluzione nella seconda equazione si ottiene:

L 1024 Ar - -
pAyLOA_dmy v/d?"” = Jt
cat

2 Ot? c |Z — 2|

dove la scrittura J+ & giustificata dal fatto che V - J+ =0 se J ¢ una corrente conservata.

1.6.2 Conteggio dei gradi di liberta

Osserviamo che siamo partiti con sei campi, tre componenti per il campo elettrico e altre tre per quello magnetico;
abbiamo quindi risolto due equazioni di Maxwell introducendo un potenziale vettore e un potenziale scalare, riducendoci
a quattro campi indipendenti; abbiamo infine fissato una combinazione utilizzando 'invarianza di gauge, togliendo un
ulteriore grado di liberta. Ma in realta sappiamo che i gradi di liberta totali del campo elettromagnetico non sono tre
ma due, infatti rimane una ulteriore arbitrarieta che possiamo utilizzare per diminuire il numero di campi indipendenti:
possiamo chiederci se una volta scelta una gauge, ad esempio quella di Lorentz, esista una f che permette di ridefinire
i potenziali rimanendo nella stessa gauge. Nel caso della gauge di Lorentz banalmente basta utilizzare una funzione f
che soddisfi 'equazione delle onde:
Of=0

ovvero f deve essere una funzione armonica. Una volta in gauge di Lorentz quindi abbiamo una arbitrarieta di cambio
di gauge, detta gauge residua, utilizzando funzioni armoniche:

19f

0O o
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A—-A-Vf
in assenza di sorgenti, anche i potenziali soddisfano ’equazione delle onde, il che significa che essi sono funzioni
armoniche: se abbiamo una funzione armonica, la derivata di una funzione armonica ¢ ancora una funzione armonica,
dunque possiamo sempre scegliere una f opportuna in modo che
10f

— -2 =0
c Ot

In questo modo arriviamo a due sole componenti indipendenti dei potenziali che si propagano: questo conteggio ci
informa che un’onda elettromagnetica ha soltanto due polarizzazioni indipendenti.

Osserviamo che questo conteggio ¢ avvenuto in due step: la condizione che fa scendere da 4 a 3 gradi di liberta e
stata imposta senza bisogno di tener conto delle equazioni del moto, sfruttando unicamente 'invarianza di gauge; il
passaggio da 3 a 2, invece, ¢ dovuto proprio alle equazioni del moto, che restringono i campi ad essere delle funzioni
armoniche. Col linguaggio della meccanica quantistica, una particella di spin 1 ha in linea di principio tre gradi di
liberta, ma questi si riducono a due se la massa ¢ nulla, in quanto le uniche direzioni possibili per lo spin sono quella
parallela e quella antiparallela alla direzione di propagazione. Il fotone, il quanto del campo elettromagnetico, ¢ una
particella di spin 1 ma in base alle equazioni del moto ha massa nulla:

2 2
%672 0= - =0
c? ot c

ovvero il modulo quadro del quadrimpulso relativistico dell’onda e sempre nullo: se interpretiamo questa quantita

~0¢+

come la massa al quadrato del fotone, questa & necessariamente nulla e il fotone ha quindi solo due gradi di liberta.

1.6.3 Equazioni di Maxwell in forma covariante

In gauge di Lorentz i potenziali soddisfano alle equazioni

O¢ = 4F (pe)
OA=1J

Vogliamo provare a riscrivere le equazioni di Maxwell in forma manifestamente covariante: il primo passo & passare in
gauge di Lorentz, per tentare di capire quali sono le loro proprieta di trasformazione in questa gauge.
Vogliamo arrivare ad imporre che le equazioni di Maxwell siano invarianti sotto trasformazioni di Lorentz. Iniziamo

a scriverle in questo modo:
10) dm [ pc
ol = |=2( 72
( A c J

dove [ = c%g—; — A. Definiamo 'oggetto a quattro componenti

0 10 0
—=|-=V]|=|55.V)=0,
Oz c ot 0x0
Possiamo mostrare che questo oggetto trasforma come una forma sotto Lorentz, infatti se 2" = A* 2" & un cambio
di coordinate:

o o) 0 _ A 0
dxr — Oxn O(a')r Mo(al)
0
= — =At, —
Oxt a(z")¥
Il dalambertiano puo allora essere visto come il prodotto scalare con se stesso di d,,, fatto con la metrica di Lorentz:

0 0 0 A 0

puv

= —_— = pHv
= azr'l oz A(x ) "o(a)P
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ma per definizione di trasformazione di Lorentz

n“”AO‘ uAﬁ L= naﬁ

quindi
A(z")> d(x')B
Vediamo allora che sotto trasformazioni di Lorentz I'operatore d’onda va in se stesso, ovvero si comporta come uno
C 1 . . AN . . . C .
scalare. Affinche le equazioni di Lorentz siano covarianti, & necessario che i due oggetti f—( ) e [} abbiano le

stesse proprieta di trasformazione sotto Lorentz.

La quadricorrente

La densita di carica di una particella in moto nello spazio e data da
p = ed™(@ — &(t))

mentre la sua densita di corrente

-

J = e (@ — Z(t))F

Possiamo riorganizzare p e J in un oggetto J* cosi definito:
JH = ec/ a'c“(54(x" — ot (7))dr
¥

dove 7 ¢ la traiettoria della particella, e 7 ¢ il tempo proprio, anche se formalmente possiamo sempre passare ad un
qualunque altro tempo dato che anche questa definizione presenta invarianza sotto riparametrizzazione temporale. E
possibile dimostrare che J* trasforma sotto Lorentz come un quadrivettore: per prima cosa cambiamo parametro e

scegliamo il tempo usuale ¢

iz n
JH = ec[/ %64(:#‘ —zt(7))dr = ec/7 %54@“ —zh(t))dt

Poiche il legame tra z°(t) e t & una costante di proporzionalita

0

(20 — 2°(t)) = 8(a° — ct) = %5(% —1)

possiamo effettuare l'integrale sul tempo utilizzando la delta temporale:

dx*

1
B — oe83(7 — 2(t)) ——
J eccé (Z — Z(t)) 7

J? = ecs® (& — #(t)) = pc

J = et (Z — £(t))

Le componenti di J# quindi non sono altro che la densita di carica e di corrente per una particella in moto. Poiche
qualsiasi corrente si puo costruire come somma delle correnti delle varie cariche che la costruiscono, una volta deter-
minate le proprieta di trasformazione di J*, queste saranno le stesse per ogni corrente. Mostreremo infine che J#
trasforma come un quadrivettore:

m
JH = ec/ di(54(a: —x(7))dr
dr
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dove siamo tornati al tempo proprio 7. % ¢ un quadrivettore, 7 € un invariante, mentre per quanto riguarda la delta
di Dirac, essa trasforma con il modulo della matrice jacobiana inversa della trasformazione di coordinate, in quanto si
deve avere

0 (x — 3)d"x = 6" (2" — 3')d™2’
Affinche 'integrale su tutto lo spazio faccia 1, indipendentemente dalla scelta delle coordinate:

§"(2' — &) = |det A7 | 6" (z — &)

ma le trasformazioni di Lorentz hanno determinante +1, dunque la delta di Dirac quadridimensionale ¢ un invariante

relativistico. In definitiva I'unico oggetto che varia sotto trasformazioni di Lorentz e %7 che ¢ un quadrivettore:
. . . . C .
Iintegrale di un quadrivettore resta un quadrivettore dunque J* = [} trasforma come un quadrivettore. Un

controllo di consistenza sulla quadrivettorialita di J# viene dall’equazione di continuita, infatti

1 dpc >

Ma questa equazione puo essere vista come il seguente prodotto matriciale

(L2 V)(g—?)z@w}”

dunque I'equazione di continuita si riscrive in forma breve come 9, J#* = 0. Questa equazione ¢ chiaramente invariante
di Lorentz, perche sotto una trasformazione di Lorentz 8, trasforma con A~! mentre J# trasforma con A.

Q=

La forma covariante

Con queste definizioni, le equazioni di Maxwell si riscrivono:

(3)-2(7)

J
Affinche tale equazione sia covariante di Lorentz € necessario che (

SRS

) trasformi anch’esso come un quadrivettore,

dunque in base a questa richiesta definiamo il quadrivettore

(2

Osserviamo che questa ¢ una costruzione puramente formale, in quanto abbiamo forzatamente imposto che A* trasformi
come un quadrivettore, per ragioni di coerenza matematica: I'ultima parola sulla bonta di questa scelta ¢ detta dagli
esperimenti. In ogni caso, in questo modo le equazioni di Maxwell si riscrivono in forma compatta:

OJAH = 4£JH
C

Adesso pero ci ricordiamo che questa forma per le equazioni di Maxwell ¢ stata ottenuta imponendo la gauge di Lorentz
19¢
c Ot
gauge arbitraria. Con le nuove notazioni anche la gauge di Lorentz si puo riscrivere in forma breve

+V-A= 0, dunque potremmo chiederci se la covarianza della scrittura non venga distrutta nel passaggio ad una

10¢ o ¢\ _
Eaij.A:(%% v)(jl):au/w:o
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In questa forma, la condizione definitoria della gauge di Lorentz & manifestamente Lorentz-invariante. Anche le
trasformazioni di gauge si riscrivono in forma covariante:

AR s AF 4 g f

10
dove O* = n*0, = ( ¢ th ) ¢ chiaramente un quadrivettore. Osserviamo che una trasformazione di gauge non

modifica le proprieta di trasformazione di A*, perche la somma di due quadrivettori resta un quadrivettore: ci
aspettiamo allora che le equazioni di Maxwell possano esser scritte in forma covariante in qualsiasi gauge. Per
verificarlo, riscriviamo le equazioni di Maxwell senza specificare la gauge:

t
fA/T+C%§—§+V(V./T+V@> =]

0_ _0_ py — 4m
{DA o0 (OuA") = 00 gan —on (9,4 = T
Cc

04" — 9" (9, A") = %Ji
Ovvero abbiamo trovato una scrittura manifestamente covariante per le equazioni di Maxwell, senza bisogno di
specificare la gauge.

1.6.4 1l tensore di Maxwell

Le equazioni di Maxwell possono essere rese ancora piu compatte introducendo la cosiddetta field strenght del campo

elettromagnetico:
FH = gt AY — 9V A¥

In questo modo, le equazioni di Maxwell si riscrivono come

Nz dm v
5MF‘ == ?J

E possibile mostrare che F*¥ e un invariante di gauge: infatti, sotto la trasformazione
At — AR 4 OHf

si ha
F/J.V — a/l,Al/ + 8}1.81/'](‘ _ 81/14'11, _ 81/8/Lf — 8}1.AV _ 81/14'11, — F}Ll/

Vediamo adesso le componenti di F*”:

1 0A!

c Ot

FO%=9%4" — 9" A" = 3° A" + 9, A" = +0ip=—FE'

= F?=F'
F =9 A — YA = —Q A + ;A" = —ei;5 0, A7 = —(V x A)F = —Bkeiik

ovvero le sei componenti indipendenti di F'*¥ ricostruiscono in maniera non banale il campo elettrico e il campo magne-
tico non come due quantita separate, ma come unica quantita, sotto forma di un tensore a due indici antisimmetrico.
Per introdurre il potenziale A* abbiamo risolto le due equazioni di Maxwell che non dipendevano dalle correnti; &
possibile riesprimerle in linguaggio covariante, in questo modo:

1
Bk — 7§€krsF7‘s
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— 1
V-B=0=—3 (OpF™*) € =0
Possiamo provare a generalizzare questa equazione introducendo lo pseudotensore di Levi-Civita quadridimensionale:
P9, F,, =0

Vediamo che componente per componente, questa equazione riproduce le due equazioni di Maxwell indipendenti dalle
sorgenti:
a=0— EOijkaiij =0

Oé:].—>82E3—83E2:—8oBl =
1 3 2 e 10B

a=2—0E -0 FE°=—-0yB éVfo——E

a=3— 0 E?— 9, = —9,B> ¢

In ogni caso, I'equazione €***?9,F,, = 0 ¢ un’identita, perche espandendo F),, si ha
€MMPY,, (0,A, — 0,AL)

dove il tensore antisimmetrico e***? & sempre contratto con una coppia di derivate, simmetrica per scambio. Infatti di
solito non si parla di equazioni di Maxwell ma della cosiddetta identita di Bianchi. In questo linguaggio, le equazioni
O FH = %J” contengono la dinamica, mentre ¢***?9,F,, = 0 ci informano che esiste una rappresentazione in
termini di potenziali.

Il duale del tensore di Maxwell

Questi due set di equazioni possono essere riscritti in maniera piu simmetrica, introducendo il duale del tensore
elettromagnetico:

1
*pr = §€VpaﬁFaﬁ

In questo modo
O Frv =4z v
Opx F*¥ =0

Scritte cosi, I'unica differenza tra le due equazioni € che la prima coinvolge una corrente elettrica, mentre nella seconda
abbiamo 0 al secondo membro. Le equazioni diventerebbero effettivamente simmetriche se a secondo membro avessimo

una corrente %J v o banalmente in assenza di correnti.

m?

Invarianti relativistici

Essendo un tensore di Lorentz del secondo ordine, F*¥ trasforma come
F;l,l/ N FI‘U’V — A#aAuﬁFaﬁ

Per un quadrivettore z#, I'unico invariante che possiamo costruire ¢ z*x,, ma il tensore F'*¥ permette di costruirne
due:
v
1) F*F,,

1
2) P Fy = 56 F Fyg
Possiamo verificare che il primo invariante & legato alla differenza E? — B2, infatti:
F*F,, =2 (F%Fy + FUF;;) = —2F%"F% 4+ FUFY = —2F'E' 4+ ¢Fe!mpi AF9'A™ = —2E'E* + 2B B/ =

= —2(E* - B?)
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Il secondo, invece:

—

1 . . - _
geaﬁwFaﬁFM = 2e"9F By By, = 4€9% By Fjy = 269 Bieyj1, B = 2E - B

Dall’elettromagnetismo classico sappiamo che per un’onda piana esiste una scelta del sistema di riferimento tale che E
e B abbiano stesso modulo (se ¢ = 1), dunque tale che F*¥ F},,, risulti nullo, ma poiché esso & un invariante relativistico
sara nullo in qualunque altro sistema di riferimento inerziale. Sempre dall’elettromagnetismo si scopre che E e B sono
ortogonali, dunque anche F* x F),, ¢ nullo.

Abbiamo scritto due invarianti, ma potremmo chiederci se ne esistano altri: in realtd in questo caso il massimo
numero di invarianti che si possono costruire & proprio due; per dimostrarlo possiamo pensare ad F*” come a una
matrice:

F*, M —M

In questo modo F' & un endomorfismo dello spazio di Minkowski. Le trasformazioni di Lorentz adesso agiscono su F'
come una trasformazione di similitudine:

FH — AP AN B = A F(AT),” & F — AFAT

F', — AP \F* (AN, & F — AFA™!
Per una matrice, gli unici oggetti invarianti sotto trasformazioni di similitudine sono i suoi autovalori, ovvero le radici
del polinomio caratteristico. Per una matrice 4 x 4 gli autovalori sono 4, quindi in linea di principio potremmo pensare
di costruire 4 invarianti, ma vedremo che nel nostro caso non sono tutti indipendenti. Il polinomio caratteristico di

una matrice 4 x 4 A ¢
PA)=A=2)A =)A= X3) (A= \y) =

=Xt - (Z Ai) A [ 2000 | A= [ 20 Ak | A+ Adedas

i<j i<j<k
Il primo coefficiente & la somma di tutti gli autovalori di A, ovvero la sua traccia; il secondo coefficiente puo essere
messo in relazione con la traccia di A e la traccia di 42:

1 1
> i = §ij =3 PROYED P
i,j i

i<j i

2
; (ZA> -3 - 5 (rr(a)? - 7r(a?))

Analogamente il secondo coefliciente:

> NN = % D N = % D ONNA=BY NN =D N =

i<j<k Citj#k .5,k i#j i

1
3!
Infine A\; A2 A3A\s = det(A). Osserviamo che Tr(A*) non & pit indipendente dagli altri, a causa del teorema di Hamilton-
Cayley: una matrice soddisfa il suo polinomio caratteristico, cioé P(A) = 0, pertanto se A & di ordine 4 A* & sempre
esprimibile come funzione di A, A2, A3 e del determinante di A.
Nel caso di F, che & antisimmetrico, abbiamo:

((Tr(A))* = 3(Tr(A))* Tr(4) + 2Tr(4%))

Tr(F)=0

Tr(F?) = Tr(F* ,F” )
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Tr(F3) =Tr(F)T) = Tr(FTFTFT) = ~-Tr(F?) =0
Per quanto riguarda la traccia di F%, non abbiamo proprietd di simmetria che ci consentano di concludere che sia
nulla, dunque ¢ il nostro secondo invariante:
!
16

In questa scrittura compare il quadrato del prodotto F' x F: questo infatti cambia segno sotto parita o time reversal

Tr(FY) = — (F+ F)* + % [Tr(F?)]?

a causa della presenza del tensore e*"*?.

Trasformazioni di Lorentz e campo elettromagnetico

Vediamo adesso come agisce una trasformazione di Lorentz sui campi elettrici e magnetici. Il modo piu conveniente ¢
pensare di nuovo a F' come a una matrice:

0 -E' —-E? -E3
EY 0 -B® B?
E? B3 0 -B!
E?* -B* B! 0

P —

Se consideriamo la seguente trasformazione di Lorentz:

o -6 0 0

B v 00
A:

0 0 1 0

0 0 0 1

abbiamo che
F'i = Al A gFOP — F' = AFAT

Da cui si scopre che
E'=E"
E:Q — ,Y(EQ —ﬁB3)
E' =~ (E* + 5B?)

Bl =p!

B = (B + BE°)

B =~ (B* - BE?)
Osserviamo che la legge di trasformazione € molto diversa da quella dei quadrivettori, per i quali le parti ortogonali
alla direzione della velocita rimangono inalterate e soltanto quelle parallele trasformano. Se consideriamo adesso
trasformazioni discrete, come P = diag(1,—1,—1,—1), & facile verificare che si ottiene

E——E
B— B
Questo risultato & concorde con quello che aspettiamo, ovvero che il campo elettrico trasformi sotto parita come
un vettore, e il campo magnetico come uno pseudovettore. Se applichiamo la trasformazione di inversione temporale,
T = diag(—1,1,1,1), questa differisce dalla parita per un fattore —1: questo significa che il prodotto TFT ¢ equivalente
a PF P, dunque le regole di trasformazione dei campi sotto time reversal risulterebbero le stesse di quelle sotto parita.
Pero, dalle equazioni di Maxwell:
{ V- -E=A4np
B_ _18E | 4r T
VxB= ot + 7’]
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La trasformazione di time reversal ha il significato di far scorrere il tempo all'inverso, ovvero mandare ¢t in —t. Ma
se abbiamo una distribuzione di carica p, questa e insensibile al cambio di direzione, mentre se consideriamo una
corrente, questa va in meno se stessa, perche la trasformazione di time reversal inverte il segno delle velocita. Poiche
lelettromagnetismo e invariante sotto time reversal, le equazioni di Maxwell devono rimanere invariate, e questo
accade soltanto se sotto time reversal E — E e B — ,B” dunque le regole di trasformazione che ci aspettiamo non
sono quelle che si ottengono dalla applicazione ingenua della matrice T al tensore F'*”. Questa inconsistenza non si
spiega in termini di fisica classica, ed & necessario introdurre la meccanica quantistica: esiste un teorema dovuto a
Wigner, per cui ogni simmetria della fisica (ovvero una trasformazione che preserva le probabilita di transizione) pud
essere rappresentata da operatori unitari o antiunitari. L’operazione di time reversal e realizzata a livello operatoriale
proprio da un operatore antiunitario, e questo rende complicata la sua introduzione a livello del formalismo tensoriale
che abbiamo costruito, in formule
TFTT = EPIC FAIL

1.6.5 La forza di Lorentz

Un altro oggetto indispensabile per l'elettromagnetismo e non contenuto nelle equazioni di Maxwell e la forza di
Lorentz. Tale forza & espressa da .
F=eE+-UxB
c

Se l'elettromagnetismo deve essere invariante sotto trasformazioni Lorentz, le tre componenti di F' non possono che
essere le tre componenti di una quadriforza F:

F' = e¢E + g (U x é) — eF 4 Ze”"“viB’“ -

. e .. . e . L
=eF0 - “FUyl = — (ch’O —’yU]F”)
c cy
Riconosciamo in 7yc e yv' le quattro componenti della quadrivelocitd v*, dunque

i _ € (i
F e (F*v,)

Ricordiamo dalla dinamica relativistica che tra la forza EF e le componenti spaziali della quadriforza F* c’era esatta-
mente un fattore v di differenza, dunque abbiamo

. e .
Ft = -F'y,
c
Recuperiamo anche la componente © della quadriforza: ricordiamo che Fuot =0, dunque
e - e - e e
0=voF° + -0, F' = 0o F° + —v; F*v, = 0o F° + —v, F"" v, — —voF%"v,
c c c c
ma v, F'"*v, = 0 per I'antisimmetria, e rimaniamo con
e e
v F? — —vgF%v, = 0= F°* = —Fy,
c c
Se rimettiamo tutto insieme, la quadriforza assume una forma assolutamente e trasparentemente covariante:
e
FY = -F"ty,
c
per cui la formulazione relativistica della dinamica per una particella carica in moto & data da

dp"* e
2 Tpwry,
dr c Y
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Possiamo chiederci se questa equazione derivi da un principio di azione, ovvero se esista un modo di introdurre questa
interazione all’interno della lagrangiana della particella libera. Ricordiamo che I'azione per la particella libera e

So = —mc/ dr\/ire,
¥
L’interazione elettromagnetica si introduce inserendo un termine di questo tipo:

S =2 [ ar 2D 4, atr)

In questo modo 'azione completa diventa
dzH
S = —mc/dT T, + f/dT 2T g ()
2! € Jy

Si puo mostrare che effettivamente questo termine genera le corrette equazioni di moto:

dp;t + iaﬁmt . OLint
dr dr dz* Oxt

d@ﬁmt allmt_e d - _e_a _e o _ e o
dr dit Ozt ¢ <d7_AH(:r) - (“)#Aa) =t (OaAp — Opa) = p Fop = —Fuav
dunque
dp e o
ol

Osserviamo che la forma della lagrangiana di interazione e quella tipica dell’interazione elettromagnetica, dove si ha
una corrente in interazione con un potenziale. Nel nostro caso la corrente € proprio J* e il potenziale ¢ A*, infatti:
dxt(T)

: L drdx;T(T)Au(a:(T)) =< / P (7 — () " A (7, 7) =

/ s (7 — f(t))dx;(t) At 7) = % / dha M (F, 1) A, (¢, )

Anche nel caso interagente, I'hamiltoniana della particella resta nulla, percheé anche I'interazione elettromagnetica non
dipende dal tempo scelto per parametrizzare la traiettoria. Stavolta perd abbiamo un nuovo vincolo perche diversa e

(&

Cc

I’equazione che definisce i momenti coniugati:

€ -
Py — Pu — EA,U. = Pu

= X\ (p"p, — m?)

L’azione nel formalismo hamiltoniano si scrive allora

— M H qu_ 2.2
S—/pxﬂ A((p —l—CA) mc)

ovvero si ottiene immediatamente da quella per la particella libera mediante la sostituzione minimale:

pu_>pu+fAu
c
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1.6.6 Aspetti generali dei sistemi relativistici

Finora abbiamo considerato lagrangiane del tipo

L= L(q'(t),¢'(t))

cioe in cui le variabili canoniche erano le coordinate e le loro relative velocita. Se passiamo ai campi, questi ultimi
acquisiscono a loro volta il ruolo di coordinate generalizzate, mentre la posizione diventa un parametro al pari del
tempo; la lagrangiana L(q'(t), ¢*(t) diventa una densita di lagrangiana:

L= L(¢'(T,1),0,0'(T,1))

in modo che la lagrangiana vera e propria si ottenga integrando £(¢*(Z,t), 0,¢"(Z,t)) sul volume del sistema. L’azione
per un sistema di campi ¢’ si ottiene semplicemente come

S = / d*zL (¢'(Z,1),0,0" (,1))

Le equazioni del moto si ottengono mediante le equazioni di Eulero-Lagrange generalizzate

0 (o L _,
Ozt <a<ami>> 9t

Queste equazioni si ricavano con procedimenti analoghi a quelli che portano alle equazioni di Eulero-Lagrange per un
sistema di coordinate, ma c¢’¢ un punto sostanziale di differenza: per derivare queste equazioni si deve porre a zero un
termine di bordo, che nel formalismo classico ¢ nullo perche supponiamo sempre variazioni delle coordinate nulle al
tempo iniziale e al tempo finale:
dq(t;) = dq(ty) =0

Nel caso della teoria dei campi il bordo non e piu costituito da due tempi, ma da una ipersuperficie spazio-temporale:
dato che insieme alle derivate temporali compaiono anche quelle spaziali, integrando per parti si ricevono contributi dai
campi all’infinito spaziale. In generale, quindi, per ottenere le equazioni del moto per un sistema di campi e necessario
non solo imporre condizioni ai tempi iniziale e finale, ma anche imporre una opportuna condizione all’infinito spaziale,
che ci permetta di trascurare i termini di bordo che compaiono nell’equazione. Consideriamo ad esempio la teoria di
campo piu semplice, la teoria scalare libera:

1
S = /d4x§8#¢(“)“¢
Variando 'azione si ha

58 = / d*x0,,(5¢)0"p = / d*z8,, (60" $) — 6¢0g

Il primo termine € una sorta di quadridivergenza, e per capirne la struttura esplicitiamo il prodotto scalare:

/ d*z0, (590" ¢) = / d*z0, (090" ¢) + / d*z0; (0¢0'¢) =

= / P [6(ty, B)0' d(ts,T) — do(t;, T)0' d(t;, )] + / d*z9; (090" ¢)

Se prendiamo delle variazioni che non cambiano il valore dei campi ai tempi iniziale e finale, il primo blocco in parentesi
quadre si annulla perche sono nulli i termini d0¢(t;, Z) e dp(ty, &). Il secondo termine puo essere riscritto come

/ d*z0; (690" ¢) = / dt / d3zV - 56V ) = / dt / 5o(Vo) -

dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato il teorema di Gauss, e X ¢ la superficie che racchiude il volume di integrazione;
se tale volume ¢ tutto lo spazio, possiamo scegliere come ¥ una sfera con raggio R — oco. Affinche le equazioni del
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moto siano quelle che ci aspettiamo, ovvero [J¢ = 0, & necessario che anche 'integrale di superficie dia contributo
nullo, e questo equivale a richiedere che il termine d¢(V¢) vada a zero piu velocemente di %2 Questa richiesta ¢ non
banale, perche non sempre ¢ concesso imporre arbitrarie condizioni al contorno; se pensiamo ad esempio ad un’onda
sferica, questa scala come %, dunque il termine di superficie scala come T%, e il contributo all’integrale e finito. Un
caso importante in cui i termini di bordo sono importanti ¢ proprio la relativita generale, in cui I’energia e I'impulso
totali del sistema sono definiti da un integrale di bordo, e non di volume come accade di solito.

Il campo elettromagnetico

Se vogliamo scrivere una lagrangiana per 'elettromagnetismo, questa per prima cosa deve dare origine alle equazioni
di Maxwell, che sono lineari nei campi; questo significa che la lagrangiana dovra essere al piu quadratica nei campi.
Le equazioni del moto inoltre sono covarianti di Lorentz e invarianti di gauge: un modo sicuro per ottenere equazioni
con queste caratteristiche e partire da una lagrangiana invariante di gauge e scalare sotto Lorentz. Gli unici oggetti
quadratici invarianti di gauge che sappiamo costruire sono F,, F*" e %eWWFWFp", dunque una prima lagrangiana
di prova puo avere la forma

L=a1F, F*" + asepypoe FHFP?

Il secondo termine in effetti viola la parita, ovvero una trasformazione del gruppo di Lorentz esteso, e poiche in
elettromagnetismo la parita € conservata tale termine deve essere escluso dalla lagrangiana. In ogni caso, possiamo
mostrare le equazioni del moto non sono modificate dalla sua presenza:

a2€p5 (OFAY — OV AF)FP7 = 2a9€,,,p0 0" AV FP7 = 0" (2a2€,,1p0 AV FP7) — 2a0€,,1 p0 AY OH FP7
ma €,,,,00" FP? ¢ identicamente nullo per I'identita di Bianchi, dunque
a2€pe FH FP7 = 0" (2a2€,1p0 A" FP°) = 2a20" J,,

dove J, = €upe AVEP?, cioe il termine aggiuntivo alla lagrangiana corrisponde a una divergenza totale, che non
influenza le equazioni del moto: infatti, per il teorema di Stokes, 'integrale di volume di una divergenza & uguale al
flusso attraverso la superficie che ricopre il volume di integrazione

/d4a:8MJ" = / s - J
z

dove ¥ ¢ il bordo di un volume quadridimensionale. Nell’ipotesi in cui i campi vanno a zero all’infinito in modo
sufficientemente veloce, l'integrale va a zero, e le equazioni del moto quindi non ne risentono. Questo risultato e
I’analogo in meccanica analitica della possibilita di aggiungere alla lagrangiana una derivata totale rispetto al tempo
senza influenzare le equazioni del moto. Esistono comunque casi in cui non possiamo imporre opportune condizioni al
contorno per i campi, dunque il termine non va a zero: ¢ il caso delle teorie non abeliane come la QCD, in cui questa
stessa corrente da contributi di tipo istantonico.

Rimaniamo quindi con una azione del tipo

S=a / d*xF,, F"

e dobbiamo sperare che questa fornisca le equazioni del moto giuste, altrimenti non avremmo altri invarianti da mettere
in campo. Si ha

oc  oc
O, dy) ~ oA, "

Il secondo termine non da contributo perche la lagrangiana dipende solo dalle derivate dei campi, allora

2010, (0" = """ Fag = 4020, F" =0
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Nel vuoto quindi otteniamo le giuste equazioni del moto. In presenza di correnti, ’azione contiene un termine di
interazione:

S = % / d*zF,, F*™ + s / d*z.J, A"

dove abbiamo aggiunto un fattore i per comodita; adesso abbiamo anche il termine di derivata rispetto ai campi, per
cui
a10,F" = sJ”

Affinche le equazioni del moto siano quelle corrette, € necessario che i = 47”, e la scelta canonica ¢ quella di prendere

— 1 _ 1.
al——EeS——E.

1 1
= —— [21d 4 — — 4 12
S 167r/FWF d*z c/d zJ, A

In linea di principio aggiungere un termine che contiene esplicitamente A* potrebbe rompere l'invarianza di gauge,
ma non & questo il caso: infatti sotto una trasformazione di gauge:

A, — A, +0.f

e si ha 1 1 1
6S = —E/Juaufd4x =z /8“(Juf)d4x + - /(8u‘]u)fd43U

Il primo termine al solito scompare scegliendo opportune condizioni al contorno per i campi, mentre il secondo ¢ nullo
perche una qualunque corrente J* che voglia accoppiarsi all’elettromagnetismo deve essere conservata, cioe 9"J, = 0;
infatti se consideriamo 4
s
pr _ " qu
0, F" = p J

e ne prendiamo la derivata
47
0,0, F" = —0,J"
c

Ma il primo membro & identicamente nullo, da cui deve necessariamente essere d,J” = 0 se vogliamo che 'accoppia-
mento sia consistente. Nel caso della particella carica in interazione, avevamo

dz#
S:/?AudT

e anche in questo caso 'azione era invariante di gauge, infatti

. of
5S:/x“5‘ufd7':/d7'g

e l'ultimo membro dell’'uguaglianza si annulla se sono soddisfatte opportune condizioni al contorno.

1.6.7 Simmetrie dell’azione e teorema di Noether

L’ultimo passo prima di passare alla relativita e introdurre il tensore energia-impulso per una teoria di campo o per
un sistema di particelle. L’importanza del tensore energia-impulso sta nel fatto che esso sara la sorgente del campo
gravitazionale, alla stessa stregua della corrente J* dell’elettromagnetismo. A livello di teoria dei campi, il tensore
energia-impulso si introduce iniziando a discutere le leggi di conservazione associate a un sistema di campi; tali leggi si
determinano grazie al teorema di Noether, che data una simmetria permette di associarvi una legge di conservazione:
per ogni simmetria continua, infatti, & possibile definire una corrente conservata. Questo risultato non si trasla auto-
maticamente nel fatto di avere anche una carica conservata: ancora una volta, per ogni corrente conservata esistera
una corrispondente carica conservata soltanto se sono soddisfatte opportune condizioni al contorno, e non sempre
questo accade.
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Consideriamo una trasformazione di coordinate infinitesima
= =z M (z) ~ 2t 4 St
Questa induce automaticamente una trasformazione anche sui campi
¢i(x) = ¢ (2) = ¢'(x) + ' (x)

Sotto una trasformazione generica, dunque, un campo ¢‘(x) viene mandato in un nuovo campo ¢,i(x’ ). Per come inter-
pretiamo le trasformazioni esse non cambiano il punto fisico in cui calcoliamo il campo, ma semplicemente trasformano
le sue coordinate, mentre per quanto riguarda le componenti del campo queste in generale risulteranno combinate in
maniera lineare. La linearita della combinazione ¢ una proprieta dovuta al fatto che le nostre trasformazioni sono
elementi di un gruppo, e richiediamo che i campi trasformino in particolari rappresentazioni lineari di questo gruppo.
La piu generale trasformazione dovra quindi avere la forma

¢ (@) = A ;¢ ()

Se abbandonassimo queste limitazioni, in generale potremmo avere trasformazioni che al secondo membro presentano
potenze arbitrarie dei campi. La trasformazione x — 2/(x) si dice una simmetria dell’azione se si ha

/, d*z'L ((ﬁli(x),(?;(b/i(x),x') = /Dd4x£ (¢'(z),0,0", 2)

Il punto non banale sta nel fatto che a primo e secondo membro la lagrangiana £ ¢ la stessa: ovviamente trasfor-
mando tutto, anche la lagrangiana, 1'uguaglianza sarebbe banale perche deriverebbe semplicemente dall’invarianza
dell’integrale sotto cambio di coordinate. Sotto queste ipotesi, la prima conseguenza ¢ che le equazioni del moto della
teoria sono covarianti sotto questa simmetria; ad esempio, poiche le equazioni del moto derivanti dalle due azioni si
ottengono usando le equazioni di Eulero-Lagrange:

o oL oL _
028 0(0,0") 09
o o oc

0x'r 9 (9,07) 09

Osserviamo che le due equazioni sono connesse proprio dalla trasformazione di coordinate z — 2'(z) (e dalla

y 1z a . . .
conseguente ¢’ — ¢ *(¢7)), ovvero sono covarianti sotto tale trasformazione:

o oL oL e 9 1 oc oL
0 0 (0,07) 007~ D' dav D2 9NN ;) 0N 6T

_ 0 oL _oc — (A, 0 oc oL
© 0xm 0 (9, j¢7)  ONT I *\ Qe 8( Oud?)  O¢J
Altri due punti fondamentali:

1. nella definizione di simmetria dell’azione 1'uguaglianza tra i due integrali deve valere per qualsiasi dominio di
integrazione D;

2. in generale non avremo L(¢) = L£(¢'): nel caso particolare in cui questo accade si parla di invarianza in forma
della lagrangiana, ed € una caratteristica delle simmetrie interne, realizzate da trasformazioni che non coinvolgono
lo spazio-tempo; in tal caso si ha infatti D = D’ e dunque si avra anche £(¢) = L(¢').
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Il teorema di Noether ci garantisce che se abbiamo una simmetria continua della lagrangiana, corrispondentemente
esiste una quantita conservata 6%, definita da

oL

==
9(0u9")

A (x) — 6zt L

dove per A¢® si intende la variazione in forma del campo, ovvero la variazione che si ottiene facendo ruotare il campo
ma non il punto:

AY(z) = ¢ (x) — ¢'()
Tale oggetto puo essere riscritto come
Agi(x) = ¢ () = ¢'(2) = ¢ (2) = ¢ (@) + 0" (a) — ¢'()
Il termine qbli(m’) —¢'(x) & per definizione la variazione totale 6¢*, mentre il termine d)'i(x) fcb/i(x/) puo essere espanso:
A (x) = =020, (x) + 66°

Poiche ci limitiamo al prim’ordine dello sviluppo, e dz* & gia un termine del prim’ordine, il campo ¢’ = ¢ + §¢ + ...
pud essere preso all’ordine zero, possiamo confondere cio¢ ¢’ ~ ¢:

A (x) = —02" 0,8 (x) + 6¢°

Poiche la corrente 8 & conservata, se i campi soddisfano le equazioni del moto (si dice che i campi sono on shell),
allora 0,0* = 0. Ad esempio se consideriamo la corrente elettromagnetica per uno scalare:

JH=e(¢ 0 p — ¢p0"9")
Questa corrente deriva dalla lagrangiana
L=0,0"0"¢
che ¢ invariante sotto la simmetria U(1):
¢' =€~ (1 +ia)p

¢/* _ e—ia¢* ~ (1 —ia)¢*
In questo caso la trasformazione ¢ interna dunque dz* = 0, e resta soltanto il contributo della variazione in forma per
i due campi ¢ e ¢*, per cui la corrente conservata

oL oL
ot — _
@@@¢6@m

Definiamo J* = ief", e consideriamone la quadridivergenza:

Wﬂ—uww*¢ww>

OpJ" =€ (0,0" 0" P+ ¢$"0,0"$ — 0,p0"¢™ — $0, 0" ¢*) = e (¢"Op — p0p™)
Se i campi soddisfano le equazioni del moto, cioe ¢ = 0 e U¢* = 0, abbiamo che effettivamente la corrente e
conservata; nel caso con massa, le equazioni sono semplicemente O¢ = m?¢ e O¢* = —m2¢* e il risultato & analogo.
Quantita conservate

Se abbiamo una corrente conservata, nell’ipotesi che i campi soddisfino opportune condizioni al contorno esiste una
carica () conservata, cosi definita:

Q= / 2 J° (%)
t=cost

43



Inoltre si scopre che () € un invariante relativistico, ovvero non dipende dal sistema di riferimento considerato. Os-
serviamo che 'invarianza della lagrangiana sotto una certa simmetria non € in generale preservata dalle condizioni al
contorno con cui risolviamo le equazioni del moto: in questo caso abbiamo comunque una corrente conservata, ma non
una carica. Immaginiamo ad esempio di risolvere le equazioni del moto per il campo scalare con le seguenti condizioni
al contorno:

¢(00) = ¢ (o0)

Tali condizioni chiaramente rompono la simmetria perche le trasformazioni di U(1) vincolerebbero i campi ad avere
un’espressione diversa all’infinito:

) { aoke) =iodle) { ¢'(00) = (1 + ia)d(c0)

A¢*(z) = —iag* ¢*(00) = (1 —ic)¢*(c0)

In questo caso le soluzioni non possono dare origine ad una carica conservata:

0= / d3xd, J" = / d*200J° + / 320, J" = / d*200J° + / dXn' (¢0;¢* — ¢*0;¢)
t=cost t=cost t=cost 2

t=cost

Q= PrJ® = ie / Br(pd’* — ¢*0°¢)(2277277777)

t=cost
In ogni caso ci limiteremo sempre a campi che soddisfano sempre le giuste condizioni al contorno.
In realta il risultato e piu generale, e la carica ) puo essere definita come

Q= / AV J,n*
b

dove ¥ & una qualunque superficie spaziale e n* & il suo vettore normale. Una superficie spaziale & una superficie
tridimensionale (o in generale d — 1 dimensionale, se d ¢ la dimensione dello spazio) in cui la normale alla superficie &
sempre un vettore di tipo tempo, ovvero n*n,. Ad esempio, se consideriamo la superficie ¢t = costante, il suo vettore
normale &

o O =

0

ed & chiaramente di tipo tempo. Per dimostrare che ) € conservata, consideriamo due superfici spaziali: le superfici
spaziali X1 e X5 sono definite a t = t; e t = to, e sono grandi ma non infinite, ad esempio possiamo pensare a due
grosse sfere.

ST Bt
v

22

Figura 1.7: Ipersuperficie
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Queste due superfici rappresentano le “basi” di un ipercilindro, che avra una superficie laterale V' e una superficie
totale S =V + X + X5, L’integrale
/ OuJ Rtz
s

¢ nullo perche 9,J* = 0. Allora per il teorema di Gauss-Green:
/ i dVs, + / JHn2dVs, + / Jhn) dVy =0
1 PP 1%

Per quanto riguarda il flusso attraverso V, allargare il cilindro equivale ad allargare le sfere, e se J scala in modo
sufficientemente veloce il contributo del flusso attraverso la superficie laterale diventa rapidamente trascurabile. Al-
I’aumentare della base dell’ipercilindro, dunque, gli unici contributi restano quelli di 7 e Y5; osserviamo che lo stesso
ragionamento varrebbe anche se le due Y; non fossero a tempi costanti, a patto che non si intersechino. Concludiamo
che

/ Tl dVs, = — / Junt dVs,
21 E2

Ma nel teorema di Gauss il flusso € sempre considerato uscente, quindi possiamo eliminare il segno - invertendo
Porientazione della normale alla superficie a tempo ¢; < to (per convenzione n* & orientato nella direzione di tempo
crescente) (figura 2).

Figura 1.8:

In questo senso, possiamo scrivere

/21 J,m;ldVE1 = /22 Jungdegz
Ma l'integrale appena scritto & lo stesso integrale che definisce la carica @, per cui abbiamo dimostrato che essa non
dipende dalla particolare striscia temporale a cui la calcoliamo. La dimostrazione pero ci informa anche che @ &
un invariante relativistico: infatti, se effettuiamo una trasformazione di Lorentz sulle coordinate le superfici X1 e o
continuano ad essere superfici spaziali dato che i loro vettori normali restano time-like.

Tensore energia-impulso di Noether

Il tensore energia-impulso di Noether e la corrente conservata associata all’invarianza sotto traslazioni: il gruppo di
simmetria della relativita ristretta ¢ il gruppo di Poincare, e comprende sia il gruppo di Lorentz che il gruppo delle
traslazioni. Sotto traslazioni si ha

xH =" +ad" = ozt = at

e gli indici dei campi non vengono ruotati; in altre parole, sotto traslazioni la variazione totale di un campo ¢ nulla:
¢'(z') = ¢'(2)

45



per cui la variazione in forma & data da
Ad'(x) = —at0,¢" ()

La corrente conservata si scrive come:

oL ; oL _
Of = ————a%0,¢" —a'L =a% | =—=—<0a0" — 5&%)
50,00 (50
Osserviamo adesso che a® & arbitrario, il che significa che possiamo definire il seguente oggetto
oL ;
TH = =—=—=0,9" — 6L L
50

Osserviamo che soltanto I'indice p € conservato, mentre nessuna proprieta vale a priori per l'indice a: la sua presenza
ci informa semplicemente che abbiamo non una ma quattro correnti conservate, il che é ragionevole dato che una
traslazione spazio-temporale puo essere effettuata in quattro possibili direzioni. Le cariche conservate sono

P, = / 2T,
t=cost

oppure, reintroducendo a®, abbiamo un’unica carica

Qa) = / dxT° La*
t=cost

Ma dal teorema di Noether sappiamo che @) € un invariante relativistico, qualunque sia a®: poiche quest’ultimo ¢ un
quadrivettore, affinché Q(a) sia un invariante & necessario che anche 7°,, trasformi come un quadrivettore, ovvero
le quattro cariche conservate si riorganizzano come le quattro componenti di un quadrivettore. Questo non e strano
perche le leggi di conservazione associate alle traslazioni sono I’energia e 'impulso, e ci aspettiamo che dal tensore di
Noether derivi il quadrimpulso del nostro sistema di campi. Per convincersi che effettivamente le P, hanno a che fare
con energia e impulso, consideriamo la componente © ¢ del tensore di Noether:

o oc
0 (009?)
ma per definizione, questa ¢ la densita di hamiltoniana del sistema.

Osserviamo che la corrente J# che compare nel teorema di Noether non & unica: data una simmetria infatti possono
esistere infinite correnti conservate associate, tutte collegate da una trasformazione di questo tipo:

0% dod' — L

JIL — J//[/ — J’u _"_ 8VfV[L

dove f“F e un oggetto antisimmetrico nello scambio degli indici, che prende il nome di superpotenziale. La nuova
4 Y
corrente J # & anch’essa conservata dato che

O M = 8, J" + 8,0, f = 9, " =0

per antisimmetria di f#. Possiamo chiederci se a infinite correnti conservate corrispondano infinite cariche conservate,
ma la risposta e negativa:

/ dSJ?J/O:/ deJO+/ 8yf0u:Q+/ 61]001:
t=cost t=cost t=cost t=cost
perche % = 0. Se rinominiamo f° = F*, abbiamo

=Q+/ 8iFi:Q+/ F.idv
t=cost

A(t=cost)
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Se F' & una funzione buona dei campi, ovvero decade all’infinito con sufficiente rapidita, il termine aggiuntivo si cancella
. . / \
e la carica risultante da J # e la stessa.
Consideriamo il tensore energia-impulso del campo elettromagnetico:

1
=—-——F"F,,
£ 167 "

AAY = —a” 0, A¥

oL 1 at at 1
h—_ = Nz =—a—F"OA,+ —F"F,, = ——  F"\A, — '~ F*"F,,
b 0(0,4,) outL e hd, + 167 a 4 < O 6)‘4 a )
1 1
woo et M po
=TF o (F 0, Aq 45,, (F,oF ))

E possibile verificare immediatamente che il tensore energia-impulso & conservato dell’indice *:

0, T"

emvV —

1 1
Tin (‘%FWBVAQ +F 0,0, A0 = 30y (Fpo pa)) -

1 /1 1 1 /1 1
= —— —_ fro — —_ = pro = —— —_ fro —_ — po =
<2F Oy (Ouda = 0aAy) = 70 (FypoF )> e <2F O Fyue = 500 (Epo F ))

1 /1 1
=—_— (Z9, (FreF Y— 29, (F. FP°) )| =
47 (4&'( o) 461'( re )) 0

Questo tensore dipende esplicitamente dal potenziale A,, e per questo fallisce I'invarianza di gauge:
0Tt = —iF“O‘auaaf
47
Questo significa che se integriamo il tensore energia-impulso su un volumetto finito, il risultato dipendera in generale

dalla scelta di gauge: questo ci impedisce innanzitutto di definire I’energia e I'impulso contenuti all’interno di un
volumetto finito V. Fortunatamente le cariche conservate, che sono integrate su tutto lo spazio, risultano gauge-

P, = / BPzT0,
t=cost

1 o 1 o
0P, :/d3$5fT0u :/de <_47TFO al/aoéf> = _E/dgmaa (FO 8l/f)

ovvero il termine aggiuntivo € una divergenza totale, che non da contributi se i campi soddisfano opportune condizioni

invarianti:

al contorno.

Allo stato attuale siamo in grado di ricavare da T* , soltanto I’energia e 'impulso totali del sistema, ma sappiamo
che in elettromagnetismo ¢ possibile calcolare anche ’energia e I'impulso contenuti in un volumetto finito: infatti, la
densita di energia di un sistema elettromagnetico ¢ data da

B2+ B?

Eem
8w

e questa quantita & perfettamente gauge-invariante.
Dobbiamo a questo punto ricordare che in realta esiste un insieme infinito di correnti conservate, connesse I'una
all’altra dall’aggiunta di un opportuno superpotenziale. Consideriamo ad esempio il superpotenziale cosi definito:

1
Sk, = —FHYA,
4r
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dove gli indici antisimmetrici del superpotenziale sono p e a. In questo modo
L 1 (0% 1 (e} 1 (0%
(Tnew)l v = (Told)ﬂ v+ aa (F# Ay) = (Told)# v+ 7(804F'u )Ay + —F* aaAV
4 47 47

dove ) .
(Told)u v — _? (F#aayAa - 15‘5 (FpanU)>

™

dunque

(Tnew)u v — _% <Fp,a (8yAa - aaAy) - iéﬁ (FPUFpa)) -

1 1
=i (F“O‘Fm — Zé'lj (F")"Fpg))
Il nuovo tensore energia-impulso non dipende piu dal campo A*, ed & quindi totalmente gauge-invariante: si puo
2 o2
verificare che la componente (Tnew)o 0 © esattamente Z é'; B~ = 4 dove u ¢ la densita di energia elettromagnetica. Per
quanto riguarda le componenti spaziali:
1 - 1 0 1 /=2 =\t 1,
70, = —— (FYF,) = —kpipk = — — (E x B) = _-gi
! 47 ( ”) 47 47 c

dove S & il vettore di Poynting. Il fatto che 9, T* o = 0 si reinterpreta quindi come

ou 1 = Ou =
—=-V:-§=—=V.§
0x0 ¢ ot
ovvero la variazione di energia in un volume ¢ pari al flusso del vettore di Poynting attraverso la superficie che racchiude
il volume stesso. Per quanto riguarda la conservazione delle componenti spaziali:
0S; ;
—L =9, T ;
ot !

dove T j ¢ il cosiddetto tensore degli sforzi, la cui denominazione proviene dalla teoria dell’elasticita:

. 1 o DR RS
T =— <EZEJ + BB - 5" (E2 + B2)>
7I9

In elettromagnetismo il vettore di Poynting ha una duplice interpretazione: da una parte € legato alla variazione di
energia, quando consideriamo 1’equazione di conservazione associata a T°, dall’altra da informazioni sull’impulso
del sistema, quando consideriamo 1’equazione associata a TC; e integriamo su una qualsiasi superficie spaziale. Se
vogliamo generalizzare al caso in cui siano presenti delle sorgenti, prima di tutto ’energia non si conservera perche
parte di essa potra essere trasferita alle sorgenti stesse: in tal caso la divergenza del tensore energia-impulso non & piu
nulla, e si ha

1
THY — _ _— pve ~
O i J,

ma il membro di destra non € altro che la densita di forza di Lorentz, che agisce sulle sorgenti: ovviamente, se abbiamo
una forza che agisce sul sistema, questo non € piu conservativo e bisogna tenere conto del lavoro compiuto dalle forze.
Ad esempio per la densita di energia si ha
01 - o
—=V-S4+—J-F
ot 47
dove J-E & proprio il lavoro compiuto dal campo elettrico sulle correnti.
Il tensore energia-impulso che abbiamo costruito ha anche un’altra proprieta: alziamo infatti il secondo indice con

la metrica ) )
(Tnew)lw — 7@ (FMQF(Z _ anj (FpanU))
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Il tensore cosl ottenuto € quindi simmetrico nello scambio p < v.

Questa procedura ha partorito un tensore energia-impulso simmetrico e totalmente gauge-invariante, dove quest’ul-
tima proprieta ci consente di parlare di densita di energia e di impulso anche in regioni finite di spazio. E P'ultimo caso
in cui riusciamo ad ottenere entrambe queste proprieta, infatti si pud mostrare che per particelle con spin maggiore
di 1 non ¢ possibile costruire un tensore energia-impulso che sia contemporaneamente simmetrico e gauge-invariante.

Inoltre, il tensore (T )" gode anche della proprieta di avere traccia nulla. Questa non & una proprieta fortuita,
infatti se consideriamo un riscalamento delle coordinate:

ot — AgH

Sotto questa trasformazione i potenziali, che hanno dimensione dell’inverso di una lunghezza, riscalano corrisponden-
temente come
—1
Ay — ATA,

dunque ’azione elettromagnetica risulta invariante sotto una trasformazione di scala. La corrente di Noether associata
a questa simmetria e
JH = xV(Tnew)M v

e se imponiamo che sia conservata otteniamo
8M$V(Tnew)u v — xyap(Tnew)u v+ 6Z(Tnew)u v = 0

ma Jy, (Thew)" v = 0, dunque si deve avere (Tyeq )" « = 0: questo significa che una teoria invariante sotto trasformazioni
di scala, o dilatazioni, ha un tensore energia-impulso a traccia nulla.

Simmetria sotto Lorentz

Consideriamo adesso il caso in cui I’azione sia invariante sotto il gruppo di Lorentz. Per capire come trasforma un
campo sotto Lorentz, dobbiamo caratterizzare a livello infinitesimo le trasformazioni del gruppo, ovvero studiare gli
elementi vicini all’identita:

Ay =8+ 0,

Una trasformazione di Lorentz € una trasformazione tale che
M = A WA ap =
Se sostituiamo la rappresentazione infinitesima:
= (65 +w* ) (00 +w”0) Nap = v + Wop + Wy

Dunque deve risultare w,, + wy, = 0, ovvero w,, € un oggetto antisimmetrico, con 6 parametri indipendenti,
esattamente come i parametri del gruppo di Lorentz. A livello infinitesimo, quindi

dat =wh 2¥  (wuw +wyy =0)

Se un campo ha degli indici, le trasformazioni di Lorentz oltre a ruotare il punto ruoteranno in generale anche gli
indici del campo. In generale, dato un campo ¢’ appartenente ad una qualche rappresentazione del gruppo di Lorentz,
avremo

¢'(a) = M' ;¢ (2)
Se la trasformazione ¢ infinitesima, potremo espanderla in un intorno dell’identita

¢ (@) ~ (8 + 9 )¢ (2)
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dove gli QF j sono i generatori del gruppo di Lorentz nella particolare rappresentazione a cui appartiene ¢'. La
variazione totale del campo sara:

3¢’ () = Q' ;¢! ()
Quando specifichiamo una trasformazione di Lorentz in realta forniamo le velocita per i boost e gli angoli per le

rotazioni, ovvero un set di 6 parametri raccolti nella matrice antisimmetrica w,,. Q°; non & altro che la stessa
trasformazione in una rappresentazione diversa, e sara quindi funzione di questi stessi parametri:

;=0 (W)

All’ordine lineare:
i () = L By i
@y (W)¢ = Fwap (A7) 50

dove il fattore % tiene conto dell’antisimmetria. Consideriamo ad esempio la variazione del campo A*:
y 1
0AN = wh JAY = wap (77‘“’55) AP = SWas (77”0‘55 - 53775“) AY

Gli indici a, 3 giocano lo stesso ruolo del caso generale, mentre gli indici # , sono 'analogo di * j: 'oggetto (n”aéf — 537%’“)
¢ quindi il generatore del gruppo di Lorentz nella cosiddetta rappresentazione vettoriale. Nel caso di un campo scalare
i generatori sono tutti nulli, ovvero 2 = 0, perche il gruppo di Lorentz & rappresentato come l'identita sullo spazio
vettoriale cui appartiene il campo scalare.

Determineremo adesso la corrente conservata associata all’invarianza sotto il gruppo di Lorentz, assumendo di
avere anche invarianza sotto traslazioni, e quindi un tensore energia-impulso di Noether. La variazione totale del

campo puo essere scritta come
1 P L
64" = Swap (QA)" ¢/ = Q' ;¢

La variazione in forma si ottiene come
i JL U i A
AP = —w" 2" 0,¢" + Q' ;o

per cui

oL . oL . 1 oL .
O = - NP — dxh L = ————w 2" ¢ — Fw® a2V L — wap = (AP =
50,00 9@ N 2 @) )
1 oL S
= TH w® 2" — ~weg———— (AP )
2 5 (aﬂd)z) ( ) J¢

Analogamente al caso delle traslazioni, in cui a ognuna della quattro direzioni indipendenti corrispondeva una corrente
conservata, le trasformazioni di Lorentz dipendono da sei parametri per cui ci aspettiamo sei correnti conservate; per
rendere manifesto questo fatto, raccogliamo i parametri:

1 ocC i1 oL i
OF = TH W a¥ — = W Qo8 = —wag | TH B _ puBa _ (QeBY" I
w X 28(8,@1)‘0'6( ) Jéb 2Wﬁ< xT T 8(8M¢1)( ) j¢
Possiamo quindi definire un tensore a 3 indici:
oL i
MHeB — puaB _ peB e _ (P @
a(ap¢z) ( ) J

antisimmetrico nello scambio degli indici «, 8. Ci aspettiamo che le leggi di conservazione sotto Lorentz siano legate
in qualche modo al momento angolare J o ad una sua generalizzazione del tipo

T~ ghp? — gV ph
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In effetti, in una teoria di campo il quadrimpulso P ¢ legato alla componente 70 del tensore energia-impulso, dunque
il termine TH* g% — TP sembrerebbe avere la forma corretta. Il termine % (Qaﬁ )Z jqu viceversa infatti dipende
da come trasformano i campi sotto Lorentz, dunque tiene conto dei gradi di liberta di spin: ad esempio, se lo spin del
campo ¢ 0, £ o 1, avremo

Q¥ =0 (spin 0)

1 1
Qob — Z[fyo‘/yﬂ] (spin 5)

QF =gl — 5onP* (spin 1)

La procedura di Belifante

Se i campi sono on shell, M#*? & conservato nell’indice y:

oL P
0=9,M"P = | 9,11 | 2% 4T —T7°F — | 9, T"° | 2® — 8, =7 (Q°F)" ;¢
N, 0(0,9%)
-0 =0
dove abbiamo utilizzato la conservazione di T"” dovuta alla nostra assunzione di invarianza sotto traslazioni. Allora

oL i

T — TP = —0y a(aﬂ(bi) (Qaﬁ)z j¢j
Questo significa che se la teoria € invariante sotto il gruppo di Poincare la parte antisimmetrica del tensore energia-
impulso di Noether non e arbitraria, bensi ¢ legata alla divergenza della parte di spin. Per una particella di spin 0,
Q%% =0, e il tensore energia-impulso risulta correttamente simmetrico.

Tuttavia questa interpretazione e fuorviante, poiche la divisione del momento angolare in parte orbitale e parte di
spin non ha realmente senso fisico nel caso di una teoria relativistica: infatti e possibile mostrare che scegliendo un
opportuno superpotenziale la parte antisimmetrica del tensore energia-impulso puo essere eliminata. Il termine che
rompe la simmetria & proprio

oL aB\i g
aﬂw (Q ) i’

La sua forma, antisimmetrica nei due indici «, 3, ci suggerisce di definire il seguente superpotenziale:

oL i g oL Y oL P
creY =C ( Q) il — ———— (Q*)' -qu) + C < QHeyt -gbj)
1 5(3u¢’)( ) J 8(8a¢l)( ) J 2 8(81,(151)( ) J
Per costruzione, C*%" & antisimmetrico negli indici u, o; definiamo allora il nuovo tensore energia-impulso

T = TH + 9,01

o tensore energia-impulso di Belifante. Mostreremo che esiste una scelta di Cy e Cy tale che T%" risulti simmetrico:

oL P oL o
=y s N ————— ()" S — Oy ———— (QHY)* Y
oL P oL P oL i s
po\t g\ apNt 49 T QU AT )
00 (95, @ 59 ) = €1 (G gy () 380 s g () 39
oL i
_ vt b
C2 <3aa(au</>i) (@) 50 )
Vediamo subito che se scegliamo C; = —C alcuni termini si cancellano:
THY v =T v 20, (9 _oL Q") ¢
B B @ o (8a¢1) J
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Ma TH —TVH = —8,1% (Q‘“’)i ;#7, dunque & sufficiente scegliere C; = —% per cancellare la parte antisimmetrica
del tensore di Belifante. In questo modo 75" & un tensore simmetrico, e la corrente

MU — gohB _ ke

e conservata nell’indice p.

La particella libera

Cercheremo di scoprire adesso qual’e la corrente associata ad una particella libera. L’azione per una particella libera

sz/mw@ﬁ?

Questa non € una teoria di campo ma una teoria di particelle, dunque una trasformazione di Lorentz puo soltanto

e

ruotare le variabili #. La corrente conservata ¢ data da

oL v 1 a « v (e o
J = Qe (7) = Swas (1716) = 007) pua” = wag (p*2” — o)

L’argomento della z*, il tempo proprio, € un invariante relativistico, dunque non viene toccato dalla trasformazione.
Fattorizzando i parametri otteniamo la forma relativistica del momento angolare

JB = peal — pPa

Per un sistema di particelle:
1

J =52 (lpl —ainl)

1.6.8 Dualita elettromagnetica
Le equazioni di Maxwell in termini di F'** e del suo duale *F*¥ sono date da

O Fr = v
Oy x FM =0

Dirac per primo noto che in assenza di sorgenti si ha J¥ = 0, e le equazioni di Maxwell diventano simmetriche: le
equazioni diventano cioe¢ invarianti sotto una arbitraria combinazione lineare dei due campi F*” e «F*":

F'M = qF " 4 b+ FM

«F' M = cFM 4 dx "

In questo momento stiamo considerando F*¥ e il suo duale come campi arbitrari e indipendenti, in particolare non
pensiamo pitt a F*¥ come a 9" A¥ — 0¥ A#: saranno infatti in seguito le equazioni di Maxwell, in particolare 9, * F* = 0,
a informarci che F*¥ ¢ esprimibile in termini di un potenziale A*. In ogni caso, se F*¥ e *F*¥ soddisfano le equazioni
di Maxwell, per linearita lo faranno anche F'' e «F'"_ In termini dei campi E e B:

E' =aoF + 3B

B'=~E +46B

Fu
(7
7= ()
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Le equazioni di Maxwell si riscrivono come
OuFH* =0

e perdono parte della enorme simmetria che avevano considerando i campi F' e xF' come oggetti separati. Il vettore
JFH¥ infatti non ¢ arbitrario, e se ne prendiamo lo *:

%
T ( il;w ) = JFm

dove J = ( (i 1 é > ¢ la matrice simplettica 2 x 2. Le equazioni di Maxwell saranno quindi invarianti sotto tutte
quelle trasformazioni lineari che preservano la condizione *F = JF, ovvero
F—-MF
=*F =JF

(MF)=J (MF)
ma 'operazione di * commuta con M, dunque avremo
MF=MJF=JMF=MJ =JM

L’insieme delle matrici M 2 x 2 con questa proprietd forma un gruppo, detto gruppo simplettico Sp(1).
Una base per le matrici 2 X 2 & costituita dalle matrici o1, 02, o3 e 'identita, e poiche J = io9, le uniche matrici
che commutano con o, avranno la forma

M:aﬂ+ib02=\/a2+b2( a4 ib 2)

+ o
Va2 +b2 Va2 + b2

. o _ e v
Possiamo sempre porre Toir = cosf e A = va? + b2, in questo modo

M = X(cosf + isinfos) :)\< cos sin @ )

—sinf cosf

La matrice M dunque ¢ una rotazione di SO(2), riscalata per una costante arbitraria, ma un riscalamento arbitrario
corrisponderebbe a ridefinire la scala delle cariche e pertanto lo ignoreremo: il gruppo SO(2) residuo ¢ detto gruppo
di dualita elettromagnetico.

Una volta restaurata la presenza della corrente elettrica, la simmetria ¢ apparentemente rotta:

8, 1w = 4m v
B, FM =0

ma puo essere ripristinata introducendo una corrente magnetica:

O Frr =4 v
Oy x FHv = 2L Jr

Anche per le correnti € possibile introdurre un unico vettore
I

4
9, F* = 1
c

in modo che le equazioni di Maxwell si scrivano
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Il monopolo di Dirac

Le equazioni di Maxwell nel vuoto mostrano una certa simmetria tra i campi Ee é, e suggeriscono che in linea di
principio non ci sia nessun motivo di privilegiare I'uno o l'altro. Tuttavia il nostro mondo sembra privilegiare il campo
elettrico, per il quale esistono i monopoli, diversamente da quanto accade per il campo magnetico. L’introduzione di
una corrente magnetica tuttavia rende nuovamente simmetriche le equazioni:

{ OuFm =4z gy

F/L 47
8“ * V= JTI;l
A . ] ] .]. \:

1. supponiamo che esistano sia la carica elettrica che la carica magnetica, e che stiano in un rapporto universale
della forma g = ke, dove g ¢ la carica magnetica e k ¢ una costante. In tal caso, con una rotazione possiamo
sempre trovare un sistema di riferimento in cui J}, = 0, ovvero possiamo sempre scegliere un set di campi
privilegiati in cui le equazioni di Maxwell hanno la forma che assumono nel nostro mondo:

O, Frv =4z gv 8, F'1 = cos 00, FM + sin 00, » F'" = 47 (cos  + ksin ) JV = 4= J v
By Frv = Az v O % F'M = —sin 09, F" + cos 00, * F' = 4T (—Lsing + cosf) Jy, = =¥

c Ym

Scegliendo 6 = arctan k le equazioni si riducono infatti a

BMF//LV — 4T7r(];1/
aﬂ * F//“/ =0

con JV =1+ k2JV.

2. Se viceversa supponiamo che le cariche elettriche e le cariche magnetiche siano indipendenti, I’elettromagnetismo
assume un volto nuovo. Innanzitutto, l’esistenza di un quadripotenziale A* era strettamente legata al fatto che
I'equazione 9, * F'*V = 0 fosse risolubile esattamente in termini di un F** antisimmetrico, ma questa proprieta
viene meno se € presente una corrente JY , in quanto non ¢ piu possibile sfruttare I'identita di Bianchi per cui

Oy % 1Y =0 se M = 9RAY — 9¥ AW,

Seguiremo la seconda ipotesi, per cui assumeremo ’esistenza di una carica magnetica statica, indipendente e isolata.
In assenza di cariche elettriche le equazioni di Maxwell si scrivono

1) V-E= 2) V- B = 4mg*(z)
. 19B L 19E

Dato che g ¢ una carica magnetica statica cercheremo soluzioni statiche, dunque V x E=0eVxB= 0, ovvero i
campi elettrici e magnetici nel limite statico si disaccoppiano, e poiche le equazioni 1) e 3) sono risolte da E = 0 non
abbiamo propagazione di onde. Restano le due equazioni

V- B = 4rg8*(Z)
VxB=0

Tali equazioni sono ’analogo delle equazioni dell’elettrostatica, pertanto avranno la stessa soluzione:

B= %f (campo di monopolo)
r
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Per rivelare un monopolo dovremmo innanzitutto sapere come il nostro rivelatore reagisce in presenza del campo da
esso generato, ovvero dovremmo conoscere le modalita di interazione della materia col monopolo. Ma il campo di
monopolo & pur sempre un campo magnetico, dunque la sua interazione con la materia ¢ immediatamente ricavata
dalla sostituzione minimale: I’hamiltoniana per un sistema di particelle &

H = Zp? + V(xl)

i=1

dunque dopo la sostituzione minimale avremo
H= Z: (pi+24) + V()
=

Questa relazione vale sia in meccanica classica che in meccanica quantistica, ma ci troviamo subito davanti a un
problema: in elettrodinamica 1’esistenza del potenziale vettore A era garantita dall’annullarsi della divergenza di é,
ma se esiste un campo di monopolo si ha V- B # 0 e non ¢ possibile definire un vettore A tale che V x A = B. L'idea
di Dirac fu la seguente: la divergenza di B ¢ data da

V- B = 4rg8°(z)

ovvero e zero dappertutto eccetto in un punto, in altre parole il potenziale vettore & definito ovunque a parte nell’origine.
Supponiamo allora di connettere al monopolo una “stringa” di singolarita, tale da generare un campo éstr con la
seguente proprieta:

V- (§m07t + ést?“) =0

AW W

Figura 1.9: Stringa di singolarita

In tal caso possiamo definire un potenziale vettore /T, tale che V x A = ém(m +§st7.. Apparentemente abbiamo giocato
sporco, modificando il problema e aggiungendo ad hoc un nuovo campo in modo da far tornare le cose; in realta Dirac
aggiunse la richiesta che la fisica non dovesse dipendere dal campo Estr, ovvero che questo fosse inosservabile. Bty
dunque & soltanto un oggetto fittizio che rende matematicamente consistente la nostra procedura, e che allo stesso
tempo ¢ del tutto ininfluente per la fisica. Consideriamo due possibili scelte di éstrz

o B = —47rgd(2)8(y)0(2)2, ovvero un campo By, concentrato nella direzione z positiva.
o B = 4mgd(x)8(y)0(—2)2, lo stesso ma in direzione negativa.

Per una nota proprieta della 0, la sua derivata e proprio la delta di Dirac, per cui derivando rispetto a z i due campi
per calcolarne la divergenza, ricostruiamo con la 63(#) un termine —47gd3(%) che va a cancellare il contributo di
divergenza del campo di monopolo.

Se consideriamo la regione R?/{(0,0, )}, 'equazione da risolvere &

émon =VxA
perche fuori dall’asse z Est,. = 0. Dunque
%f =VxA
r
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Figura 1.10: Diverse scelte del campo éStT

La forma dell’equazione ci suggerisce di passare in coordinate polari:

A= (A, Ag,Ag) = A + Agh + Ay

y_ (9010 1 0
~ \9r’r06’ rsinf 0¢

9. o P Jo o 4] 0 1 9A. 9 o0 04,
P=Vxd= (Ap sin6) &A [sin@ go ~ar UAe)| T 5 ) —

r2 rsing | 90
dove l'equazione si intende valida su R3/{(0,0,z)}. Prima di risolvere quest’equazione, ci ricordiamo che A e

r

determinato a meno del gradiente di una funzione arbitraria:
A~ A+Vf
In coordinate polari, il gradiente e
of 00f ¢ Of

szrg—l—;%—i- rsin@c‘?TzS

Dunque e sempre possibile scegliere una f opportuna che annulli la componente radiale di A:

of
or !
Tale scelta di gauge si dice gauge radiale. Pur avendo messo a zero A, non abbiamo esaurito tutte le possibili scelte
di gauge, infatti il gradiente di una qualunque funzione di € e ¢ non ha componenti in direzione radiale. Se A, = 0,
I’equazione si trasforma come
g . - 7 [0 , 9497 6] @ ¢ [0
SrFr=VxA=——|=(4ysinh) — — - |—=(rA —|=(rd
r2’ rsin6 86‘( +sin0) O¢ r| Or (rds) +r 8r(r 2
Una ulteriore osservazione e che poiche il campo di monopolo ¢ solo radiale, le componenti di V x A lungo 0 e ngS devono

annullarsi, ovvero

0
— (rds) =0
5, (r4s)
0
—(rdy) =0
or (rdo)
ma queste equazioni si risolvono banalmente come
0
A, = 1©:0)
r
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4, = 90:9)

r

Questo risultato ci suggerisce di cercare una funzione f’(6, ¢) tale che:

g(0,9) 10 , _
. +;%f (0,9)=0

In questo modo anche Ay = 0 e dell’equazione iniziale resta soltanto

L [£09) ] - g

rsinf 00 r2

= % (f(8,¢)sinf) = gsind

Questa equazione ha come soluzione

C(¢) — gcosf
f=—7
sin 0
con C(¢) costante arbitraria che dipende soltanto da ¢. Abbiamo quindi trovato un potenziale

A= ——(C(9) - gsin)

7sin @

che genera il campo di monopolo dappertutto eccetto sull’asse z.

Se scegliamo il campo di stringa §(+), posizionato lungo 'asse z positivo, l'asse z negativo (caratterizzato da
f = 7) non presenta singolarita pertanto non c¢’¢ motivo di avere un potenziale vettore A singolare per z < 0. Imporre
la regolarita per z negativi equivale ad imporre C(¢) + g = 0, dato che sinm = 0:

A = J (1+ cosf) ¢

rsinf

In questo modo & sparita la singolarita per § = 7, mentre € rimasta quella a § = 0: ma questo € necessario perche la
stringa di singolarita ¢ concentrata sull’asse z positivo.
Se scegliamo B(~) dobbiamo imporre che A sia non singolare 8 = 0, dunque:

A = 9 (1 —cosf) ¢

rsinf

dove stavolta la singolarita in § = 7 compensa esattamente quella derivante da B(). Se andiamo a studiare la
differenza tra i due potenziali A+ e A(-):

A _ - = __ Y 1 (1 —cosO) o
rsine(( +cosf) — (1 —cosh)) ¢

Se ricordiamo ’espressione del gradiente in coordinate polari:

_or, 105, 1 or,
vf_@rr+r890+rsin96¢

.5 Duo essere riscritto come

il termine

—2g - 1 9 .

rsin&q5 - rsin@@?ﬁ (=29¢) ¢

ovvero la differenza tra i due potenziali corrisponde ad una trasformazione di gauge:

A — A = v (—29¢)

Questo risultato ¢ concorde con la richiesta di indipendenza della fisica dal campo éstr, dato che I'elettromagnetismo e
invariante sotto trasformazioni di gauge; in realta si puo mostrare che il campo di singolarita éstr puo essere collocato
lungo una qualsiasi curva infinitamente estesa che parta dall’origine, e il risultato di ciascuna curva differisce dagli
altri per una trasformazione di gauge.
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La quantizzazione della carica elettrica

L’argomento sopra presentato vale in meccanica classica: sappiamo infatti che in meccanica quantistica il campo
fondamentale ¢ il potenziale vettore A, e non i campi E e B. Il potenziale vettore viene introdotto nell’equazione di
Schroedinger per una particella mediante la sostituzione minimale

2

(V—-A) b= By

2m

e si manifesta a livello di funzione d’onda come un fattore di fase: se 1 & una soluzione dell’equazione
h2
— VA= By
2m

la soluzione dell’equazione con A sara semplicemente

dove v & un particolare cammino seguito dalla particella.
Un cambio di gauge della forma
A— A+ VS
si traduce in un ulteriore fattore di fase, che lascia la fisica inalterata:

FLZ
“2m

<v-c (/T+Vf)>2w_E1/z

,(/)// _ ez—;fw/
L’invarianza di gauge si manifesta in meccanica quantistica in maniera piu profonda: non interessa piu soltanto i

campi e i potenziali ma anche la materia, ovvero la funzione d’onda. Nel nostro caso possiamo passare da A a A(-)
mediante una trasformazione di gauge, che possiamo riassorbire in una ridefinizione della funzione d’onda come

w _ 7226h¢>w

La funzione 9" deve essere monodroma: se ¢ varia di 27, 1" deve tornare in se stessa, il che & verificato soltanto se

€_2i%2ﬂ =1

Ma questo implica che 2%2 = n con n € Z, cio¢ la meccanica quantistica ha un accoppiamento consistente col monopolo
magnetico solo se g € un multzplo intero della quantzta : da questo segue che se esiste almeno un monopolo in natura,
la carica elettrica ¢ quantizzata.

Dalla relazione tra le due cariche, osserviamo che se le cariche elettriche sono piccole, quelle magnetiche sono
corrispondentemente grandi: la simmetria tra i campi elettrici e magnetici scambia quindi mondi in cui le cariche
elettriche sono piccole con mondi in cui le cariche magnetiche sono grandi, e per questo si parla di dualita strong-weak.
In termini di campi, si passa da una teoria fortemente accoppiata ad una teoria duale debolmente accoppiata.

Osserviamo che la meccanica quantistica ha fatto un altro servizio, riducendo in maniera drammatica la simmetria:
se deve valere la condizione di quantizzazione della carica magnetica, infatti, dell’SO(2) iniziale restano ammesse
soltanto le trasformazioni di Z,, ovvero le rotazioni di # =0 e § = w. Si ha

re(50)-5(50)
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5 (x)
no_
#=o( en )
3 3
cos0J¢ +sindJ}, = (55 cos0 -+ gsind) ( 5521(53: ) - el( fmg@) )
3 3
—sinfJf + cosd ;= (4 sind + goso) ( iy ) E“’/( o )

Se anche dopo la rotazione deve continuare a valere la relazione g’ = %, si deve avere

he . he
——sinf+gcosf | =
29 2 (2—; 0050+gsin9)

ma questa uguaglianza e verificata solo se 6 = 0, 7.

1.7 Esercizi
1. Dimostrare che per una matrice di Lorentz vale
AH ocAV ﬁnaﬁ — npy
dove n*¥ & I'inversa della matrice di Minkowski 7,,,.

2. Dimostrare che vale la formula:

euuaﬁepmé _ Z (71)0(5;(u)5;(l/)5g(a)5g(5)

o€ Perm(pvaf)
In realta tale prodotto si puo vedere come un determinante formale:

ooy 6y o8

P P

praf 5# 5; 5? 55
€ € § = —

per Sy s 8P

of o o5 oF

Inoltre, si puo mostrare che valgono anche
ehvap
P pe = —2 (0565 — 6507)

e ap = —2(4 —1)67 = 657

e’“’aﬁewag = —4!
3. Espandere 'equazione d,,J* = 0 dove
o, = ( 19
n c ot

v)
(%)

e verificare che essa da luogo all’equazione di continuita.
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4. Verificare che le equazioni di Maxwell
2 —
~00+ At -1 (V- A+ 15) =t
“AA+ 182A+V(V'A’+%[‘)7<f>:4‘n’j

2 ot2
possono essere scritte in forma covariante.

5. determinare le leggi di trasformazione dei campi E e B sotto la trasformazione di Lorentz:

gl -8 0 0
-6 v 0 0
A:
0 0 10
0 0 0 1
0 -E' —E> —FEP
o _ | BV 0O B B
E? B* 0 ~B?
E® —-B*> B' 0
vy -3 0 0 0 -E' —-E? -E3 vy -3 0 0
— 0 0 E' 0 -B* B? —B v 0 0
F/:AFAT: ,Yﬁ Y —
0 0 10 E?* B® 0 —-B? 0 0 10
0 0 0 1 E® —-B> B' 0 0 0 0 1
v =B 00 ByE! — B! -B® —E°
_| -y 00 VE! —BE! -B® B* | _
o 0 10 v(E? - 3B%) ~(B*—-pBE?) 0 -B |
0 0 0 1 v(E® 4 pB?) —y(B?>+BE®) B' 0
0 -2 (1+p*) E' —y(E?-pBB3%) —v(E*+3B?)
| -8 0 0 0
I 0 0 0
0 0 0 0

6. Calcolare la corrente di Noether associata alla simmetria dell’azione elettromagnetica sotto trasformazioni di

scala, e mostrare che si ottiene
v
JH =a"TH ,

7. Dire come variano le equazioni di conservazione per le componenti spaziali del tensore energia-impulso elettro-
magnetico in presenza di una sorgente J*.
8. Dimostrare che si puo costruire un superpotenziale per M, in termini del quale si ottiene

Mg,aﬁ = ajo‘TgB — gPTme

Suggerimento: siamo partiti da un M**? della forma
oL i
MHeB — poppB o Brppa _ (QeB B
’ 70,00 )

Provare a far vedere che Mp e M differiscono per un superpotenziale, sfruttando il fatto che Tg — T ¢ un

superpotenziale.
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9. Mostrare che ’azione )
S = ——/d% (2 - 5?)
47
apparentemente non invariante sotto le traformazioni
E' = cosOE — sin0B
B = —sin0E — cos 6B

lo & comunque.
Suggerimento: pensare a come sono realizzate le trasformazioni a livello dell’azione.
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Capitolo 2

Geometria differenziale

2.1 Varieta differenziabili

Definizione 1. Una varieta differenziabile M é uno spazio topologico di Hausdorff per cui esiste una famiglia di aperti

JUa =M

Ognuno degli Uy é munito di un omeomorfismo ¢q, : Uy, — R™, che lo mappa in un aperto di R™. Il parametro n ¢é la

{Uqs} con la proprieta

dimensione della varieta, e deve essere lo stesso per ogni aperto.
Supponiamo inoltre che due aperti Uz, U, € {U,} abbiano intersezione non nulla:

UsNU~y #0
In generale, la regione in comune sard descritta nei due aperti da coordinate diverse:
¢5: Up — R"
¢ Uy — R"
dunque richiederemo che 'applicazione
hgy = dp 0 &5 ¢y (Us NUY) — 5 (Us NU7)
sia C°, invertibile, e con inversa anch’essa C'*°, sia cioé un diffeomorfismo C*.
Le funzioni hgy si dicono funzioni di transizione e hanno le seguenti proprieta:
1. haoa =1, infatti hgo = ¢o © ¢;1;
2. h;é = hga, infatti:
(ba065") " = 500"

3. Se U,, Us e U, sono tre intorni con rispettive funzioni coordinate ¢, ¢ e ¢, si verifica che (proprietd di
cociclo)
har = haph,

infatti
hoz'y = ¢a0¢;1 = ¢ao¢51 O¢ﬁo¢;1 = ha,@hﬁ'y
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L’insieme {U,, ¢4} si dice atlante. In generale una varietd pud ammettere pitt di un atlante: si dice allora che due
atlanti sono compatibili se la loro unione & ancora un atlante. Ad esempio siano {Uy, ¢o} € {V3,13} due atlanti per
la varieta M, la loro unione

{Uav ¢a} U {Vm%}

Se U,Ua = M e Uy Vg = M, automaticamente (J, Us Uz Vs = M; la compatibilita risiede allora nel mostrare
che comunque prese ¢, ¥, la funzione ¢, o w;l ¢ un diffeomorfismo C*°. L’unione di tutti gli atlanti compatibili si
dice atlante massimale, e si dice che quest’ultimo fornisce una struttura differenziabile alla varieta. Tale struttura ci
permettera infatti di definire una nozione di differenziabilita per le applicazioni tra varieta.

2.1.1 Applicazioni tra varieta

Introduciamo il concetto di applicazione tra varieta: sia F' : M — N una applicazione continua (la continuita &
una proprieta che possiamo richiedere dato che M e N sono spazi topologici). Vogliamo definire una nozione di
differenziabilita per F' in un punto p di M: in linea di principio questa domanda non ha senso perche su R” la
differenziabilita e definita mediante un rapporto incrementale che a denominatore presenta la differenza tra due punti
infinitamente vicini. Su una varieta differenziabile tale differenza non & definita, pertanto dovremo procedere in modo
diverso.

Poiche la varieta e differenziabile, preso un qualsiasi punto p € M questo apparterra ad un aperto U, C M e
avra delle coordinate in R™ mediante la funzione ¢,; analogamente 'immagine di p in N tramite F, F(p), apparterra
anch’essa ad un intorno V, C N, e avra delle coordinate in R™ tramite v,. Per la continuita, possiamo sempre
trovare un intorno di p che venga mappato da F in un intorno di F(p) che sia contenuto dentro V,, pur di metterci
sufficientemente vicini a p; possiamo definire la seguente funzione:

f:waoFo¢;1:RmDUa—>VaCR"

Tale funzione viene detta rappresentante locale di F' ed ¢ una applicazione da R™ in R", e possiamo applicare 1'usuale
nozione di differenziabilita: diremo quindi che 'applicazione F & differenziabile in p € M se il suo rappresentante
locale f & differenziabile in ¢, (p). Diremo inoltre che lapplicazione F' & C* se f lo &. Sfruttando l'invertibilita delle
funzioni di transizione si pud mostrare che questa definizione & indipendente dalla carta scelta.

In particolare, consideriamo una funzione che associa ad ogni punto di una varieta M un numero:

f:M—R
Se € R ¢ 'immagine mediante la carta ¢ di un punto p di M, scriveremo con abuso di linguaggio f(z) intendendo
(fop™) (z), dove fop™' :R™ - R.
2.2 Vettori e campi vettoriali

Su una varieta differenziabile M il concetto di vettore e strettamente legato al concetto di derivazione. Sia p un punto
di M, e «(t) una curva su M con le seguenti proprieta

v —a,al— M
Y(0)=p
Se ¢ : Uy — R™ ¢ una carta e p oy : R — R™ ¢ il rappresentante locale di v, definiremo un vettore V' applicato in p

V = lig 227®) —909(0) _ dgoy
t—0 t dt

come:

t=0
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Due curve 73 e 72 entrambe passanti per p a t = 0 si dicono equivalenti se %(O) = %(0); inoltre & possibile

mostrare che questa definizione di vettore ¢ indipendente dalla scelta delle coordinate.
Esiste un modo alternativo per definire i vettori: oltre a -y, consideriamo anche le funzioni f : M — R e definiamo
la funzione
fevi]—aa—R

Tale funzione ha derivata perfettamente definita, dunque considereremo

d
S (f0m) (0)

e definiremo questo oggetto derivata direzionale di f in p lungo la curva . Lo stesso oggetto puo essere scritto isolando
la funzione f

& (Fom) (0) =4(0)(f)

definendo di fatto 'operatore 4(0) : M — R. Per capire a cosa corrisponde questa costruzione possiamo pensare al
caso di R™:
v:R—R"

f:R" =R
v={z"(t)}
(fov)(t) = f(z(t))

= Lra)| = #0T] = #000,0) = #0) - VF (2(0))

t=0 dzit™ g
Questa ¢ a tutti gli effetti la definizione di derivata direzionale su R™, e il vettore & nascosto nella direzione lungo la

quale deriviamo. Su una varieta la definizione & ben posta anche senza l'introduzione di coordinate, ma se vogliamo
effettuare un calcolo analogo dobbiamo usare una carta ¢:

foy=(fo¢ t)o(pon)

Infatti (¢ o) (t) € la rappresentazione in coordinate della curva, mentre ( fo d)_l) = f ¢ la rappresentazione in
coordinate di f. In definitiva foy = f(a*(t)):su R™ questa scrittura ¢ globalmente valida, su una varieta differenziabile
in generale lo sara solo localmente, in particolare nel dominio di validita della carta ¢. Se consideriamo la derivata di
f:

d; o
af(x (1)) = 2" (0)0, f(x(0))

t=0
La curva ~ definisce un vettore tangente alla varieta nel punto p, le cui componenti nella base indotta dalla funzione
¢ sono proprio le £#(0). Tali componenti sono sempre accompagnate a delle derivate che agiscono su una funzione,
in altre parole un vettore su una varieta definisce una procedura di derivazione: dato un vettore con componenti v*
per qualche carta ¢, ad esso possiamo sempre associare la derivazione v*0,, dove d,, sono le derivate lungo le direzioni
coordinate definite dalla stessa carta ¢. Al fine di scegliere una base comoda, se il punto p € M ha coordinate {x{ }
considereremo le curve cosi definite:

n = {x(t) = @ +tag(t) =25 (I #1)

Yo = {x%(t) = I’(Q) + txf)(t) = 1’6 (i #2)
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Yo = {ag (t) = 2§ + tap(t) = x5 (i # n)
Ognuna delle curve si muove su una delle direzioni coordinate di R™: nel piano questo equivarrebbe a muoversi solo
lungo la direzione = o y. Le derivazioni associate a queste curve sono

7 — O

Y2 — O

Tn — On

In questo modo otteniamo n derivazioni 01, ..., d,, dove n € la dimensione della varieta M. Poicheé ogni vettore potra
sempre essere rappresentato come combinazione lineare di 1, ...,d,, tale insieme di derivazioni costituisce una base
dello spazio dei vettori tangenti a M in p:

V=V*"o,

La derivata direzionale rispetto a V' di una funzione f nel punto p si indica talvolta come
Vo) = V¥ (6(p)0u(f oo™ )

In questo modo ¢ immediato scoprire come trasformano i vettori sotto cambio di coordinate: supponiamo che il punto
p si trovi nell’intersezione di due intorni U e V' con funzioni coordinate ¢ e 1, dunque abbia coordinate ¢(p) = a*,
1 (p) = y* nei due intorni. Un vettore generico v avra coordinate v*(z) sulla base % definita da ¢, e coordinate 0" (y)

sulla base % definita da v: il passaggio da un set di coordinate all’altro avviente tramite la funzione di transizione
h=1o¢~!:R" — R" in altre parole y* = y*(x) e le derivate trasformano di conseguenza come
g oy 0
dxkt  OxH QyY

ovvero secondo lo jacobiano della trasformazione. Poiché un vettore v in un punto p esiste indipendentemente dalla
base in cui e espresso, si deve avere

V0 gy = W) 5
ma per quanto detto
n 9 _ . 9" 9 _ 0
v (o)) 5 = v (6p) 5 o O (w(p))ayu
= PO = gli| | vO) = 60

Si puo mostrare che per come abbiamo definito i vettori, essi costituiscono effettivamente uno spazio vettoriale, in
particolare sono chiusi sotto somma e moltiplicazione per una costante. Ad esempio, per mostrare che se V}, ¢ un
vettore anche ¢V, con ¢ € R lo &, possiamo considerare la curva v(¢) (o un qualsiasi altro rappresentante della classe
di equivalenza da essa definita) e la curva y(ct): per t = 0, entrambe passano per p, e derivando rispetto al parametro
si ottiene:

=c d%fov(é‘)

d
— ] O C =c 123 0
el t) s i V#(o(p))0,.f(0)

dove s = ct. Lo spazio vettoriale definito dai vettori tangenti in un punto p si dice spazio tangente alla varieta M nel
punto p e si indica con T, M. Tale spazio ha sempre la stessa dimensione della varieta: infatti il numero di vettori

di base indipendenti che possiamo scrivere e pari esattamente al numero di curve coordinate che possiamo scegliere.
Infine, una applicazione smooth (ovvero C'*°) che associa ad ogni punto della varieta un vettore tangente si dice campo
vettoriale.
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2.3 Funzionali lineari e 1-forme

Ogni volta che abbiamo uno spazio vettoriale, possiamo sempre considerarne il duale. Se T,M ¢ lo spazio tangente,
indicheremo con T,y M lo spazio dei funzionali lineari su T, M o spazio cotangente. Su T, M, la base {0, } si dice base
canonica o base olonoma, e corrispondentemente possiamo definire una base canonica dz* su Ty M, detta base duale,

in questo modo:
dz"(0,) = 6%

Un funzionale w € Ty M puo essere espanso sulla base canonica come
w = wydz"
Poiche w & un funzionale lineare sui vettori, se v € T, M & definito un accoppiamento naturale di questo tipo:
Ww(V) =w(v*0y) = vawﬂdxﬁ(aa) = vo‘wg(?g = v%q

Questa definizione & identica al caso della relativita speciale, percheé dipende unicamente dalla struttura di spazio
vettoriale, sia esso uno spazio tangente alla varieta o lo spazio vettoriale di Minkowski. Sotto cambio di coordinate la
regola di trasformazione delle forme & vincolata da quella dei vettori: poiche Poggetto w(v) ¢ indipendente dalla base
scelta dovra assumere lo stesso valore in qualunque sistema di coordinate: se we, v” € @n, 9”7 sono le componenti della
forma w e del vettore v in due carte differenti, si dovra avere

W) = wav® = O1°
Poiche sappiamo che 7 = J# 0%, avremo
W™ = dngﬂ VY = W = (ZJgJBa = g = (J~He BWa

Ovvero se i vettori trasformano con la matrice jacobiana del cambio di coordinate, i funzionali trasformano con la
matrice inversa trasposta.
Una applicazione smooth che associa ad ogni punto di M un funzionale su T); M si dice una I-forma.

2.4 Tensori e campi tensoriali
Come abbiamo visto, ¢ possibile equipaggiare ogni punto di una varieta differenziabile con uno spazio tangente T, M
e uno spazio cotangente 7y M. Se consideriamo il seguente oggetto:

(@ Tp M X () TpyM

ovvero il prodotto diretto di g volte lo spazio cotangente e r volte lo spazio tangente, definiremo un tensore di rango
(g, 7) come una applicazione multilineare da X)Ly M Xy TpM in R. In coordinate:

T(Wiy ey W V1 ey Up) = (W1) g o+ (We) 010" T(daHt oy dat 5.0,y 0, 0y, ) = (W1) g o (Wa) g V1o o0y T M

Grazie alla multilinearita, per conoscere ’azione di un tensore su un set di vettori e forme ¢ sufficiente conoscerne
I’azione su di una base, in questo caso la base canonica dei vettori e delle forme. Poiché anche 1’accoppiamento di un
tensore con i suoi argomenti e indipendente dalla base, le componenti di un tensore trasformeranno concordemente
con la posizione dei loro indici, ad esempio

T/HV af = TPC Np— T = JV UJH pra \r (J_1)>\ o (J—l)‘r 4

Una applicazione smooth che associa a ogni punto della varieta un tensore di tipo (g,r) si dice campo tensoriale di
tipo (g, r); campi vettoriali e 1-forme sono particolari esempi di campi tensoriali, rispettivamente di tipo (1,0) e (0, 1).

Il campo tensoriale piti importante della geometria riemanniana ¢ il cosiddetto tensore metrico riemanniano: data
una varieta M, una metrica riemanniana ¢ un campo tensoriale di tipo (0,2) che soddisfa:
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1. Vpe M, gp(v»w) = gp(w,v);
2. gp(u,u) >0.

Queste due proprieta definiscono un prodotto scalare definito positivo sullo spazio tangente ad ogni punto. Le
componenti della metrica sono definite da

uv = g(a;w 81/)

dunque il tensore g puo essere espanso su una base:
9 = gudrt @dx” = g, datdx”

Si puo dimostrare che data una qualsiasi varieta paracompatta esiste sempre una metrica riemanniana.
Le metriche riemanniane non sono molto utili per la relativita: la definizione puo essere estesa a comprendere
anche le cosiddette metriche pseudoriemanniane, ovvero metriche in cui cade la seconda ipotesi ed & sostituita da:

e g,(u,v) =0 Vv = u =0, ovvero il prodotto scalare definito da g ¢ non degenere (oppure det g, = 0);

Il tensore 7, di Minkowski ¢ un particolare esempio di metrica pseudoriemanniana.
Poiche la matrice g,, ¢ invertibile possiamo introdurne I'inverso, g, definito da:

guagoa/ = 65

Quando & presente, una metrica e il suo inverso generano un isomorfismo naturale tra spazio tangente e spazio
cotangente: dato un vettore
vt =g, = v,
e data una forma
R
wy, — g, =w

Le metriche pseudoriemanniane si classificano in base alla segnatura del prodotto scalare che definiscono, ovvero il
numero di 1 e -1 presenti sulla diagonale della forma quadratica, una volta ridotta in forma normale. Dato che la
metrica € un campo tensoriale smooth e il suo determinante & sempre diverso da zero, la sua segnatura e indipendente
dal punto scelto. Una metrica del tipo
9 = diag(—1,...,—1,1,...,1)
—— —
P q

si dice metrica con segnatura (p, ¢), o semplicemente metrica (p, ¢): ad esempio la metrica di Minkowski & una metrica
(3,1). In generale, chiameremo metrica lorentziana una metrica con segnatura (3,1): data una metrica lorentziana, i
vettori tangenti alla varieta possono essere classificati in base alla loro norma:

e tipo luce: v2 = 0;

e tipo tempo: v2 > 0;

e tipo spazio: v} < 0.

2.5 Forme differenziali

Abbiamo visto che le 1-forme sono elementi dello spazio duale a T}, M, lo spazio cotangente Ty M.
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Definizione 2. Una r—forma T é un campo tensoriale di tipo (0,r) alternante, ovvero completamente antisimmetrico
net suot argomenti:
T(V15 ey Uiy oy Ujiy oy Up) = =T (U1, o0 Vjy ooy U3y ooy V) V2,

0 1n componenti
Tygeoopiseopigeopr = — Ty eoopigonepiseoopin

E conveniente introdurre una base per le forme a partire da quella canonica per i campi tensoriali: se {dz*} & una
base per le 1-forme, con p = 1, ...,dim (M), una base per tensori (0,7) in generale ¢ data da

de"' ® - @ dat'r

Poiche le forme differenziali sono oggetti completamente antisimmetriche non distingueremo ’ordinamento dei vari
elementi e una base potra essere scritta come

Z datr @ ... @ datrr sign(p)
PES,

dove S, e il gruppo delle permutazioni di r oggetti.
Esempi

1. Per un tensore di rango (0,2) (come la metrica) una base ¢ data dal prodotto tensoriale dz#* @ dz#2, e la
corrispondente base delle 2-forme si ottiene come:

dxPt ® dz?? — dxtt ® dxH? — dxt? ® dxrtt

2. Per le 3-forme:
dxkHr ® dxt? ® dxzt? — dxh ® dxt? ® dxt3 + dxF? ® dxt3 ® dxHr + dxt3 ® dxP? ® dxt? —

_dxuz ® dl-ﬂl ® dxus _ dm“3 ® dxuz ® dxﬂl _ dxul ® dxlm ® dxuz

ovvero abbiamo sommato sulle permutazioni cicliche e anticicliche dei tre indici #', #2 e #3  che portano
rispettivamente segno 1 e -1.

In generale sottointenderemo la scrittura dei vari termini derivanti dall’antisimmetrizzazione definendo il cosiddetto
prodotto wedge, o prodotto esterno A:

dz"' @ - @ dxtm — dxPt A - A\ daHT

Il prodotto esterno sta ad indicare un prodotto tensoriale totalmente antisimmetrico. Una volta costruita la base, le
r-forme possono essere espanse in componenti: convenzionalmente si usa definire le 0-forme come le funzioni M — R,
mentre per forme di ordine superiore, ad esempio le 1-forme

w=w,d"
Per le 2-forme, una prima espansione ingenua potrebbe essere:
F=F, dz" Ndz”

ma il coefficiente F),, deve essere anch’esso antisimmetrico perche una sua eventuale parte simmetrica saturata con
dxt A dx¥ non da contributo. Inoltre, essendo dz* A dx¥ = —dz¥ A dz* la somma e da intendersi per p < v, o
equivalentemente possiamo dividere per il numero di permutazioni di 2 oggetti:

1 v
F = EFde“ A dx
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Per le 3-forme:

1
H:§EMMWWWAMA

In generale per una r-forma:
1

w= ﬁwm...mdx“l A A datr
dove i coefficienti wy, ..., sono totalmente antisimmetrici nello scambio degli indici.
Il processo di costruzione di r—forme volge al termine una volta che r raggiunge la dimensione della varieta: se
r > dim(M) infatti due indici della r—forma dovranno necessariamente essere uguali, rendendo nulla Pespansione; ad
esempio in 5 dimensioni possiamo avere al massimo delle 5-forme. La dimensione dello spazio delle r—forme, che si
indica con A"(M), si ottiene osservando che il numero di combinazioni possibili di n elementi presi r alla volta ¢ dato

( Z ) B r!(nni )]

o analogamente, una volta scelto il primo indice tra gli n possibili, per 'antisimmetria il secondo puo assumere soltanto

dal coefficiente binomiale < n ):
r

n — 1 valori, e cosi via fino all’(r — 1)-esimo che puo scegliere tra n — (r — 1) valori; poiche non ¢ importante 1'ordine,
divideremo per il numero di permutazioni di r oggetti:

n(n —1)e(n—r +1) nl < n )

r! - ri(n —r)! r

Il valore cosi determinato corrisponde al numero di elementi di base indipendenti che possiamo costruire. Notiamo
subito una dualita tra lo spazio delle r-forme e lo spazio delle (n — r)-forme, che a causa di una nota proprieta del
binomiale risultano avere stessa dimensione:

ny\ _ (n

r ) \n-r

Possiamo definire la cosiddetta algebra esterna delle r-forme su M, come somma diretta dei vari spazi:
A(M) = &g A" (M)

dotata del seguente prodotto: se w € A"(M) e n € A*(M) (entrambe appartengono a A(M)), e la loro espansione in
coordinate & 1
w = ﬁwm...urdl‘”l A oo A daPr
- dzHt dts
= gnﬂl'--ps 2P A A de

definiremo il prodotto w A i come

11
wAn= ﬁ;wm...mnm...usd:c’“ A Ndat N dxtt A A dat

ovvero semplicemente giustapponiamo gli elementi di base delle due forme aggiungendo un prodotto wedge, e antisim-
metrizzando il prodotto delle componenti.
Ad esempio, se w = w,dz* ed n = n,dzr”:

v 1 v
wAN = wundet Ade? = a0 (wuny — wyny,) dz A dz

cio¢ la vera e propria componente di w A1 € w,n, — wyNy.
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Se F' = %Fm,dx“ ANdx¥ e w = w,dz":

1 11
FAw= EFWOJ,\CZI“ Adz” A dz* = 2030 (Fwys + Foawy, + Faxuwy, — Fpw, — Fuwy — Fyyw,) do? Ade” A da™ =

1
= 3! (Fl“/w)\ + Foawy, + F)\uwu) dz* A dz¥ A da?
Osserviamo che per come ¢ definito il prodotto w A 1, I'ordine delle due forme non & irrilevante, infatti:

11
NAw= ;ﬁnm...uswm...md:ﬂ“ Ao Adxts Adztt A A datr

Se vogliamo riportare il prodotto dz#! A --- A dx#s Adx* A --- A dz#r nello stesso ordine del caso precedente, dobbiamo
far effettuare s salti, a ognuno degli 7 elementi di base di w, ciascuno dei quali comporta un segno -:

wAn=(-1)"nAw
In particolare, scopriamo che
’I"2
nAn=(=1)" nAn

ovvero se 77 € una forma di rango dispari il prodotto wegde con se stessa e identicamente nullo.
La dimensione dell’algebra esterna A(M) si ottiene sommando le dimensioni dei vari sottospazi:

n
n
dim (A(M)) = =2"
won =3 ()
r=0
Tale risultato si puo ottenere analogamente considerando l’elemento di base dxz** A -.- A dz#~, ovvero il prodotto
antisimmetrizzato di n elementi di base dz*+, e osservando che ognuno di essi puo esserci o non esserci (2 possibilita),
il che da origine a 2" possibilita.
2.5.1 Derivata esterna

E possibile introdurre sull’algebra esterna una nozione di derivata che generalizza a uno spazio curvo il concetto di
rotore: se w una r-forma, definiamo ’operatore

d:A"(M)— A"TH(M)

1
— M1 Hr
w= T,‘Um'“mdm A --dx

1
dw = ﬁapwm...m]dﬁ Adxht A -datt

dove le parentesi quadre indicano 'antisimmetrizzazione degli indici. Ad esempio consideriamo delle 1-forme in 3
dimensioni:
A= Ada’ = Adx + Aydy + A.dz

. . 1 . .
dA = 61‘Ajdl‘l ANdx? = E ((%Aj — 8]Al) dz" A dx?
dunque la matrice dei coefficienti ¢ 3 x 3 e antisimmetrica, dunque avra soltanto tre componenti diverse da zero:

(dA);y = 0145 — B34y = (V x A)
3
(dA) 3, = D243 — B3y = (V % ff)l
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(dA)y, = 03A; — 0y As = (v x /T)
2
ovvero la derivata esterna di una 1-forma in tre dimensioni ¢ equivalente al rotore del corrispondente vettore, poiche
le 2-forme sono duali alle 1-forme, e I'isomorfismo tra forme e vettori generato dalla metrica d;; ¢ banale.
In spazi curvi, viceversa, la derivata esterna agisce per definizione su forme. Consideriamo il quadripotenziale

dell’elettromagnetismo A* = ((b, ff) con la metrica possiamo definire la forma
A=A,dz"
e considerarne la derivata esterna

1 1
dA = 0\ A, da* A\ dzt = 5 (OaAu = 0,4) da™ A dat = 5FwdgcA A dat

Ovvero se definiamo la field strenght dell’elettromagnetismo come una 2-forma, cioe del tipo F' = %Flwdﬁ‘ Adzt, le
sue componenti sono definite dall’equazione
F=dA

Questa definizione vale automaticamente su qualsiasi varieta ed ¢ invariante sotto qualsiasi cambio di coordinate.
Consideriamo una seconda applicazione della derivata esterna ad una r—forma:

d (dw) = %%&wul...urdxa Ada Adzht A A dat =0

per 'antisimmetria degli elementi di base nello scambio « <+ A. Dunque se F' = dA si ha
dF =d*A=0
ma espandendo la forma dF"
dF = %QAFde* Adat A dz” = % (O\Fuw + 0, Fyx + 0, Fy,,) dz™ A dat A da”
Le componenti di questa 3-forma devono annullarsi identicamente, cioe si deve avere
ONFuw +0uFux+0,F\, =0

Questo corrisponde alla seconda equazione di Maxwell:

0 = OzFpuy + 0, Fyx + 0, Fx, = %eAO‘“VGAFW = Og * FP™

ovvero anche la seconda equazione di Maxwell si puo in forma indipendente dalle coordinate.

2.5.2 Derivata interna

Possiamo definire un secondo tipo di derivata sull’algebra esterna delle forme. Se X = X*#0, ¢ un campo vettoriale
su M e w & una r-forma, definiamo
ix i AT(M) — A" (M)
1
ix(w) = —— X "Wy, 1dx Ao Ndtr

(r—1)

Ancora una volta abbiamo 7% = 0 per I'antisimmetria:

% (w) = XX W ppugeop,] =0
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2.6 Pull-back e push-forward

Sia f una applicazione differenziabile tra due varieta M ed N:
f:M—>N

Tramite questa applicazione possiamo mettere in corrispondenza non soltanto i punti tra le varieta, ma anche i rispettivi
spazi tangenti o cotangenti.

Sia p un punto di M, mappato in f(p) punto di N. Se « & una curva su M che passa per p ¢ immediato osservare
che la curva f o+ passa per f(p), percio possiamo stabilire la seguente corrispondenza: al vettore v, associato alla
curva 7 nel punto p (o meglio alla derivata direzionale lungo ), associamo il vettore (f.v)y () definito dalla derivata
della curva f o+ nel punto f(p). Date due carte ¢ e ¥ su M ed N rispettivamente, p avra coordinate z = ¢(p), mentre
f(p) avra coordinate y = ¥ (f(p)). Avremo:

2(1) = 6((1)
v = (o) (= 9 60)
= (0) = 2L @) ()

Per t =0 £*(0) = v* ed otteniamo effettivamente le componenti del vettore f,v:

Gy @) = 2L o)

Osserviamo che questa espressione ha la stessa forma della regola di trasformazione dei vettori, a parte il fatto che
la jacobiana non e relativa ad un cambio di coordinate ma ad una mappa tra varieta. In astratto, ricordiamo che i
vettori v € T, M agiscono sulle funzioni h : M — R, mentre i vettori w € Ty, M agiscono sulle funzioni b’ : N — R,
dunque il vettore f,v & definito in base alla sua azione su una funzione h':

(fe(v)) (') = v(h' o f)
dove h' o f & una funzione da M in R. L’applicazione
fo 2 TpM — Ty N

si dice push-forward.

Mentre il push-forward associa ad un vettore di M un vettore di IV, & possibile definire un’altra applicazione che
associa ad una forma di IV una forma di M: data l'inversione di marcia rispetto al caso precedente ’applicazione
prende il nome di pull-back. Se w € T]’:(p)N , la funzione f* le associa una forma f*w € T, M definendo la sua azione
su un vettore v € T, M:

(fw,v) = (v, fuv)

In componenti si ha

Questo spiega anche perche le forme vengono portate indietro anzicheé in avanti: I’applicazione f non & in generale
un diffeomorfismo dunque il suo jacobiano J non sara invertibile, pertanto il suo trasposto & I'unico endomorfismo di
Ty M che possiamo definire in maniera canonica.
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2.7 Diffeomorfismi ed embedding

Una classe molto utile di mappe ¢ costituita dalle mappe del tipo
f:M—-M

Se f e surgettiva e iniettiva, si dice che f e un diffeomorfismo di M. Un’altra classe interessante € composta dalle
mappe f: M — N con dim(M) < dim(N). In particolare consideriamo mappe con le seguenti proprieta:

N e e . . . . . e . .
1. fi:TpyM — Ty, N & un’iniezione, ovvero il rango della matrice jacobiana :J;T € massimo. In tal caso diremo che

la funzione f definisce una immersione di M dentro N;

2. f & iniettiva ed & anche una immersione. In tal caso diremo che f & un embedding.

In pratica, la proprieta 1) per il teorema del Dini ci informa che Papplicazione ¢ localmente invertibile, ovvero lo-
calmente M puo essere “immersa” in N. La 2) assicura che Uinvertibilita ¢ globale, ovvero possiamo M puo essere
immerso in maniera 1:1 in N: in altre parole M & una sottovarieta di N. Ad esempio, supponiamo di avere un cerchio
(varietd unidimensionale) e di volerlo immergere in R? (varietd bidimensionale):

1
./

Figura 2.1: Esempio di embedding (sinistra) e di immersione (sinistra)

L’ellisse di sinistra ¢ un embedding, dato che punti diversi del cerchio sono mappati in punti diversi, mentre questo
I'oggetto di destra e soltanto una immersione, dato che l'origine corrisponde agli angoli 0 e 7.

2.7.1 Metrica indotta e lunghezza di una curva

L’operazione di pull-back puo essere estesa a tensori di rango (0,7), detti tensori covarianti, in questo modo: se
f: M — N & un’applicazione differenziabile e T' € (T;‘(p)N)T, allora il tensore f*1" € (T;N)" & definito da

(f*D)p(v1,-esvr) = T(fuvr, ... fevr)

Se f & un embedding da M in N, in particolare M & una sottovarieta di IV, e se N ha una metrica M la eredita
mediante pull-back: possiamo infatti definire una metrica su M come

gm = fTgN
In coordinate, se f#(x) ¢ la mappa tra le due varieta:

1) () = aft of” ()

Imn - ox™ Oxn g,uu

Consideriamo ad esempio la sfera Sy embedded in R?, e vediamo quale metrica viene indotta sulla sfera dalla metrica
di R?. Una mappa da Ss in R? puo essere definita dal passaggio in coordinate polari:

x = Rsinf cos ¢
' =< y= Rsinfsing
z = Rcos@
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La metrica di R3 &
ds? = da® 4+ dy® + dz?

oppure, in componenti, g, = d,,,. La metrica indotta su S sara allora
ds%, = goedb* + 2g9¢dfde + goedd’®

dove le componenti si ottengono applicando la regola:

_ g Ozt 0x” o \? @Z @2+ 0z\" _
900 =50 56 ~ \ o0 ) ~ \ 90 90 6) ~
= R%cos? 0 cos® ¢ + R% cos? Osin? ¢ + R?sin’? = R?
_g 0%t0s" 0Oxdx Oydy 020z _
900 = w50 06 9006 9006 0006

s = R%sin? 0

R? cos @ cos ¢psin fsin ¢ + R? cos O sin ¢sinf cos ¢ = 0

da cui
ds®> = R (d6” + sin® 0d¢?)

Data una metrica riemanniana la lunghezza di una curva z#(t) di estremi a e b & definita da

Loy = /ab dT\/gW(x(T»dx;(T) dx;T(q-)

Ad esempio possiamo considerare 'embedding del cerchio di raggio Rsinfy nella sfera Sy definito da 6y — (g, ¢).

La metrica sul cerchio indotta dall’immersione nella sfera si ottiene sostituendo all’interno della metrica della sfera
0 =6y, e si ha
dS%l = R?sin? fyd¢?

L’integrale

2 d¢d¢
Loor = d e
0,2 /(; ¢ g¢¢d¢d¢

che rappresenta la lunghezza della curva immersa in Ss, restituisce proprio il valore checi aspettiamo, 27 R sin 6.

Se la metrica non ¢ riemanniana non ¢ detto che g,, %" sia positivo, e dovremo quindi distinguere tra le curve:
diremo che una curva & di tipo tempo se g, &#&" > 0, mentre diremo che ¢ di tipo spazio g, @2 < 0. Le curve che
corrispondono a moti fisici devono essere sempre globalmente di uno stesso tipo: diversamente, corrisponderebbero a
traiettorie che entrano o escono dal cono luce, ovvero a moti con velocita superiori a quella della luce. Con questa
distinzione, per curve di tipo tempo la definizione di lunghezza rimane quella usuale

b
Lt = / \/gw/j}“j}'/
a
mentre per curve di tipo spazio
b
L= [V guira
a

Un’altra differenza tra il caso euclideo e quello pseudoriemanniano ¢ la seguente: le curve estremali del funzionale lun-
ghezza, le geodetiche, sono curve di minima lunghezza nel caso riemanniano e di massima nel caso pseudoriemanniano
di massima. Fisicamente questo si puo capire pensando al paradosso dei gemelli: due gemelli si trovano in origine
all’evento iniziale (21, ), il primo (“1”) resta fermo nel punto Z mentre l'altro (2”) comincia a muoversi seguendo
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la traiettoria in figura. Entrambi si incontrano nuovamente nell’evento (zo,Z). La lunghezza delle due traiettorie,
calcolata con la metrica minkoskiana, restituisce

o2 dt dt
le/ 62\/7700*0*0:@*%1
o 20 x
I /I2 2 dt dt . dx? dx? /a62 /1 v2 -
2 = CAIMo0 =g TNii 5 5. = -5 < T1— X2
o 2020 "' dxg dxg o c2

dato che l'integrando € minore di 1. Dunque la traiettoria seguita dal gemello fermo, una linea retta, risulta essere la

mentre

retta di massima lunghezza, contrariamente a quanto accade in geometria euclidea. Osserviamo comunque che a rigore
il paradosso dei gemelli non puo essere trattato all’interno della relativita ristretta, a causa del punto di inversione
nella traiettoria del gemello in moto, cui il suo sistema di riferimento smette di essere inerziale.

t1

Figura 2.2: Traiettorie seguite dai due gemelli

2.8 Integrazione su varieta
Consideriamo una varieta di dimensione n e una particolare carta
¢p:U—R"

Scegliamo una n-forma
1

—_ M Hon
w= n'wm...undx LA Adx
Poiche il rango della forma ¢ il massimo possibile, possiamo sempre riordinare gli elementi della base in modo da avere
W= wi.pdzt Ao A dz™

Definiamo a questo punto 'integrale di una n-forma sull’aperto U come

DEF
/ w = / wi..nd™x
U #(U)

dove d"x & la misura di Lebesgue o di Riemann. Verifichiamo che questa definizione & consistente, ovvero e indipendente
dal sistema di coordinate scelto: consideriamo un diffeomorfismo F' : M — M che associa

Tt syt
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in particolare z# = F*(y). La regola di trasformazione per una n forma &

ozt Oz
8yﬂ1 aylln

W=wi.pdzt A Adz™ = wq...p Ayt N - A dytr =

Poiche il prodotto dy** A --- A dy* & completamente antisimmetrico, si ha

ozt O™
8y/il aylln

dytt A - Adytn = det 3 dyt A A dy™

oxt
v

da cui

w = wi...n det

ot

;V’ dy' A ANy = wy.ondet (J7Y) dyt A Ady”
Y

ma questo deve anche essere uguale a ., dy* A --- A dy™, dunque

Wiy = Wi det (J71)

N

Possiamo quindi scrivere

" "
/ Wi, d"y = / W1...n det (8xy> d"y = sign <det <axy)> / wi..pd"
F(o(0) F(o(U) Ay Ay $(U)

Nel futuro considereremo soltanto varieta orientabili:

Definizione 3. Una varieta M si dice orientabile se possiamo scegliere un atlante tale che det (J¢ij) > 0 per ognuna
delle funzioni di transizione ¢;;.

Dunque per varieta orientabili I'integrale e invariante e la definizione € ben posta. L’utilita di lavorare con varieta
orientabili sta nel fatto che nel calcolo di un integrale i vari intorni contribuiscono tutti con lo stesso segno, ad esempio
se due intorni U; e U; hanno intersezione non vuota, I'integrale su U; U U; pud essere scomposto in questo modo

fowo = b 1
U;UU; Ui Uj U:nU;

Figura 2.3: Intersezione tra due intorni U;, U;

2.8.1 Partizione dell’unita
Formalmente, l'integrale su una varieta € definito introducendo la cosiddetta partizione dell’unita.

Definizione 4 (Varietd paracompatta). Sia M una varieta differenziabile. M si dice paracompatta se esiste un
ricoprimento {U;} di aperti di M tale che ogni punto di M ¢é ricoperto da un numero finito di U;.

Definizione 5 (Partizione dell’unita). Sia {e;(p)} una famiglia di funzioni differenziabili che soddisfa le sequenti
proprieta:
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1. 0<¢(p) <1;
2. €i(p) =0sepFU;;
3. > ,€p)=1Vpe M.
Allora {e;(p)} si dice partizione dell’unita.

Una volta definita la partizione dell’unita, I'integrale di una forma differenziale su una varieta viene definito come

w= €(p)wi..nd"x
/M Zl:/@(Ul) i 1...n

2.8.2 Forma-volume

L’integrazione di funzioni ¢ definita introducendo la cosiddetta forma-volume: se w € una qualsiasi n-forma sulla
varieta, ovunque non nulla, definiamo 'integrale di una funzione f : M — R come

/M / = /M d

Se la varieta ¢ dotata di una metrica esiste una forma volume canonica e mai nulla, g,,(z). Le sue proprieta di
trasformazione sotto diffeomorfismi sono le seguenti:

0 D’
oyr oy

det g = det det O i
9= g Dy

In particolare il determinante di g’aﬁ avra lo stesso segno del determinante di g,,, per cui se la metrica ¢ euclidea
possiamo considerare la radice quadrata di ambo i membri:

I I
Vdetg=./g= \/57 det (6yy>’ = det (gi”)

ox
dove nell’ultima uguaglianza abbiamo sfruttato il fatto che i diffeomorfismi che consideriao hanno determinante

9w () = 945(Y)

dunque

positivo. Nel caso minkowskiano il determinante di g, € negativo pertanto scriveremo
— — ( Oy"
9=Vd (81‘”)

Ci accorgiamo quindi che la radice del determinante della metrica trasforma come una n-forma, possiamo quindi

definire

1 _ 1
w= H\/—gem...undx‘“ A ANdahn = mem--'undm“l A Adahn

dove €,,...., €d €y,...,,, sono rispettivamente il simbolo ed il tensore di Levi-Civita n—dimensionali. Per una varieta
dotata di metrica minkowskiana la definizione canonica dell’integrale sulla varieta ¢ allora

/Mf N /M Iv=od'a

Consideriamo adesso il caso di una r—forma su una varieta n-dimensionale: la nostra definizione di integrale si applica
soltanto se il rango della forma ha lo stesso valore della dimensione della varieta su cui integriamo. Se N & una
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sottovarieta r—dimensionale di M esiste un embedding F' : N — M che ci permette di definire il pull-back della forma
we A (M):
weAN(M)— Frwe A"(N)

/F*w DéF/ w
N F(N)

Una volta introdotta 'integrazione sulle varieta, si puo mostrare che vale il seguente

Definiremo dunque

Teorema 1 (Teorema di Stokes). Se N é una varieta di dimensione n e w € una n-forma, vale

/dw:/ w
N ON

Ad esempio, sia N una varietd 2-dimensionale e sia ON il suo bordo. Se consideriamo la 1—forma A = A;dz*:

1 o :
/ dA = 7/ (0iAj — 0jA;) dx" Ndx? = / Aidx’
N 2 /N ON

In uno spazio piatto questo risultato riproduce il teorema di Stokes: il flusso del rotore di A attraverso una superficie
S ¢ pari alla circuitazione di A lungo il bordo della superficie.

2.8.3 Operatore * di Hodge

In presenza di una metrica la forma-volume canonica & definita da

n= \/Eem...#ndm’“ A oo A daPn

dove €,,...,, = \/|9|€uy...n,, € il tensore di Levi-Civita n—dimensionale. Usando la metrica possiamo definire anche il
tensore di Levi-Civita controvariante:

v v v Vn >~ — —1l~vy--v
et — 9#1 1.“gl‘n "€y, = |g|g,u1 1wgﬂn "€y, =G € 1 n
dove le componenti di €**"¥" sono le stesse di €,,...,,,, essendo entrambi semplicemente dei simboli e non dei tensori.
Dunque

et sign(g) s
Vgl

Definiriamo 'operatore * di Hodge di una p-forma F":
F=F,..dc"" A Ndxtv

x: AP(M) — A" "P(M)

1 1
WFNI'”NI;GP‘P“#F dl‘yl VANERRWAN dxl/"_” = 7Full..#p€ul...upy1...Vn,pd-ﬁyl A A d.fun_y

F— xF =
pl(n —p)!
Proviamo a calcolare * x F":

Vi Un—p

%1 AP — AP
1 et
* ok F1 = 7(n_p)'(p')2F#1...#peul MPV
1

= ﬁFM...upe“l"'“PVl'"""*Peul...ynfpal...%dxal A o A dz®P
(n—p)! (p!)

V1~~~l/n7p [e5]) O[p —
Lo Un_p€ ar-ea, dTO A A dp®r =
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Il prodotto ekt #p¥is¥npe, ., 4 ...a, d& come risultato

N _ sign(g) /‘g‘gﬂl"'ule'"anpgl/1.” =

U0y \/m
— (_1)p(nfp)8ign(g)gu1...;zpul...unfpgalm%ul.__ynip - (—l)p(”*p)sign(g)(n _p)!é([yllil 51{;;;]
per cui

o F = (1P I E L S e A i =

5&“11 -~-55§], entrambi antisimmetrici, da luogo a p!Fy,...q,, € abbiamo infine

La saturazione di Fy,...,, con
sign(g)

— (_1\p(n—p)
xx F' = (=1)P\"7P p

Foyoca,dx® N Ndx®™ = (=1)P=Psign(g) F

In particolare, in 4 dimensioni e in presenza di una metrica minkowskiana abbiamo semplicemente

(*F) ( )1+P(4 P)F

2.8.4 [Equazioni di Maxwell e forme differenziali: il codifferenziale ¢

Mediante il duale di Hodge & possibile definire una nuova derivata, detta codifferenziale:
§:AP(M) — APT!
0= — xdx

Infatti se F' & una p— forma, *F & (n — p)-forma, d * F una (n — p + 1)-forma, e infine — x d « F' una (p — 1)-forma.
Osserviamo che 0% = *d x xdx = sign(g)(—1)?"~P) x ddx = 0 perche d? = 0.
Se F' e la 2-forma che definisce la field strenght del campo elettromagnetico, dF' sara una 1-forma e possiamo
impostare 1’equazione
oF=J

dove J = J,dx* ¢ una opportuna 1-forma. Applicando una seconda volta il codifferenziale otteniamo identicamente
zero a primo membro, dunque §.J = 0. Esplicitando

1
xJ = 13! —J"€uarasas dzt A dx®? A dz?

1
A = 50 (J/u/\g\) N L N N

1 1 1 st
—rdi = 4'1' 3| >\ <JN\/‘?) €poiazas® )\Qlagag = 77371971(9) o)\ (‘]'u \/E) g#a1a2a3€)\a1a2a3 =

31 /gl

_ Sl\g/% <JN\/|?> 82\9/7% <Ju\/|?)

Dunque la condizione 6J = 0 si traduce in
O (J#\/ |9|> =0

che nel caso di metrica costante torna ad essere la familiare equazione di conservazione della corrente elettromagnetica.
Se F' = %Fw,dx“ A dx¥ possiamo calcolare §F':

1
——F" e pa0pdx™ A da”

*F = 5191
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e 2l2| (\/EF“ ) guu@d:c” A da® A da”
1 € o
*d*x F = 2!2!3' (\/EF‘ )euyaﬁep a3 da;"/ 2'2' (\/EFH )euyaﬁepaﬁ gmd:ﬂ _

) 1
2'2‘ ( |g‘F ) guuaﬁgpaaﬁwg dx™ = Szgn (\/ F'uy> 5 V]ga'ydxfy =

il =

= 5", (m ) o

1 sign(g

—xdx F = 29n) (x/\gF” )dm"’
2! /

In uno spazio piatto — *xd * F' si riduce quindi alla dlvergenza del tensore F),,: per una opportuna scelta della 1-forma

J le equazioni di Maxwell inomogenee possono essere scritte in uno spazio curvo come

5F:4—7TJ
c

Dunque, la teoria di Maxwell puo essere generalizzata ad uno spazio curvo mediante ’ausilio di derivata esterna e %
di Hodge.

2.9 Derivata covariante e trasporto parallelo

In una varieta piatta come R™ una operazione che appare naturale ¢ il trasporto parallelo di un vettore applicato in un
punto, inteso come spostamento rigido del suo punto di applicazione. Tuttavia quando abbiamo definito i vettori su
una varieta curva M abbiamo sottolineato come questi siano intrinsecamente legati al proprio punto di applicazione:
presi due punti p e g i rispettivi spazi tangenti T, M e T, M sono assolutamente scorrelati, e dato un campo vettoriale
V questo implica che operazioni assolutamente normali in uno spazio piatto come il rapporto incrementale

Vig) —V(p)
qa—p
perdano di significato a causa dell’impossibilita di sommare o sottrarre punti della varieta. Non appare chiaro inoltre
come confrontare i due vettori V(p) e V(q): anche se avessero numericamente stesse componenti rispetto alla carta ¢
che mappa p e ¢ in R™, poiche la geometria (ad esempio la metrica) su una varietad curva cambia da punto a punto i
loro moduli saranno in generale diversi.

Dobbiamo quindi introdurre una nozione di spostamento del punto di applicazione dei vettori in modo da poter
confrontare in maniera consistente spazi tangenti diversi. Il trasporto parallelo della meccanica puo essere codificato
in un set di regole formulate in modo indipendente dal sistema di coordinate scelto: per spostare un vettore da un
punto P a un punto P’, si consideri la curva di minima lunghezza che congiunge P con P’ e I’angolo che il vettore
forma con tale curva in P; il trasporto parallelo del vettore & quindi effettuato mantenendo costanti per tutto il moto
il suo modulo e il suo angolo con la geodetica. Su una varieta riemanniana le curve di minima lunghezza sono le
geodetiche e gli angoli si ottengono mediante prodotti scalari, dunque questa nozione coincide col trasporto parallelo
ingenuo della meccanica se la varieta & R" dotata della metrica euclidea g;; = d;;: se @*(t) = 4* sono le componenti
del vettore tangente alla retta z°(t) e v* sono le componenti del vettore nel punto iniziale z° = z°(0), 'angolo tra i due
vettori e dato da . ..

Lwi(0) = At v
g(v,v)g(#, &) va?
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Indicheremo con vy (t) il vettore trasportato parallelamente lungo la curva nei vari punti z(t), tale che v(0) = v. In
questa maniera le sue componenti sono definite dalla relazione

d vj (1) 0
dt Uﬁi‘Q N

Il vettore tangente & & costante per definizione di retta, mentre il modulo v? & costante per ipotesi, dunque I'equazione

che definisce il trasporto parallelo su R" si riduce a

dvi(t)
dt

ovvero all’equazione per la costanza delle componenti del vettore nel trasporto.

La procedura che abbiamo definito & coerente e da i giusti risultati su uno spazio piatto come R™ ma non &
immediatamente generalizzabile ad uno spazio curvo, dove le curve di minima lunghezza in generale non saranno piu
rette: ad esempio su un sfera le geodetiche sono individuate dagli archi di cerchio massimo. Sul piano inoltre possiamo
pensare di trasportare parallelamente un vettore seguendo un cammino come in figura: trasportando parallelamente
il vettore lungo il cammino z — =+ h — z — x il vettore finale coincide con quello iniziale, in altre parole il trasporto
parallelo di un vettore sul piano lungo un cammino chiuso costruito con spezzate di geodetica lascia invariato il vettore.

Figura 2.4: Trasporto parallelo sul piano e sulla sfera

Consideriamo adesso sulla sfera il polo nord e due punti sull’equatore connessi mediante archi di cerchio massimo, cioe
tratti di geodetica: se v € un vettore tangente alla geodetica di partenza il suo angolo col vettore tangente ¢ nullo, e il
trasporto parallelo manitiene questa condizione fino al punto y in cui I’angolo con la geodetica equatoriale risulta essere
retto. Nel punto z il vettore cambia nuovamente geodetica tornando parallelo al secondo meridiano, infine nel punto di
partenza x il vettore finale risulta formare un angolo non nullo con quello iniziale: applicando direttamente alla sfera
la definizione di trasporto parallelo su R™ abbiamo ottenuto una procedura che in generale non conserva i vettori nel
trasporto lungo cammini chiusi composti da spezzate di geodetica. In particolare, la differenza di comportamento tra
R™ e la sfera risiede nell’angolo formato dai vettori iniziale e finale ed & legata alle proprieta di curvatura degli spazi
in questione: per ottenere una nozione di trasporto parallelo che abbia certe caratteristiche indipendentemente dalla
curvatura dello spazio dobbiamo definire un nuovo modo di fare le derivate e introdurre il concetto di connessione.

Se 2(LO)(M) & Tinsieme dei campi vettoriali sulla variethy M, sia V : X1 (M) x XLO(M) — 200 (M) un
operatore differenziale che soddisfa le seguenti proprieta:

V(X,Y)=VyxY

1. Vx(Y+ 2)=VxY + VxZ;
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2. VoryZ =VxZ+VyZ;
3. vaZ = fVxZ,dove f: M — R,
4. Vx(fY) = X(f)Y + fVxY (Leibniz).

Un oggetto che soddisfa queste quattro proprieta viene detto connessione affine, o derivata covariante. Se {e,} ¢ una
base dello spazio dei campi vettoriali la derivata di V., e, sara ancora un campo € x1,0 (M) dunque esprimibile come
combinazione lineare degli elementi della base:

_ o
Ve,eu = Mu€o

I coefficienti I'j , ci informano di come i vettori di base cambiano direzione e modulo spostandosi lungo una certa
direzione, e rappresentano l’espressione in componenti della connessione affine. Una volta specificatiiI’, se X = X*e,
e Y =Y%e, possiamo calcolare la derivata covariante di X lungo il campo Y:

VXY =Vxue, Ye, = X'V, (Ye,) = Xte, (V") + X'YVT, eq
Se scegliamo la base canonica e, = 0,, abbiamo:
VxY = X" (0,Y?) 0o + X'Y"T}, 00 = X" (8#Ya + X“Y”Fﬁy) O,
Se X = e, abbiamo:
Ve, Y =V,Y = (8,Y*+T},) 0
dunque I’espressione in componenti della derivata covariante e
(VMY)/\ = (aMYA + Ff)u) Ox

Possiamo estendere la definizione di derivata covariante a 1-forme e a tensori di rango piu elevato postulando che la
derivata covariante soddisfi Leibniz con il prodotto tensoriale e commuti con la contrazione canonica forma-vettore,
oVVero

vV xEO (M) x xD (M) — 209 (M)
Vx(T®85)=(VxT)®@S+T®VxSs
woX S wX) = Vwe X)S VwX))

dove C indica I'operazione di contrazione. Per definizione X(*9) (M) & I'insieme delle funzioni su M, e assumeremo che
la derivata covariante agisca sulle funzioni come la derivata direzionale:

Vxf=X(f)

In componenti la derivata covariante di una forma si ottiene considerando il tensore (1,1) w® X = w, f¥dz* ® 0,: per
definizione
Viw®X)=Vyw® X +we VxY

Contraendo gli indici:
Y#9, (w(X)) = (Vyw) (X) + w(VxY)

= (Vyw) =Y"0, (w(X)) —w(VxY)

In componenti:
w = wydz!

; Y:au ;o X =0

(Vuw), = 0pwr —w (V0 =) = Opwy —w (PgAaA) = Opwyr — I wa
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Mettendo a confronto le derivate covarianti di vettori e 1-forme:
(V) = Vot = 9,0" + Fﬁavo‘
(Vuw), = Vywy = 0pwy — T wa
Per un tensore di rango arbitrario:

VAU bn = QZTH e, TR Tt T R

Aoy ‘Vp
£ L1l Bp 1o b
_F)\VlT "61.“”1) — ...—F)\VPT n V1~~'BP

Ad esempio consideriamo
VATH = 9\TH + T T +I'§, T

VaTH, =o\T", +TK T, - T, T,

2.9.1 Curve autoparallele

Se v(t) ¢ una curva indicheremo simbolicamente con #(¢) il suo vettore tangente. Se v & un vettore applicato su un
punto p appartenente alla curva, diremo che v||(t) ¢ il trasportato di v parallelamente alla curva se si ha

vg';UH (t) =0

o pil in generale
Vv (t) = f(t)&(t)

Esplicitamente si ha
(Vavy (1) = 9,0 (t) + T3] (t) = 0

oppure

Vedremo in seguito che su uno spazio piatto € sempre possibile scegliere un sistema di coordinate tale che i T" si
annullano identicamente, ad esempio su R™ in coordinate cartesiane la definizione di trasporto parallelo torna ad
[e3
essere quella che ci aspettiamo, cioe i (1)

J dt

I'unica memoria del circuito seguito dal trasporto parallelo & contenuta nei I'. Per semplicita in seguito indicheremo

= 0. Osserviamo che «y(t) ¢ una curva generica, non pitt una geodetica, e

con v(t) = v)|(t) il trasportato di v per ogni valore ¢ del parametro.
Un caso particolare € quando il vettore tangente ad una curva e trasportato parallelamente a se stesso muovendosi
lungo la curva: in tal caso I'’equazione diventa

.o o apac
& +T',,a"% =0

e viene detta equazione delle curve autoparallele. Nel piano le curve autoparallele sono rette, dunque la sua generaliz-
zazione ad uno spazio curvo ¢ una curve autoparallela; scopriremo che sotto opportune ipotesi le curve autoparallele
coincidono con le curve geodetiche.
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2.9.2 Simboli di Christoffel

Tutti i concetti introdotti finora non fanno riferimento alla metrica, dato che il parallelismo € una nozione di geometria
affine e non di geometria metrica. Tuttavia se la varieta M ha dimensione d i coeflicienti I' che definiscono la connessione
affine costituiscono un set di d® funzioni del tutto arbitrarie, e I'unico criterio per sceglierle & fornito dalle caratteristiche
che possedere la connessione stessa. Ad esempio pretenderemo che il trasporto parallelo conservi le lunghezze e gli
angoli tra i vettori: una connessione affine che ha questa proprieta si dice connessione metrica, dato che nello spazio
piatto gli angoli e lunghezze sono definiti tramite il prodotto scalare indotto dalla metrica. In particolare, se abbiamo
due vettori v e w trasportati parallelamente lungo una curva v con vettore tangente , il prodotto scalare g((v(t), w(t)))
non deve cambiare sotto trasporto parallelo:

Vig (v(t), w(t))) =0

Ma se i vettori sono trasportati parallelamente, soddisfano entrambi Vv = Viw = 0, e poiche il prodotto scalare
(v, w) equivale a considerare la contrazione doppia

2
2 590vew £ g(v,w) € X0
possiamo utilizzare le proprieta della derivata covariante per ottenere
Vi (g (v,w)) = (Vig) (v,w) + g (Viv,w) + g (v, Viw) =0

= Vi (9 (v,w)) = (Vag) (v, w) = 2" (V,ug) (v,0) = 0

Dunque, 'unico modo affinche il prodotto scalare sia conservato € che V;g = 0: questa condizione prende il nome di
compatibilita metrica. Una prima conseguenza € la possibilita di abbassare e alzare gli indici con la metrica passando
attraverso le derivate covarianti, ovvero g,, si comporta come una metrica costante rispetto alla derivata covariante,
come accadeva con 1), e la derivata usuale 9,. Tuttavia la richiesta di compatibilita metrica ¢ molto stringente e
vincola la forma dei coefficienti della connessione: consideriamo infatti

(V,\g) (8/u 3,,) = aAguV - Fiugav - ?\lygua

Tale espressione deve annullarsi per la conservazione del prodotto scalare sotto trasporto parallelo. Per convenienza
definiamo adesso il simbolo
— {07
Fu,ku = gaur)\u

Osserviamo che questo € soltanto un abbassamento formale, dato che non sappiamo quali siano le proprieta di tra-
sformazione dei coefficienti della connessione. Per risolvere I'equazione utilizziamo il seguente trucco: riscriviamo
I’equazione permutando ciclicamente i tre indici

8)\guu - FV,)\H - F[L,)\l/ =0

a,ugy)\ - F)\,,uu - FV,,u)\ =0
81/9)\;1‘ - F,u,l/)\ - F/\,U;L =0

Sommando le prime due equazioni e sottraendo la terza otteniamo:

8)\9;“/ + aﬂgu)\ - aug)\p, + (Fu,u)\ - F,u,,)\u) + (F)\,l/p. - F/\,uu) - (Fu,/\,u, + Fu,u)\) =0

Sommiamo a destra e sinistra 2I', y,:

a)\g/ﬂ/ + 6ugu)\ - 8Vg/\u + (Fuﬂ/)\ - F;L,/\V) + (F)\7V,l,l, - F)\,/u/) - (Fu,uk - Fu,ku) = 2FV,>\M
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da cui

1 1
Fu,)\,u = 5 (a)\g,uu + a}l.gl/)\ - aug)\u) + 5 (F;L,[u)\] + F/\,[Vu] + Fu,[ku])

Ricordando che Ty, 5, = g,,aI“/{‘M, moltiplichiamo a destra e sinistra per g°*:

1 v 1 v
Ffﬂ = 596 (Oxguv + Ougrw — Ougau) + 595 (T + Ty + Topp)

Dunque la richiesta di compatibilita metrica vincola i coefficienti della connessione ad essere determinati dalle derivate
prima della metrica e dalla loro parte antisimmetrica negli indici bassi. L’utilita di questa espressione & chiara una
volta che conosciamo le proprieta di trasformazione dei I' sotto cambio di coordinate:

S ple
Vo,0, =T,0q
. . _ . . — -
Passando da coordinate = a coordinate 2’ = z/(z), i nuovi coefficienti saranno definiti da

Va0, = F;ff/a&

Ma
9 = 0 _ dzf 9
B 0x'n Ox'm OxP
dunque
Yoo , dxP O dxP dx'P 9% oxP Oz
Ljiv0a = Vo, (9,) = ox't Vo (8&6"’8)\> T 9z'r Qxr Ox'BOLV + ox'H Bm'VFp’\aa
o
=50

Riesprimendo la base {J,} in termini della base {J}}:

/ 022° Oz’ dzP Oz Ox' @
F (6% 8/ — 8/ FU a/
wrma s 9x'rdx’ 9z + Oz’ Ox'v dxo PN

dunque

9% Qx> dxP 9z dx'*
dx'mdx'v dxe ' Ox'r dx’v dxo P
In assenza del primo termine la legge di trasformazione per I' sarebbe esattamente di tipo tensoriale, ma la presenza
di un termine non omogeneo ci costringe a concludere che I‘gﬂ non ¢ un tensore di rango (1,2): in particolare il suo
annullarsi & una proprieta dipendente dal sistema di coordinate.

!’
o _
FW—

Osserviamo che il termine inomogeneo € simmetrico nello scambio dei due indici bassi, dunque considerando la
combinazione antisimmetrica
Thx = T = TRy
questa non contiene termini inomogenei dunque trasforma come un tensore, infatti si definisce il cosiddetto tensore di
torsione:
a _ o _ T
A T T (Al T Ap
mentre la particolare combinazione
Lpionr + I + Lo
viene detta tensore di contorsione.
La relativita generale & basata su spazi in cui il tensore di torsione € nullo, dunque i coefficienti della connessione
Si possono scrivere come

1
FEV = 59,6)\ (augVA + 8119[1.)\ - a)\g/_w)

ovvero sono univocamente determinati dalla metrica e prendono il nome di simboli di Christoffel. Questo risultato e il
contenuto del teorema fondamentale della geometria riemanniana (e pseudoriemanniana): su una varieta riemanniana
(o pseudoriemanniana) dotata di una metrica g,,, esiste una unica connessione compatibile con la metrica e a torsione
nulla.
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2.9.3 Geodetiche

Adesso mostreremo sotto quali condizioni le linee autoparallele sono anche curve estremali per il funzionale lunghezza:
consideriamo una varieta lorenziana M con metrica g, ed una curva di tipo tempo z* :]a, b[— M

Gudi” >0

Il funzionale che descrive la lunghezza di questa curva e

q
S = / vV GuTHTV dt
P
La curva estremale di questo funzionale si ottiene dalle equazioni di Eulero-Lagrange:

d 20083 | 00gpedld”
dt | 2\/guiri” | 2/g it i’
_, #090p%” d < 28 )  OuGpoiPi”

PR st + J—
V g#ui'p’i'y 90/3 dt V g,uyi'p'i'y 2\/ g#ui'u’ﬁlﬂu

Osserviamo che il primo e il terzo termine sono dello stesso tipo, dunque possono essere raccolti:

d z? Pz’ 1
af 5, + - (0 ac + 6(7 ap T a(x o) = 0
! 5dt (\/g;wi“iy> \/guyit“;t” 2( 9 Gorp 9r )

dove abbiamo sfruttato la simmetria del prodotto 4”4?. Moltiplicando per g°*:

d

i N e 1
dt \ \/guativ /G BHEY 27

oA (8pgaa + aagap - aagpo) =0

—T'A
=r,

L’equazione ¢ molto simile a quella delle linee autoparallele, a meno della radice /g, ##2V; tuttavia, poiche g,
dipende soltanto dalle coordinate, anche stavolta ’azione S € invariante rispetto al parametro della curva. Definiamo
allora il cosiddetto tempo proprio della curva:

t
T(t):/ V Gty dt’
to

Poiche /g, ##%¥ ¢ una funzione positiva la funzione 7 ¢ monotona nel parametro ¢ la relazione tra i due parametri ¢
invertibile; ma se deriviamo rispetto a 7 entrambi i membri:

dr dt Oxt Oxv dt ox* Oxv
7:1:1/ V.N.V—: v——————— = y——
dr GO dr mdr u or Or

Scegliendo il tempo proprio per parametrizzare la curva l’equazione delle curve estremali diventa

A’z dxP da®
dr? + dr odr P
ovvero coincide con I’equazione delle curve autoparallele, che alla luce di questo risultato si interpretano in due modi:
o come linee che puntano sempre nella stessa direzione o come le curve di lunghezza estremale.
Il principio di equivalenza di Einstein prevede che data una porzione sufficientemente piccola dello spazio-tempo
sia sempre possibile trovare un sistema di riferimento in cui il campo gravitazionale puo essere fatto sparire, o meglio

=0

puo essere riassorbito nella geometria dello spazio-tempo; in assenza di altre interazioni una particella non sara piu
soggetta ad alcuna forza, pertanto si muovera di moto libero: in uno spazio piatto il moto libero e caratterizzato da
una traiettoria rettilinea, ma come abbiamo visto in uno spazio curvo questo si traduce in una traiettoria autoparallela.
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2.10 Torsione e curvatura

Non essendo un tensore, la connessione non possiede caratteristiche indipendenti dal sistema di coordinate scelto, ma
abbiamo gia visto che alcune delle sue proprieta (ad esempio la simmetria) sono caratterizzate dal tensore di torsione,
formalmente definito da

T:x30(M) x 9 (M) — 259 (M)

T(X,Y)=VxY - VyX — [X,Y]

Dove [X,Y] & il commutatore di due campi vettoriali:
(X,Y] = X*"0,(Y"0,) —Y"0, (X*0,) = X" (9,Y") D, + X'Y"D,0, — Y (0,X*") 0, —Y"X"0,0, =
=X"(0,Y")0, - YV (9,X") 9, = (X"9,Y" —=Y"9,X")D,

Dunque il commutatore di due campi vettoriali ¢ ancora un campo vettoriale, di componenti (X#9,Y" —Y"9,X"):
poiche I'insieme dei campi vettoriali ¢ chiuso sotto commutazione, esso costituisce un’algebra di Lie, associata al
gruppo di Lie dei diffeomorfismi su M. Possiamo verificare che il tensore di torsione appena definito coincide con la
parte antisimmetrica del coefliciente di connessione: se scegliamo X =9, e Y =0,

T(0,00) = Vo, 0 — Vo, 0 + [04,0,] = (T2,T2,) D

prtvp

dunque
T 0a = (T4, —T7,) Oa

Un altro tensore importante e il tensore di curvatura, o tensore di Riemann:
R: X000 (M) x 210(1) x x10 (M) — 209 (M)

R(X, Y)Z =VxVyZ -VyVxZ— v[X,Y]Z

Se Z = 0y le componenti del tensore di curvatura sono:
R(a,uu 81/) 8)\ = vuvua)\ - vuvpa)\ - v[a,l,,au]a)\ = (F(x)\a ) V. (F/,cr/\aoz) =

= 083D + TEAT o — 0,000 — ToaT0)05 = (9uT0, + TeaT e = T, — ToaTL, ) s

Simbolicamente si usa scrivere

R(,,0,)0x = R” 5 ,.,03

dove la virgola separa gli indici antisimmetrici u, v

2.10.1 Interpretazione geometrica

Il tensore di Riemann contiene informazioni sulla variazione di un vettore v quando viene trasportato parallelamente
lungo un cammino chiuso infinitesimo. Il vettore trasportato parallelamente infatti soddisfa all’equazione differenziale
dv® )
7 + Fﬁ)\l' U
con la condizione iniziale v(0) = v. Se abbiamo una curva infinitesima z” = % (0) 4 ¢6” possiamo risolvere 1'equazione
perturbativamente:
dv A
dt
Costruiamo un cammino chiuso infinitesimo con quattro vertici P, @, R e S. Sia y la curva che unisce i punti P e @,
ed 7 la curva che unisce Q) ed R.

(1) = 0N0) 2 (0)t + O(12) = v\ (0) — T},0%0 + O()
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t

Figura 2.5: Cammino chiuso infinitesimo

Se z#(t) & una parametrizzazione di v con z#(0) = P* e z#(1) = Q*, indicheremo con §* il vettore tangente alla curva
nel punto P*: al prim’ordine ’espansione di v &

" (v) = 2"(0) + to* + O(t?)
Una costruzione analoga puo essere fatta per la curva n:
o(n) = 2" (0) + s + O(s?)
Un vettore v#(t) applicato in P trasportato parallelamente a v soddisfa 1'equazione differenziale:

dv# dz®
e I P =
at T es g Y

con la condizione iniziale v*(0) = v*. Al prim’ordine v(t) = v(0) + tdvd(to) =v(P)+ tdvétp), dunque
v"(t) = v*(P) — tI'h 4 (P)3*v? (P)

Per t =1 si ha il vettore trasportato parallelamente nel punto Q:
v"(Q) = v*(P) — Tk 4(P)6*v” (P)

Se vogliamo trasportare ancora il vettore dal punto @ ael punto R:

VH(R) = v (P) = Thy(P)6" = v"(P) = Ty (Q)€™ (v7(P) = T3, (P)3*v" (P)) =

— vh(P) — (FZB(P) + 5Pa,)rgﬁ(P)) € (v"(P) = T% (P)3*v°(P)) =
— 0 (P) = T% 4 (P)E™0P(P) = TV 4 (P)ETY, (P)6*v" (P) — 80, 4 (P)E™P (P) — 80,4 5 (P)ETY, (P)6*v (P)
Possiamo trascurare il termine proporzionale a §2¢ perche di ordine 2 in §, e rimaniamo con
VH(R) = 0 (P) = T (P)E0? (P) — TV, (P)ETS, ()3 0 (P) — °9,T 5 (PP (P)

Se adesso invertiamo l'ordine degli spostamenti e consideriamo la differenza tra i due risultati, I'unico termine che
sopravvivo ¢ quello proporzionale al termine €d:

Sob = —§PeyP (aprgﬁ — 0T + TV T, — T, ;B) = 5P R e

88



ovvero la differenza tra i due cammini & proporzionale al tensore di Riemann.

11 significato geometrico della torsione & piu immediato: consideriamo due vettori e# e 6, e trasportiamo paralle-
lamente prima € lungo la curva a cui & tangente 0, poi 6* lungo la curva a cui & tangente €. Sullo spazio piatto
la differenza dei due vettori finali ¢ nulla, ovvero le punte dei due vettori finali si toccano in modo da chiudere un
parallelogramma; su uno spazio curvo in generale questo non e vero:

_ m
e’ﬁ =€t — Faﬁéo‘eﬂ

Trasportando e lungo ¢ abbiamo
L Fgﬁ(P)éaeﬁ

Scambiando i due vettori si ha
O et — Fgﬁeo‘(Sﬁ

La differenza tra i due vettori e

(ry ~ 5, ) o
e corrisponde al vettore che congiunge le due punte: imporre torsione nulla coincide con I'imporre la chiusura del
parallelogramma infinitesimo definito da € e 4.

2.10.2 Le identita di Bianchi
Le proprieta del tensore di Riemann saranno di fondamentale importanza per derivare le equazioni di Einstein:
1. R(X,Y)Z = —R(Y, X)Z; ¢ immediato dalla definizione;

2. Prima identita di Bianchi:
RX,Y)Z+R(Y,Z) X+ R(Z,X)Y =0

In coordinate si ha
R (04,08)0x + R(08,01) Oa + R(0x,00) 03 = R xap+ R 0 prx+ R 32a =0
Per dimostrare questa proprieta, definiamo un simmetrizzatore:
C(ITX,Y,Z)=TX,Y,Z)+T(Y,Z,X)+T(Z,X,Y)
Applicando C alla derivata covariante lungo Z della torsione:
C(Vz(VxY - VyX —[X,Y]))
Poiche la torsione € nulla, tutta ’espressione ¢ nulla, dunque:
C(VzVxY —VzVyX —Vz[X,Y])=0
Poiche sommiamo su tutte le permutazioni cicliche, possiamo riordinare ciclicamente gli indici:
C(VxVyZ—-VyVxZ -Vz[X,Y])=0

ma poiche la torsione ¢ nulla Vz[X,Y] = V[x y1Z + [[X,Y], Z], e poiche il commutatore soddisfa I'identita di
Jacobi, si ha C ([[X,Y], Z]) = 0, dunque:

C(VxVyZ —-VyVxZ—Vixy)Z) =0
Ma il termine simmetrizzato non ¢ che il tensore di Riemann R(X,Y)Z:

= C(R(X,Y)Z) =0
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3. Seconda identita di Bianchi:
(VxR)(Y,Z)W + (VyR) (Z, X)W+ (VzR) (X, Y)W =0

oppure
O ((VaR) (Y.2)W)

dove la sottolineatura indica gli indici sommati ciclicamente. Sfruttiamo ancora il fatto che la torsione sia nulla:
C(R(T(X,)Y),Z)W)=0

C(R(VxY,Z)W - R(VyX,Z)W — R([X,Y],Z)W) =0

Ancora una volta possiamo riorganizzare ciclicamente gli indici:
C(R(VzX, Y)W+ R(X,Vz)W —R([X,Y],Z)W) =0
Se consideriamo la derivata covariante lungo Z di R(X,Y)W:
Vz(RX,Y)W)=(VzR) (X, Y)W+ R(VzX, Y)W+ R(X, VY)W + R(X,Y)VzW
Ma
Vz(R(X,)Y)W) - R(X,Y)Vz;W =[Vz, RIX,Y)]W=Vz(R)(X,YYW+R(VzX, Y)W+ R(X,V;Y)W
Se sommiamo ciclicamente il primo e il secondo membro:

C (V4 RX,Y)W) =C (Vs (R)(X,Y)W)+C(R(X,Y],Z)W)

Dobbiamo mostrare che il termine sottolineato ¢ nullo, dunque mostriamo che
C([Vz, RX, V)W) = C(R(X,Y],Z) W) =0

Se scegliamo X = 0, Y = d\ e Z = 0,, abbiamo che il secondo termine & identicamente nullo a causa del
commutatore [X, Y], mentre per il secondo

C (Vi R(9x, 0]) W) = C([V1, [Va, Vo ]]) = 0
per identita di Jacobi. In componenti si ha

V.iR¥ paB t VoR! 0.Bx T VQR“ pra =0

2.10.3 Altre proprieta del tensore di curvatura

Il tensore di curvatura gode di altre proprieta, alcune delle quali esplicitamente legate all’annullarsi della torsione e
alla compatibilita metrica:

e Consideriamo la seguente espressione in componenti:
A A A A
R* o jv® =V, V0" =V, V0" = [(V,, Vo ]v)

ovvero il tensore di Riemann equivale al commutatore di due derivate covarianti.
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e Le derivate covarianti come sappiamo agiscono anche su forme e tensori: vediamo allora cosa succede applicando
l'operatore [V, V,] ad un tensore della forma 7°7: per Leibniz avremo

[V, VT = R* ) ., T + Ry ., TN

Nel caso di una forma:
[V, Vilw)

possiamo sfruttare la compatibilita metrica:

([Vi, Vi]w) s = gra (Vs VV]W))\ = gra R o’ = Rypw” = —Rpx juw” = —RP 5w,

e Se consideriamo 'inverso della metrica, g", abbiamo Vﬂgaﬁ per la compatibilita con la metrica, dunque
0=[Vu, Vulg®® = R* 5 g™ + g°*RP 5 4 = R*P |1 + RP* 1, =0

Dunque in presenza di compatibilita metrica e torsione nulla il tensore di Riemann & antisimmetrico anche nei
primi due indici.

e [’ultima proprieta del tensore di Riemann e la seguente:
Rypap = Ragaw
Infatti per la prima identita di Bianchi sugli ultimi tre indici si ha
Bapap = —Baapu — Bappo = Raxpu + Bprpa =
Sempre per la prima identita di Bianchi sugli ultimi tre indici:

= —Rapur — Raprg — Rppan — Baan = 2Rapap + Bpa, A\B + Ryugax + Bux,ga —Ruxpa =

=0

= 2Raﬂ,>\,u - R/_L)\,Ba

= Rapap = Rapau

2.10.4 Tensore di Ricci e scalare di curvatura

In base alle proprieta del tensore di Riemann possiamo definire il tensore di Ricci:
Rop = R" o up

Osserviamo che la definizione del tensore di Ricci non necessita di metrica perche il Riemann & gia definito con un
indice alto. Possiamo mostrare che se la torsione & nulla e c¢’¢ compatibilitd metrica, Rog = Rgq, infatti

Rop =R oup = Rup" o = B g ua = Rpa
Oltre al tensore di Ricci possiamo definire lo scalare di curvatura:
R=g*"R.ps
La seconda identita di Bianchi implica il seguente fatto: se in essa contraiamo p con «:

ViaRps + VaR g+ VR , 3, =0
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= VaR,3+ VaR” ;50 — VgR,0 =0

Contraendo A con p:
VR g+ VR p—-VaR=0

VaR* Bp = VR pB =V,R*
dunque

. 1
V, R 5+ V4R gVﬁROévp<Rp525gR) =0

Ovvero il tensore

1

& covariantemente conservato. Se abbassiamo gli indici:

1
Gpg = Rpp — ingR

osserviamo che G5 € simmetrico perche lo sono R 3 e g,3: dunque esso sara covariantemente conservato in entrambi
gli indici. Questo tensore, simmetrico e covariantemente conservato, prende il nome di tensore di Einstein, ed avra un
ruolo fondamentale in relativita generale.

2.10.5 Conteggio delle componenti del Riemann

Conteremo adesso quante sono le componenti indipendenti del tensore di Riemann: guarderemo a Ry, .3 come ad

una matrice i cui indici sono le coppie (A, i) e («, 3). Essendo coppie di indici antisimmetrici, in d dimensioni esse
d(d—1)
2

potranno assumere valori possibili; inoltre il Riemann e simmetrico nello scambio delle due coppie, e una matrice

d(d=1)  d(d=1)

5 5— simmetrica ha soltanto

%d(d; 1) (d(d2— 1) +1) _ d(d8— D (2 gy

elementi indipendenti. Se utilizziamo anche la prima identita di Bianchi, questa lega tra loro in maniera algebrica i
due diversi set di indici del Riemann:
R)\/L,ozﬂ + R)\Q,B/L + RA,B,/LOL =0

Questo oggetto & completamente antisimmetrico in p, a, 3, infatti se lo volessimo antisimmetrizzare dovremmo som-
mare su tutte le permutazioni cicliche e su tutte le permutazioni anticicliche; banalmente, essendo il Riemann anti-
simmetrico in «, 3, possiamo riassorbire le permutazioni anticicliche con un segno - e trasformarle in cicliche. Infine,
se il Riemann e totalmente antisimmetrico in tre dei suoi indici, € automaticamente antisimmetrico anche nel quarto,
sempre grazie all’antisimmetria delle due coppie di indici: il numero di vincoli indipendenti forniti dalla prima identita
di Bianchi ¢ dato quindi da
d(d—1)(d—2)(d-3)
4!
dove abbiamo diviso per 4! perche I'ordine degli indici non & importante. In totale abbiamo

dd-1) , , dd—1)(d—2)(d—3) dd—1)(3d>—3d+6—d>+5d—6)
s (@-d+2)- 41 B 24 -
Cd(d—1)(2d> +2d)  d®(d®—1)

B 24 B 12
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Questo risultato ci informa che in una dimensione spaziale non e possibile generare un tensore di Riemann perche non
abbiamo una coppia di indici da antisimmetrizzare; in due dimensioni viceversa il Riemann ha una sola componente:

Rig12

In tre dimensioni esiste un modo molto semplice di contare le componenti del Riemann, dualizzandolo con il tensore
di Levi-Civita 3-dimensionale e®%#:
T = e’\o‘ﬁRa,g,pge“p”

Il tensore TH¥ cosi costruito & simmetrico grazie alla simmetria nello scambio delle coppie (af3), (po), per cui il numero

di componenti indipendenti del tensore di Riemann & pari al numero di componenti di un tensore simmetrico in 3
. .. 3(3+1 o 2
dimensioni: % = 6, che coincide con 31;8

6 componenti indipendenti: si pud mostrare infatti che T*¥ ~ G*¥, ovvero l'informazione contenuta nel Riemann e

= 6.In tre dimensioni anche il tensore di Einstein ¢ simmetrico e ha

nel tensore di Einstein ¢ identica. La prima dimensione in cui il tensore di Riemann contiene piu informazione del

. . . N . . . . .. . . . \ 2
tensore di Einstein ¢ d = 4, infatti il numero di componenti indipendenti del Riemann & 2 1*215 = 20 mentre un tensore

simmetrico in 4 dimensioni ne ha soltanto 10.

2.11 Esercizi

1. dimostrare che su una varieta la somma di due vettori in uno stesso punto p ¢ ancora un vettore.
Calcolare la componente ge4 della metrica su Sy indotta dall’embedding in R3.

Se F'= F,,dz" Ndx” e G = G dzt A dx”, determinare le componenti di F'A G.

L

Dimostrare la proprieta associativa del prodotto esterno:
(WA ANE=wA(MAE)
5. Calcolare i coefficienti di connessione del piano in coordinate polari e in coordinate cartesiane.

6. Definendo la matrice jacobiana

e la matrice

dimostrare che
(1) =J (0 )+ T 'T

7. Data l’equazione delle linee autoparallele:
4+ Tpydf” =0
e considerando la metrica della sfera:
ds®> = R? (d6” + sin® 0d¢?)
scrivere I'equazione delle linee autoparallele e dimostrare che sono cerchi massimi.
8. Considerare uno spazio piatto con la metrica di Minkowski in 241 dimensioni:
dT? — dp? — p*de?

con la seguente identificazione:
(t,0) ~ (t+ 27j,0 + 2m)

Verificare che lo spazio rimane senza curvatura, e che un parallelogramma lungo l’asse temporale non si chiude.
Osservazione: questa geometria puo nascere considerando il campo gravitazionale generato da un filo infinito.

93



9. Dimostrare la seconda identita di Bianchi senza usare i vettori di base.

10. Mostrare che se Vg3 = 0, anche V#go‘ﬁ = 0.
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Capitolo 3

Relativita generale

3.1 1l principio di equivalenza

Einstein tento di capire come funzionasse realmente 'interazione gravitazionale. La sua idea principale fu quella di
tornare al principio di equivalenza nella sua forma debole:

1l moto di un oggetto in un campo gravitazionale é indipendente dalla sua massa
In altre parole, il rapporto tra la massa inerziale che compare nella seconda equazione della dinamica F' = m;d e la
massa gravitazionale che compare a secondo membro nell’equazione del moto

mgM
F

ﬁ:
r2

¢ una costante universale che non dipende dalle caratteristiche interne del sistema:

My
= costante

m;

In tal caso possiamo ridefinire le unita di misura facendo in modo che questa costante sia 1, consistemente con una
moltitudine di esperimenti, tra cui quello pitt famoso e quello di E6tvos: 'apparato sperimentale originario consisteva
in due masse agli estremi di un’asta rigida, appesa dal suo centro tramite un sottile filo. L’esperimento era predisposto
in modo tale che se le masse inerziali e gravitazionali dei corpi alle estremita della sbarra fossero state diverse, le due
forze non si sarebbero cancellate esattamente e nel tempo 1’asta sarebbe ruotata: 1’esito fu negativo con una precisione
di 1 su 20 milioni (un po sospetta), successivamente migliorata a 1 su 100 miliardi.

Ovviamente dobbiamo guardare al moto di un oggetto in campo gravitazionale schermandolo dalle altre interazioni:
supponiamo ad esempio di essere in un campo gravitazionale costante, in tal caso tutti gli oggetti in qualsiasi punto
del nostro laboratorio verranno attratti verso terra con la stessa accelerazione.

Einstein osservo che lo stesso risultato puo essere ottenuto se il laboratorio risulta essere uniformemente accelerato
rispetto ad un sistema inerziale: anche in tal caso infatti qualsiasi oggetto cadra verso il pavimento del laboratorio
con accelerazione costante. Questa € una conseguenza del fatto che il rapporto :Z—‘Z ¢ 1, e se il nostro laboratorio si
trova in caduta libera in un campo gravitazionale, gli effetti di quest’ultimo sono annullati e oggetti che inizialmente
si muovevano di moto uniforme continueranno a farlo: in altre parole il nostro sistema & divenuto inerziale.

Siamo giunti quindi alla conclusione che in virtu dell’'uguaglianza tra massa inerziale e gravitazionale, dal punto di
vista delle leggi della meccanica un sistema di riferimento in accelerazione uniforme e indistinguibile da un sistema in
un campo gravitazionale uniforme. Qui sta il salto logico di Einstein, che generalizzo il principio di equivalenza debole
(WEP: Weak Equivalence Principle)introducendo il cosiddetto principio di equivalenza di Einstein (EEP):
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1. Vale il principio di equivalenza debole;
2. dato un campo gravitazionale, questo localmente ¢ indistinguibile da un sistema uniformemente accelerato;
3. le misure fisiche sono indipendenti dal tempo e dal luogo in cui sono effettuate.

Il punto saliente del principio ¢ che il campo gravitazionale non € pill necessariamente costante; esso vale per tutte le
leggi fisiche valide in sistemi inerziali, ma Einstein non si pronuncio sulle interazioni gravitazionali: esiste il cosiddetto
principio di equivalenza forte, che estende il principio di Einstein includendo anche le interazioni dovute alla gravita.

Ci rendiamo subito conto che se cade 'ipotesi di localita un sistema di riferimento che accelera uniformemente e
un sistema di riferimento in caduta libera in un campo gravitazionale non costante (come quello della terra) sono ben
distinguibili: ad esempio possiamo lasciar cadere due oggetti e osservare le traiettorie, ottenendo che in un sistema
accelerato gli oggetti si muoveranno lungo rette parallele, mentre in un campo gravitazionale tenderanno a convergere
verso la sorgente del campo, diminuendo in particolare la loro distanza.

sist. accelerato sist. gravitazionale

] ] . ’
\ \ y !

Figura 3.1: Traiettorie di due corpi accelerati o in caduta libera

In altre parole, anche se non possiamo osservare direttamente il campo gravitazionale, il principio di equivalenza
ammette che possano essere osservate le sue differenze, in termini tecnici le cosiddette forze di marea: impareremo
che esse corrispondono ad una curvatura dello spazio-tempo, in altre parole possiamo rendere conto di una eventuale
curvatura dello spazio tramite misure non locali.

Osserviamo in ogni caso che l'aggettivo “locale” va interpretato nel senso piu restrittivo del termine, cioe “locale”
non soltanto nello spazio bensi nello spazio-tempo: possiamo infatti accorgerci della non equivalenza tra due sistemi
anche facendo misure per lunghi periodi di tempo. Il principio di equivalenza di Einstein in definitiva vale esattamente
soltanto per campi costanti, oppure in presenza di una distribuzione infinita e uniforme di materia.

3.1.1 1l redshift gravitazionale

Consideriamo un sistema in moto accelerato con accelerazione @, solidale con un emitter e un receiver di onde elet-
tromagnetiche, a loro volta separati da una distanza z: ’emitter invia un raggio di luce, che in condizioni normali
impiegherebbe un tempo At = Z per raggiungere il receiver.

Una volta emesso il raggio, pero, sia I’emitter che il receiver accelerano e al tempo dt entrambi avranno maturato una
velocita v = aAt = aZ. Ci aspettiamo un analogo relativistico dell’effetto Doppler, e per determinare questo effetto
consideriamo il potenziale A* per un’onda elettromagnetica, per studiarne il cambio di frequenza nel passaggio da un
sistema di riferimento a riposo a uno in movimento. Innanzitutto un’onda elettromagnetica nel vuoto soddisfa alle
equazioni
0A4,=0
{ o*A, =0
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|:| receiver
z ‘ a

I:l emitter

Figura 3.2:

Poiché A* & un quadrivettore anche € (k) lo &, e necessariamente e?** dovra essere una funzione scalare, in particolare

anche k* ¢ un quadrivettore. Le due condizioni dunque implicano che A* = e“(k)eiE'm con k* =0 ed ek, = 0. Se

imponiamo che il moto avvenga lungo I'asse x':

k-x:?(xl—ct)
La parte temporale del vettore d’onda ¢ legata alla frequenza dell’onda, e in generale si ha
k~wv(l,7)
Sotto un boost di Lorentz in direzione 3 ci aspettiamo che la componente temporale cambi come
k'O zw(ko—ﬁ-ﬁ>
Se il raggio viene emesso nella direzione x! si ha pili semplicemente
kO =~ (K° - Bk)
ma poiche A, soddisfa ’equazione d’onda, abbiamo anche
ke, (k)e™ ™ =0

il che implica k% = 0, cio¢ k% = (k)% o ancora kg = k1, per cui la componente temporale diventa

0 _ 0_ 510y _ 2001 _ay— [L=B0
k0=~ (K —BE°) =7k" (1-8) = 1+ﬂk

11 legame tra k° e la lunghezza d’onda &

2mc _ 2mc 1—5¢,l_£ 1-6
Nooooax V148 TN A\ 148

Se § < 1 tale relazione si puo approssimare come

da cui si ottiene

1 1 AN
In questo fenomeno dunque otteniamo una variazione di lunghezza d’onda pari a % = 2%. Per il principio di equiva-

lenza il sistema deve essere indistinguibile dal caso in cui ci troviamo sulla terra, sottoposti ad un campo gravitazionale
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costante pari a ¢, e facciamo cadere un emettitore da una torre verso un receiver posto al suolo sulla verticale: dobbia-
mo ottenere esattamente %’\ = 27, Ma il numeratore del membro di destra non ¢ altro che la differenza di potenziale

tra la cima della torre e il suolo:

z2

I:l emitter

LI

z1 |:| I:I reacapear

Figura 3.3: Stesso esperimento in campo gravitazionale

AN ¢(z2) — ¢(21)
A 2
Il principio di equivalenza quindi prevede un redshift sia nel caso di un sistema uniformemente accelerato che di un
sistema sottoposto ad un campo gravitazionale costante. Einstein non aveva a disposizione ’apparato sperimentale
adatto per verificare questa predizione, furono in seguito Pound e Rebka a darne un riscontro sperimentale, tuttavia
Einstein si convinse di aver ragione utilizzando la meccanica quantistica: un principio sacro in fisica, cui non vorremmo
mai rinunciare, € il principio di conservazione dell’energia; in base ad esso, e all’equivalenza tra massa ed energia,
possiamo prevedere il redshift anche senza invocare il principio di equivalenza. Consideriamo infatti un fotone con
energia hv che viene emesso dalla cima della torre verso il suolo: a questa energia ¢ possibile associare una massa
equivalente meq = % Quando arriva al suolo, il fotone dovra avere la stessa energia di quando e stato emesso, dunque

avremo A h
E=T+V=hvtogzm=h'+"2gu=T+V =FE
C C

dunque ancora una volta
vV—v gz

v c?

In definitiva, se vale il principio di conservazione dell’energia si deve avere redshift gravitazionale, concordemente con
(e indipendentemente da) quanto previsto dal principio di equivalenza. Questo & un primo suggerimento del fatto
che una descrizione appropriata degli effetti gravitazionali debba abbandonare 'idea di poter descrivere lo spazio-
tempo come una varieta lorentziana piatta, perche in tale ambiente il redshift gravitazionale & inesorabilmente inibito:
consideriamo di nuovo l’esempio della torre di altezza h, e I’emissione di un’onda elettromagnetica di lunghezza d’onda
A dal suolo verso la cima. L’osservatore al suolo misura l'intervallo di tempo che intercorre tra le partenze di un fronte
d’onda e di quello immediatamente successivo, espresso in termini del tempo proprio da

t(o) t(O)
¥ dxt dxv f
Aty = o dt\/g;w(x,y,z = O,t)ﬁﬁ = /t dt\/goo(z, y, 2 = 0,t)c

©

L’osservatore in cima alla torre che riceve 'onda fara la stessa misurazione, trovando un tempo proprio

() ()

! dz# dzv §
A == v = —_— = —
Th A(h) dt\/gﬂ ($7y7z h7t) dt dt /t{}L) dt\/goo(x’y’z h’t)c
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Poiche I'intervallo di tempo proprio in questo caso coincide con il periodo dell’onda emessa o ricevuta, ci aspettiamo
che i due osservatori trovino due due risultati diversi a causa del redshift. Ma se la metrica g, (z, z,y,t) € quella di
Minkowski, in particolare ¢ indipendente dal tempo e dalla posizione, non abbiamo motivo di sospettare che il secondo
fronte d’onda segua una traiettoria diversa da quella del primo per raggiungere ’osservatore in cima alla torre, per
cui gli intervalli di tempo t;h) — tgh) e t;o) — tl(o) coincideranno. L’unica altra possibilita per i due integrali di essere
diversi e che g, (x,y, 2z = h,t) # g (x,y, 2z = 0,t), ma poiche la metrica di Minkowski & costante i due risultati sono

esattamente gli stessi, ovvero uno spazio-tempo piatto non puo prevedere il redshift gravitazionale.

AT

/
ﬂT/

Figura 3.4: Emissione di due fronti d’onda consecutivi in spazio-tempo piatto

Per reinterpretare il redshift gravitazionale dobbiamo quindi supporre che la metrica del nostro spazio-tempo sia
funzione del punto:
ds? = g, (v)dz"dz”

o equivalentemente, dobbiamo passare ad una descrizione dello spazio-tempo in termini di varieta curve.

3.1.2 Formulazione geometrica del principio di equivalenza: le coordinate normali

In base a quanto osservato per il redshift gravitazionale, curvatura dello spazio e campo gravitazionale sembrano essere
due effetti strettamente legati. Il principio di equivalenza afferma che localmente un sistema uniformemente accelerato
e un sistema sottoposto ad un campo gravitazionale sono indistinguibili, in altre parole le leggi della fisica si riducono
a quelle della relativita speciale e non & possibile rivelare la presenza di un campo gravitazionale. Dal punto di vista
della geometria questo significa che localmente possiamo sempre scegliere un sistema di coordinate equivalente a quello
Minkowskiano: consideriamo infatti un punto O dello spazio-tempo, e sia P un altro punto, sufficientemente vicino
ad O in modo che esista un’unica geodetica ~y(t) che congiunge P con O, e soddisfa

Definiremo le coordinate £#(1) del punto P come

B dxt

£(P) = = (0)

ovvero come le coordinate del vettore tangente alla geodetica, in una qualche carta. Queste coordinate prendono il
nome di coordinate normali, o coordinate di Riemann, o ancora, se la varieta € un gruppo, mappa esponenziale: infatti,
se O ¢ l'identita del gruppo, un elemento g connesso all’origine & sempre rappresentabile in forma esponenziale come

g = &' Ta
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dove T, sono i generatori del gruppo, e le £€% sono le coordinate normali dell’elemento g.
Consideriamo adesso un punto @ che sta sulla geodetica da O a P, e viene raggiunto dalla geodetica ~y(t) per
0<tyg<1:

0 Q P

Figura 3.5: Sistema di coordinate normali

Osserviamo che ’equazione delle geodetiche & invariante sotto riparametrizzazioni affini, ovvero se z*(7) € una soluzione
dell’equazione

=0

d%xH(T) L dz®(7) dzP (1)
dr? B dr dr
anche z#(at 4+ b) lo ¢, infatti

d%xH (at + b)
dt?

L dz®(at + b) dzP(at +b) o2 (d%“(s) o dz®(s) dx5(8)> B
aB = =

dt dt ds? B d(s) ds

dove s = at +b. Questa liberta residua di riparametrizzazione coincide con la possibilita di scegliere l'origine e la scala
del tempo, ed & non banale dato che nello scrivere I’equazione delle geodetiche in questa forma abbiamo implicitamente
scelto il tempo proprio in modo che /g, 2 %" sia costante.

In definitiva possiamo considerare la curva 7y(to - t), garantito che sara ancora una geodetica; questa nuova curva
passa per O at =0, e per @ per t = 1, dunque se ne prendiamo nuovamente la derivata in O:

Q) = G 0) = uer)

Il punto @, sulla stessa geodetica di P, ha coordinate tp£*(P): analogamente qualunque altro punto sulla geodetica
caratterizzato da un valore A del parametro avra coordinate della forma £*(\) = A{#(P). In queste nuove coordinate
I’equazione della stessa geodetica e data da

N =XMP) 0<A<1

Ma se £#()\) & una geodetica soddisfera 1'equazione delle geodetiche nelle nuove coordinate:

da2er o de deP
oz Tlasyan =Y

Poiche £()\) e lineare nel parametro avremo ddZTg: = 0, dunque
Th(EN)EX(P)EP(P) = 0

Moltiplicando per A?:
LopE* (g7 () =0

Questa relazione deve valere per ogni geodetica che esce da O, dunque questa condizione ha le seguenti implicazioni:
se deriviamo una volta

(oaT%,) €767 4 Thye” + T =0
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Derivando una seconda volta:
(B,0aTh 5 ) €267 + (0aTh, ) €7 + (0aT4,) € + (9,155 ) €7 + T%, + (9,T%4,) €+ Thy =0

Se O & un punto dello spazio-tempo in cui la geometria e regolare ci aspettiamo che i simboli di Christoffel siano
regolari per A — 0, percio rimaniamo con

I3,(0) + 17, (0) = T5,,(0)

ovvero tutti i simboli di Christoffel, calcolati in O, si annullano; questo continua a valere anche abbassando I'indice
alto con la metrica:
Fa,/\p(o) =0

Se consideriamo la somma

1 1
FOtJ\P(O) + FA,OLP(O) = 5 (a)\gap(o) + apga)\(o) - aagpA(O)) + = (8agkp(0) + apg —al— a)\gap(o)) = apga)\ =0

2

Dall’annullarsi dei I' in O ricaviamo anche I’annullarsi delle derivate prime della metrica: questo implica che espandendo
la metrica intorno ad O i termini lineari sono assenti

gw(g) = gW(O) + %Aaﬁfafﬁ

Osserviamo che a meno di ruotare le coordinate normali con una trasformazione lineare (in modo che le geodetiche
rimangano rette) possiamo prendere la parte costante g,,(0) uguale ad 7,,. Per studiare la forma del termine
quadratico deriviamo una terza volta ’equazione delle geodetiche, e consideriamo solo i termini che daranno contributo
per £ =0:

g

= O\I%,(0) + 9,T%, (0) + 8,T%,(0) = 0

ATl + OnTh, + 9,18, + 9578, + 9Tl + 9gvhy =0

Dunque la somma ciclica delle derivate prime dei I' (e non semplicemente la derivata) si annulla in O: se la derivata
prima fosse stata nulla avremmo dovuto concludere che il Riemann stesso era nullo in O, e data la sua natura tensoriale
sarebbe stato nullo in qualsiasi altro sistema di coordinate. Infatti, se scriviamo il Riemann nel punto O:

R 5 p0(0) = 8,15, (0) = 951, (0)
perche i I si annullano in O. Se aggiungiamo a questa espressione lo scambiato in A — o
9pT%,(0) = 0,T%,(0) + 9Ty, — AT}, (0)
Adesso, aggiungiamo e sottraiamo il termine necessario a ricostruire la somma ciclica delle derivate dei 7, ovvero
(S R
9pI'5(0) = 0515, (0) + 8,5, (0) — OxI'}, (0) — 8,16, (0) + 8,155(0)
La somma ciclica si annulla per il risultato precedente, rimaniamo quindi con

R X 00 (0) + B 5.50(0) = 39,5, (0)

Questo risultato ci informa che in O le derivate prime dei I' sono espresse da una somma di componenti del Riemann:
se il Riemann ¢ diverso da zero nell’origine le derivate seconde della metrica non possono essere identicamente nulle.
Per dedurre la forma delle derivate seconde della metrica, esplicitiamo le derivate prime del I':

1
0o (0) = 3 (B 3,50 (0) + B 5,,1(0))
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Poiche la derivata prima della metrica in O & nulla, questa si comporta come una costante rispetto alla derivata e
possiamo abbassare senza conseguenze l'indice u:

1
apFuJ\a (O) =3 (RW\,/JU (0) + R;w,pA (0))

3
Allora se sommiamo lo scambiato in g — A
1 1
8ﬂrm>\o(0) + 3PF>\,M(0) = 3 (RM,M(O) + Rw,pA(O) + R)\H:PU (0) + Rko,pu(o)) = _g (RAmup(O) + Rw,Ap(O))
1
= 0p0o9ru(0) = 3 (Bro,up(0) + Ruoxp(0))

= Gu(E) = T = GEE (R (0) + Ruppo(0)) + O(E)

3.2 Campo gravitazionale e curvatura

Nel sistema di coordinate cosi costruito l'affermazione che la geometria puo essere fatta sparire ha un ben preciso
significato: in ogni punto dello spazio-tempo possiamo sempre scegliere un sistema di coordinate tale che la metrica
sia quella minkowskiana a meno di correzioni dell’ordine di £2, e siamo insensibili alle derivate prima della metrica,
che risultano essere quindi soltanto un artefatto delle coordinate, senza alcuna informazione fisica. In pil, abbiamo
dimostrato che in queste coordinate 1’equazione delle geodetiche passanti per I'origina si riduce all’equazione di una
retta: ragionando in modo inverso, ’equazione di una retta nello spazio euclideo

iH =0
& generalizzata in maniera naturale dall’equazione delle geodetiche
B4+ Th i’ =0

Nello spazio piatto il moto libero segue una traiettoria rettilinea, dunque possiamo pensare che in uno spazio curvo
la traiettoria seguita da un oggetto in caduta libera sia una geodetica: in questo senso possiamo pensare di poter
riassorbire gli effetti di deviazione dalla traiettoria rettilinea dovuti alla presenza di un campo gravitazionale, nei
coefficienti della connessione I'.

Per verificare la consistenza di questa assunzione dovremo considerare il limite classico dell’equazione delle geode-
tiche, e confrontarlo con I’equazione di Newton

F=-Vo¢

Nel limite classico le velocita & sono piccole rispetto alla velocita della luce, e ci aspettiamo che le varie grandezze
non dipendano dal tempo. Inoltre, per consistenza dobbiamo scegliere il tempo ¢ come parametro per la traiettoria:

i 0 c
x = s ~ —
T 0
L’equazione delle geodetiche si scrive allora come:
<0 _ _ 10 2 0 i 0 ;g
i = —Thoc” = Dyate = 1ya"e

Gli ultimi due termini sono di ordine v e v? pertanto possono essere trascurati, rimaniamo quindi con

-0 _ 0 2
T = —Tgyc
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1l simbolo di Christoffel I'), ha questa forma:

1
o = —590’\ (Gogxo + Fogor — Orgoo)

Nel limite statico, tutte le derivate rispetto al tempo sono nulle:
= Fgo = gouaugoo

Ci aspettiamo che nel limite classico la metrica si riduca sostanzialmente alla metrica minkowskiana con piccole
correzioni, pertanto a meno di termini di ordine superiore il prodotto g°*d,,goo puo essere tranquillamente confuso con
78,900, dato che il termine 9,goo & gia del prim’ordine:

n°* 8,900 = Aogoo = 0

da cui
2 =0

Questo primo risultato in realtd & un controllo di consistenza della nostra tacita identificazione 2° = ct: in questo
limite infatti le equazioni geodetiche danno come risultato % = 0 ovvero z° = at 4+ b, dunque pur di ridefinire scala e

0

origine dei tempi ¢ lecito identificare " con ct. Nel caso delle coordinate spaziali:

; 1, 1., c?
it = —Thyc® = —591” (D0guo + Aogoy — Ougoo) & = —551” (—0ug00) = —531‘900

dove ancora una volta abbiamo sfruttato il fatto che le deviazioni rispetto alla metrica di Minkowski sono piccole,

dunque ¢"**9;go0 ~ N**0;goo. Confrontando con I’equazione

f=-Vo=i=-0;¢

i due risultati coincidono pur di identificare goo con 1 + i—‘f

Questo risultato mostra che nel limite classico la curvatura dello spazio e legata alla presenza di un campo gravita-
zionale. In particolare il tempo proprio di un osservatore non ¢ pill invariante sotto traslazioni: se immaginiamo due
osservatori fermi in due punti spaziali diversi, essi avranno valori di ggo diversi, e misureranno tempi propri diversi
relativamente ad intervalli analoghi (redshift gravitazionale).

R

goo g0

Figura 3.6: ggo variabile nello spazio

Ad esempio, nel caso di campo gravitazionale costante, avremo

2gh
goo(w1) =1+ iQI
2gh
goo(w2) =1+ i22

dove hi e ho € D’altezza dal suolo.
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3.2.1 L’equazione di deviazione geodetica

Il principio di equivalenza ci assicura che localmente non e possibile rivelare la presenza di un campo gravitazionale,
ma che i suoi effetti possono essere misurati mediante misure non locali effettuate in diversi sistemi di riferimento,
consideriamo quindi un set di osservatori distribuiti lungo una curva ~(s), tutti in caduta libera lungo la propria
geodetica xH (s, t).

Figura 3.7: Moto di un set di osservatori

Se uniamo tutti i punti sulle varie traiettorie per lo stesso valore del parametro ¢ otteniamo un’istantanea della distanza
relativa tra gli osservatori osservatore. In particolare possiamo calcolare la derivata di z#(s,t) dispetto ad s, ovvero
la distanza relativa tra due osservatori in funzione di t:
G _ Ozt (s,t)

Js |,

Azt (s,t)
ot

Viceversa, TH = rappresenta la velocita di un singolo osservatore lungo la propria geodetica. Definiamo la

velocita di variazione della distanza relativa tra due osservatori:
v=VpS=T'V,S

L’accelerazione sara definita analogamente dalla derivata seconda:
a=Vrv=VpVrS

0 in componenti
a' = (T°V,(T°V,9))"

Se pensiamo a z#(tg, s) e z*(t, s9) come a delle curve coordinate, S e T non sono altro che i rispettivi vettori tangenti,
dunque commuteranno tra loro:

00,
ot’ Os

Poiche questa & una proprieta tra vettori & valida in qualunque sistema di riferimento, per cui avremo [T, S] = 0, ciog

[0, 0] =0 — | =0
T%9,S" — S*9,T" = 0

Poiche la torsione ¢ nulla:
VS —=VsT —[T,5]=0= V7S =VsT

e possiamo scrivere
a=VrV7rS=V1rVsT =VsVrT + [VT, Vs]T
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T e il vettore tangente ad una geodetica per cui VT = 0, mentre inoltre il commutatore delle derivate covarianti e
proprio il tensore di Riemann:
a= R(T,S)T

In componenti
a' = RV 5 po TP ST

Dunque I'accelerazione relativa tra due curve geodetiche infinitesimamente vicine & pilotata dalla curvatura della
geometria e non dalla metrica, che non & mai entrata esplicitamente nei calcoli. L’equazione appena scritta prende il
nome di equazione della deviazione geodetica, e le forze derivanti dall’accelerazione geodetica non sono altro che le forze
di marea. Fisicamente il tensore di Riemann descrive la forza relativa tra due osservatori nel campo gravitazionale,
dunque il concetto di forza assoluta perde di significato: ad esempio, per rivelare le onde gravitazionali non & sufficiente
un solo bersaglio, a differenza di quanto accade in elettromagnetismo in cui per rivelare un’onda elettromagnetica &
sufficiente un solo elettrone. E possibile mostrare che se abbiamo un sistema gravitazionale la curvatura contribuird
sempre con effetti attrattivi tra le geodetiche: intuitivamente, dal punto di vista fisico questo € ovvio se pensiamo alle
linee di flusso del campo gravitazionale generato da una massa puntiforme, che convergono tutte verso il centro di
gravita.

3.3 Le equazioni di campo di Einstein

Consideriamo le “equazioni di campo” per il campo gravitazionale classico:

AN = 4rGp
mee - v,

La prima equazione somiglia molto alla prima equazione di Maxwell, e in virtu di questa somiglianza potremmo pensare
di generalizzare immediatamente ad un formalismo covariante scrivendo

O¢ = 4nGp

ma gia qui ci rendiamo conto che se ¢ deve essere un potenziale scalare, le sue proprieta di trasformazione sotto
Lorentz saranno in generale diverse da quelle di p, che trasforma come la componente temporale di un quadrivettore.
In ogni caso, una lagrangiana che genera queste equazioni per il potenziale ¢ puo essere scritta come

1

£="%a

0ot — mc/dT Nast®il f(¢)
dove il secondo termine tiene conto di una eventuale accoppiamento di ¢ con una particella di massa m. La teo-
ria descritta da questa lagrangiana pero non rispecchia i dati sperimentali: nel limite di particella massless infatti
Iinterazione sparisce, cioe un raggio di luce che passa vicino a un pianeta non viene deviato, contrariamente a quan-
to accade in natura. Inoltre, le onde gravitazionali previste dalla teoria trasporterebbero una energia negativa, e
corrisponderebbero alla propagazione di particelle di spin 0.

Se vogliamo continuare a percorrere la strada della somiglianza con D’elettrostatica, possiamo pensare che ¢ cor-
risponda ad un certo potenziale scalare A°, componente temporale di un quadripotenziale gravitazionale A", con
componenti spaziali V¢: la lagrangiana per questa teoria e

1

L= —%GWG“” — mc/dm/nu,,j:mui‘” — m/Audx“

ma anch’essa per m — 0 ha dei problemi per quanto riguarda la deviazione dei raggi di luce e il segno dell’energia
trasportata dalle onde gravitazionali (corrispondenti stavolta alla propagazione di particelle di spin 1). Inoltre, sia la
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teoria scalare che quella vettoriale non prevedono il redshift gravitazionale, in quanto sono teorie formulate nell’ambito
della relativita speciale.

L’ultima teoria proposta prima della relativita generale, tra tutte quella piu vicina a descrivere correttamente
I'interazione gravitazionale, descriveva il campo gravitazionale in termini di un tensore simmetrico a due indici, Ay, .
Questa teoria, detta teoria linearizzata di Einstein, ha tutte le previsioni giuste ma le sue equazioni del moto sono
inconsistenti, nel senso che non hanno soluzione quando andiamo ad accoppiare la materia e la gravita; in ogni caso
questa teoria puo essere resa consistente aggiungendo dei termini opportuni, in modo da giungere alla teoria della
relativita generale.

Abbiamo concluso che gli effetti del campo gravitazionale sono racchiusi nella forma di g, (z), la metrica dello
spazio-tempo: se vogliamo derivare la relativita generale abbiamo quindi bisogno di equazioni di campo per la metrica,
che assume il ruolo di unico campo fondamentale (esistono teorie in cui anche la connessione I' viene trattata come
un campo). Qualunque forma esse abbiano, le equazioni di campo nel limite non relativistico si devono ridurre a

A7
Ap=—p
C

ovvero all’equazione di Poisson per il campo ¢. In tale limite la sorgente del campo gravitazionale & la massa, che pero
non ¢ un oggetto covariante a causa della sua equivalenza con ’energia, che trasforma come la componente temporale di
un quadrivettore (il quadrimpulso). In teoria dei campi tutta l'informazione su massa, energia ed impulso & racchiusa
all’interno del tensore energia-impulso, dunque per coerenza con la relativita speciale questo sostituira la massa nel
ruolo di sorgente del campo gravitazionale.

Le equazioni di campo avranno quindi la forma:

P = kETH
dove P*¥ ¢ un tensore incognito da determinarein base ad una serie di ipotesi:

1. nel limite non relativistico I’equazione di campo dovra ridursi all’equazione di Poisson, dunque il primo membro
dovra dipendere almeno dalle derivate seconde spaziali; per covarianza, dipendera in generale anche dalle derivate
seconde temporali (A — 0O).

2. Derivate di ordine piu alto sono escluse per evitare problemi con la causalita: ad esempio nel caso dell’equazione
di radiazione classica se teniamo conto dei termini di autointerazione del campo elettrico con se stesso otteniamo
I’equazione di Abraham-Lorentz.

3. Poiche la procedura di Belifante ci permette sempre di costruire un tensore energia-impulso simmetrico, richie-
deremo che anche P*¥ lo sia.

4. In relativita speciale, T*” & conservato, ovvero soddisfa a 0,T*” = 0; in relativitd generale questa proprieta

viene promossa a
0,T" =0—-V,T" =0

dunque poiche il tensore energia-impulso e covariantemente conservato, anche il primo membro dovra esserlo.
5. Ipotesi tecnica: assumeremo che la dipendenza di P*” dalle derivate seconde sia al piu lineare.

Si pud mostrare che in quattro dimensioni queste ipotesi sono sovrabbondanti, in particolare possiamo eliminare la 3)
e la 5): in tal caso infatti ¢ sufficiente postulare la conservazione covariante del primo membro e la sua dipendenza al
piu dalle derivate seconde.

Sotto le nostre ipotesi possiamo quindi scrivere

P,ul/ (8297 8979) = kTuu
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Dato che in ogni punto zy possiamo sempre definire un sistema di coordinate normali, le derivate prime della metrica
si annullano e la metrica all’ordine zero risulta essere quella minkowskiana, ovvero il tensore P,, dipendera solo da
Nuv € linearmente dalle sue derivate seconde:

— aBpo
le = (A )MV 8aaggpg
Ma in coordinate normali le derivate seconde si possono scrivere esplicitamente in termini del tensore di Riemann:

P = (Aaﬁpa),w Rap,po

0 equivalentemente

P, — (A%P77)  Ragpo =0

Qv
La precedente espressione coinvolge quantita tensoriali, dunque il suo annullarsi in un sistema di riferimento implica
I’annullarsi in qualsiasi altro sistema: in altre parole il tensore P non e nient’altro che una combinazione lineare di
tensori di Riemann. Le uniche combinazioni lineari del tensore di Riemann che mantengono carattere tensoriale sono

1. aR,.;

2. by R;

In linea di principio potremmo pensare che P, contenga anche un termini C,, che non dipende esplicitamente dalle
derivate della metrica, ma questo non puo che essere proporzionale alla metrica stessa, dunque

P,, =aR,, +bgu R+ Lambdag,, = R, + bgu R+ Ag..
Se imponiamo che P, sia covariantemente conservato:
VMR#V + vaR + v”gﬂy = 0

L’ultimo termine e identicamente nullo, dunque il problema si riduce a trovare una combinazione covariantemente
conservata di R, e g, R: per la seconda identita di Bianchi

1
V#Ry = 5V R

da cui otteniamo . )
—+b|V,R=0=b=——
(emnomses

1
= Rw = R/w - ig/wR + Ag/w

dove riconosciamo in R, — 1g,, R il tensore di Einstein G,,,. L’equazione di campo cosi ottenuta prende il nome di
H 294 w
equazione di campo di Finstein, e si riscrive come

Gu +Agu =K1y,

Il termine proporzionale a A viene detto termine di costante cosmologica, e lo assumeremo uguale a zero anche se
ci sono parziali evidenze della sua necessita. Storicamente, la costante cosmologica fu introdotta da Einstein perche
voleva ottenere un universo statico, ovvero in una situazione di equilibrio; in realta si pud mostrare che anche con
I'introduzione di questo termine l’equilibrio ¢ instabile, e basta una minima perturbazione per farlo espandere o
contrarre. Oggi il termine di costante cosmologica € associato all’energia del vuoto ed ¢ introdotto dalle teorie che
cercano di spiegare ’espansione dell’universo; le osservazioni hanno in effetti rivelato una costante A positiva, ma
enormemente pill piccola del valore predetto dalle teorie.
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3.3.1 L’azione di Hilbert

Le equazioni di Einstein sono del secondo ordine nelle derivate e coinvolgono grandezze tensoriali, dunque una eventuale
lagrangiana che dia luogo alle corrette equazioni dovra contenere almeno le derivate prime della metrica ed essere
scalare sotto diffeomorfismi: infatti le equazioni di Eulero-Lagrange in linea di principio si ottengono variando l’azione
rispetto a g, e alle sue derivate prime, ma poiche in coordinate normali la metrica all’ordine zero ¢ minkowskiana le
sue derivate prime si annullano questa procedura non da risultati utili.

In realta siamo stati troppo stringenti riguardo alle equazioni del moto: affinche esse abbiano forma tensoriale non
¢ necessario che l'azione sia invariante sotto diffeomorfismi, ma ¢ sufficiente che la sua variazione sia nulla a meno di
una divergenza totale:

68 = / d*z/=g (VaJ?)

Hilbert inoltre suggeri che la lagrangiana potesse contenere anche derivate seconde a patto che alla fine queste non
contribuissero alle equazioni del moto, ovvero che si potessero riorganizzare anche in questo caso in una divergenza
totale. Egli propose la seguente azione, detta azione di Hilbert

S = /d4x\/—gR

dove R ¢ lo scalare di curvatura, I'unico scalare che conosciamo che dipenda dalle derivate seconde della metrica. Per
vedere se questa azione genera le giuste equazioni del moto, prendiamone la variazione:

0S = /d4x5 (\/fgg“”RW)

Per comodita di calcolo sceglieremo come campo fondamentale g”, I'inverso della metrica. La variazione a questo
punto contiene tre termini:

08 = /d4x5 ) 9" Ry + /d4x\/—g(5 (g"") R + /d4x\/—gg’“’5 (Ruw)
Il secondo termine non necessita di ulteriori manipolazioni, dunque calcoliamo la variazione di \/—g:

5(v=g) = 2\/51

Per calcolare dg usiamo un trucco:
0g =9 (detg) =0 (eTT logg) = ¢Trloegy (g_lég) = det gg"" g,

Se ricordiamo che § (¢""g,,) = 0, abbiamo
glw(sg,uu = 79#1/(;9#’/
dunque
69 = — 99, 09"
vV—9
= 6\/ -9 = _27/79[,“/6 'LW = _Tg,“/&gul/
Se sostituiamo il risultato nella variazione dell’azione

1
55 = [ ey (RW - 2gWR) g+ [ /=55 (o)

Osserviamo che il primo termine riproduce gia il primo membro dell’equazione di Einstein, dunque dobbiamo sperare
che il secondo termine non dia contributo:

SRuw(T) = 0R* yay =0 (0,10, — 0T )y + T2, —T7,I2,) =
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= 0,000\ — 0,010\ + (6T75) T2, + T, (6T2,) = (6T7\) T3, =T, (6T2,)
Osserviamo che in questa variazione compare la variazione 0I: il simbolo di Christoffel non ¢ un tensore, ma poiche

la sua variazione ¢ definita da
Sr=1r"-_T

il termine inomogeneo si elide e complessivamente JI' trasforma come un tensore. Poiche R,, ¢ un tensore, la sua
variazione resta un tensore, dunque tutti i termini

9,00y — 0,000, + (6T7,5) T2, + Thy (012,) — (0T7,) T2, — T7y (612,)

Se consideriamo
A A A A A
VoI, = 0xol'y,, + I‘f’\“(H‘pV + I‘ﬁyéf‘“p —I'3,01%,
A A A A A A A

VV(SF/J‘)‘ = ay(s].—‘p‘)\ + Flp,#(ﬂ—‘p)\ + Fﬁ)\(ﬂ—‘#p - FVP(SFZ)\ = 8,,(5FH)\ + F£M5FP)‘

vediamo che i vari termini di 6 R, si riorganizzano in modo da formare un oggetto complessivamente tensoriale:
SRy = VAL, — V, 010
Il termine aggiuntivo nella variazione allora si scrive come
/d4x\/fgg‘“’ (V)\(;Ffzu — VV(?Ff‘M) = /d4x\/fgv)\ (g””(ﬂ“ﬁy — g“”dj‘éfﬁk) =

B

= / d*z/—gV ot
ovvero corrisponde all’integrale sulla forma volume della quadridivergenza covariante di un vettore. Possiamo dimo-

strare la seguente identita:
1

NET
1
V" = 0" + Tl d? = 00" + 50" (Oufop + O — Dafup) J*

V= 0, (Va)

Il primo e il terzo termine tra parentesi costituiscono un termine complessivamente antisimmetrico nello scambio p— «,
che saturato con ¢g"“ non da contributo, dunque

1 1
Vod¥ = 00" 4 59" (Dp90)” = 0" + E%g““(a,,gw)ﬂ

. 1 .
Raccogliendo Wer abbiamo

1 1
V,JH = — —g0, J* + ———gg"* (0 aJp)
u H(v 90 7= (DpGpa)
1

ma Qﬁggua(apg#a - ap\/jg) dunque

1

V,Jt =
TV

9y (V=97")
Inserendo questo risultato nell’integrale
/d4x\/jgv,\v)‘ = /d4x6A (\/Tgv)‘)
Per il teorema di Stokes 1'ultimo integrale si puo riscrivere come integrale di superficie del flusso del vettore \/—guv™:
/ dYXN/—gnyv?
b

dove n* ¢ il vettore normale alla ipersuperficie 3 che racchiude la varieta. La tentazione di concludere con “se i campi
soddisfano opportune condizioni al contorno l'integrale da contributo” e forte, ma sfortunatamente non e questo il
caso.
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3.3.2 Termini di bordo e curvatura estrinseca
Consideriamo di nuovo il termine

9" OR, = g™ (VAOT,, — VTy,) =

nv

Espandendo i Christoffel si ha

1
= §gHVv>\ (6(g>\p)rp,;w + g)\p (auégpu + auagpu - apfsg/u/) - Ve <g)\p (aoc(sgp)\ + 6)\gpoc - apéga)\) + §gApr,aA)) =

Anche in questo caso i vari termini dovranno riorganizzarsi in oggetti tensoriali, in particolare si scopre che tutte le
derivate della metrica e della sua variazione diventano derivate covarianti:

= V29" (Vyugpw — Vo)
Ancora una volta possiamo identificare questo risultato con la quadridivergenza covariante di una forma v,:
Vo =" (Vbgpr — Vp0gpu)

dunque l'integrale di volume puo essere ridotto ad un integrale di superficie:

/d‘*xv%,, = /d4z8p(\/—gvl,) = / dX/—gn” (6" (Vugpw — V,09,1))
bX
Introduciamo il proiettore in direzione parallela al bordo della varieta:
hHY = g & nkn”

dove il segno + dipende dal fatto che il vettore normale n# sia time-like o space-like. Osserviamo che nell’integrale
possiamo sostituire h* a g"”, infatti:

/dE\/—gnpn“n” (Vugpr — Vp0g,) =0
poiche espressione tra parentesi & antisimmetrica nello scambio p — p. L’integrale iniziale si riscrive infine

/dE\/—gnph‘“’ (Vugor — Vpo9u)

Il principio variazionale impone che le variazioni dg,, siano nulle sul bordo: in particolare, la derivata covariante di
09, sara necessariamente nulla muovendosi sul bordo della varieta. Le espressioni

V‘H‘ = h'"V,

VL:anp

non sono altro che le derivate covarianti in direzione parallela e perpendicolare al bordo, dunque 'integrale si riscrive

[ a=v=3 (n¥y89, - v.d0..)

Avremo V| dg,, = 0 ma in generale V dg,,, sara diverso da zero perche su di esso il principio variazionale non pone
vincoli: soltanto opportune condizioni al contorno per la variazione dg,, potrebbero portare 'integrale ad annullarsi,
ma si pud mostrare che queste porterebbero a comportamenti non fisici; in definitiva ’azione di Hilbert & inconsistente
con le equazioni di Einstein. Questo problema fu scoperto e risolto 50 anni dopo da alcuni fisici, che risolsero il
problema aggiungendo all’azione un termine di bordo

Sp= [ d*azv/—gR+2 dXhg Vyn®
M oM

che prende il nome di curvatura estrinseca.

110



3.3.3 1l limite classico

Le corrette equazioni di Einstein derivano quindi dall’azione
1
S = f/ d*zy/—gR+2 | dShe" (Ven®)
kJm oM

Per adesso trascureremo il termine di curvatura estrinseca, e determineremo la costante k che compare nell’equazione
di Einstein:
G;LD — kT;l,V

Consideriamo una distribuzione di materia p, che si muova con una certa quadrivelocita w*: 1'unico tensore energia
impulso che possiamo costruire e
™ = putu”

¥ - ceu’ < ¢, dunque tra le componenti di T quella che domina & 7% = pc?. Per

alzare ed abbassare gli indici, ad esempio per scrivere I’elemento T°(, dovremmo in linea di principio utilizzare la

Nel limite non relativistico u

metrica g, :
0 0
"¢ = gOuT "
Ma per piccole velocita, le correzioni alla metrica piatta sono di ordine %2 o superiore, dunque possiamo confondere

gou €O 7)g,, € ottenere T0 4 ~ ch. L’equazione di Einstein si scrive allora
w 1 SHR = kT
R*, — 3 PR=FKTH",
Per isolare il tensore di Riemann prendiamo la traccia di questa espressione:
4
R—§R:kT:>R:—kT

Allora 1

Rt , =kTH, — 5657“
Abbiamo gia discusso che la componente dominante del tensore energia-impulso & T°(, dunque la componente
importante di questa equazione sara la 9 o:

Ro=k (TOO - ;T>

Anche la traccia sard dominata dalla componente © 3, dunque

k
2

ko

RO(): TOOZ §pc

La componente Ryg del Ricci si ottiene come
R waf = 8QF25 — aﬂFﬁa + O(Fz)
= R g = 0I5 — 9plh\ + O(I?)
= Roo = O\I'gy — 9Ty, + O(I'?)

dove i termini del tipo I'T" possono essere trascurati perche di ordine superiore, e per alzare un indice a Ryq ¢ sufficiente
la metrica di Minkowski perche i termini OI" sono gia del prim’ordine. Nel limite non relativistico ci aspettiamo soluzioni
statiche, dunque scompare anche il termine di derivata temporale e otteniamo:

1 1
Ry = 0\IYy = 0x9™ (8090 + 0gao — Oagoo) = *§3A (9*“0agoo) ~ *53/\ (1*0agoo)
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ovvero, ricordando che gogo =1+ %‘f

Rimettendo il risultato nell’equazione di Einstein:

Ny ko, _k
6—2—§pc :>A<b—§pc

4

e questa equazione va confrontata con ’equazione classica

A¢p = 4nGp
da cui abbiamo
&G
k= a
8rG
Guy = CTT'U’V

3.3.4 1l tensore energia-impulso della materia

Un punto ancora oscuro riguarda la scelta del tensore energia-impulso da usare nei vari casi, ovvero le modalita con
cui la materia si accoppia alla gravita. Possiamo scrivere una azione per la materia come

Smat = /d4x£mat ((bag;u/)

dove Lyqt (P, guv) non & uno scalare bensi una densita tensoriale, ovvero puo essere sempre scritta come /—g volte
uno scalare. La dipendenza dalla metrica della lagrangiana di materia ¢ fondamentale per avere un accoppiamento
con il campo gravitazionale: infatti se I’azione totale &

1
S = E/d4IR\/jg+/d4$£7rzat ((I)vg;w)

le equazioni di Einstein dovranno derivare dalla sua variazione rispetto a g"”. Il primo termine dara luogo al tensore
di Einstein, il secondo:

s 1 4 4 OLomat
Sgi =7z /d J;\/—gGW—F/d T Sgi
dunque
1 5£mat _
Z\/TQGWJ + Sghv =0
da cui otteniamo B
k 0Lpma
Gy = Lmat

V=g g

Definiremo allora il tensore energia-impulso come

o 2 a‘Crnat
V=g 99"

T, =

In questo modo 'equazione di Einstein ¢
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dacuik:Qk:mC—ZG.
Osservazione: in realta abbiamo commesso un lieve abuso di notazione perché le derivate funzionali di solito si
prendono delle azioni e non delle lagrangiane.

L’azione del campo gravitazionale libero ¢ quindi

4
C
50 = TonG

/ d*zR\/—g

Con questa definizione, il tensore energia-impulso della materia sara sempre e inesorabilmente simmetrico.
L’azione della materia dovra essere invariante sotto diffeomorfismi, ovvero sotto trasformazioni di coordinate del
tipo
a2 (z)

Se la trasformazione ¢ infinitesima,
!’
xt =zt + e (x)

la variazione corrispondente della metrica ¢

oz’ 9z'P
o ’
guy($> - gaﬂ(w ) ax# axu

= g () = ghp(@ + &e) (85 + €0, &%) (87 + €, ") =
Espandendo la metrica all’ordine € si ha
=€ (fpapgéﬁ(ff) + 9&5(@) (5ﬁ + Gauéa) (55 + e8y§’3) =
= Gy () + € (70,905(w) + 9,5(2)0,” + 94, 0,67) + O(e?)
Questo significa che sotto diffeomorfismi infinitesimi la variazione in forma della metrica ha la forma
09 = (9= 9') 0 (2) = € (£°0,905(x) + g,5()00E” + 9, 0,%)

Se avessimo voluto considerare (¢° — g)(x) anzicheé (g — ¢’)(x), a livello infinitesimo & sufficiente cambiare segno
all’espressione, dunque

9 = (9= 9) 0, (®) = 09 = (9" = 9) ., () = € (£°0p005(x) + 6,,5() D7 + 91,,0,E")
Infatti se 2’ = x + e£(x), z = 2’ — e£(a’ — €€), ovvero all’ordine lineare in e
r=2a —ef(x) + O(e?)

L’espressione appena trovato per la variazione del tensore g, non ha apparentemente una forma tensoriale, ma si puo
mostrare che puo essere riscritta come

0guw = —€ (V& + V&)
Infatti
89 = —¢ (Vo + Vi) = —€ (96, + 0,6, — 205, 60) =
= —€(£"O0ugva + 9vaOul” + £ 0gua + 9u00uE® —€ag®” (Ougpr + Oupp — Opgur)) =
—€(£°0, 91 + 9vaOul™ + 9uadué®)

Poiche la fisica non deve dipendere dalle coordinate scelte, richiederemo che 1’azione totale sia invariante sotto diffeo-
morfismi. In particolare, la variazione del termine libero dovra annullarsi indipendente dalla presenza o meno della
materia:

59#1/ = guaguﬁégaﬂ
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5So = % / d4x687\/g_ﬁR - % / A ay/=gG 89" = _726 / diay/—gG,, VHE =

== [ dtaey=5 (.66 - (V,6m)6.) =

La divergenza totale non da contributo nel caso di opportune condizioni al contorno su G*”{,,, e rimaniamo con

__26 4{E — uv
- = /d VI ((V,GM)E,)

Poiche &, ¢ arbitrario, I'integrando si deve annullare identicamente affinche I’azione sia invariante sotto diffeomorfismi:
questo implica che la divergenza covariante del tensore di Einstein deve essere identicamente nulla calcolata su qualsiasi

metrica:
V.G* =0

Questa proprieta in realta e assicurata dalla seconda identita di Bianchi, in altre parole la geometria garantisce
I'invarianza sotto diffeomorfismi del termine di azione libera. Vediamo adesso cosa succede derivando la lagrangiana

oL oS .
4 mat <oy qv i
/d T <265g“” VHE > + 6(1)16(1)

della materia rispetto a g, :

I campi ®° e guv sono indipendenti, dunque lo saranno anche le rispettive equazioni del moto. L’annullarsi della

5‘5; d®* da luogo alle equazioni del moto dei campi di materia, dunque se i campi sono on shell tale termine

¢ identicamente nullo e dobbiamo considerare soltanto

variazione

T S 2 0Lmat wev | 4 — In% _ 2
/d v—g 6\/—79 Sgh A3 —e/d x\/—gV, (THE) — (V,T") &
———

Thv

Ancora una volta il primo termine e una divergenza totale di un vettore e non da contributo, dunque dobbiamo
richiedere soltanto ’annullarsi del secondo termine:

V. T" =0

ovvero dobbiamo richiedere la conservazione covariante del tensore energia-impulso della materia.

3.3.5 L’accoppiamento minimale

Una volta stabilite tutte le proprieta che deve possedere la lagrangiana della materia, dobbiamo solo fornire delle
regole per scriverla in forma esplicita: questo set di prescrizioni vanno sotto il nome di accoppiamento minimale alla
gravita. Partiamo dalla lagrangiana della relativita speciale: una volta scelti i campi fondamentali si ha

S = /d4w£ (n"”,@i,aufbi)
La promozione ad una lagrangiana in relativita generale procede in questo modo:
d*z — /—gdx

e — gt

9,0" — V0!
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Applicazione: il campo elettromagnetico
L’azione del campo elettromagnetico e
1 4
S: ﬁ/d LEFHVFHV

Prenderemo A,, come campo fondamentale, in questo modo I’azione si riscrive come

1
S = ~Tom dtan P F,, Fap

dove
F,, =0,A, —0,A,
dovrebbe in linea di principio venire mandato in

F,=V,A, -V,A,

Poiche siamo a torsione nulla il simbolo di Christoffel & simmetrico e tale procedimento ¢ in realta un’identita. In altre
parole, se siamo a torsione nulla la derivata esterna di una p-forma:

dF = O\F ..., dz™ A daht A - A dah'®

puo essere equivalentemente scritta sostituendo Vi a 0y, grazie alla totale antisimmetria degli indici e della simmetria
dei Christoffel. Si ha dunque
9°°9" FapFpo = F* Fyy = F?

e l'azione diventa

S = Tor /d4:c\/ —gF,, "

e rappresenta l'accoppiamento dell’elettromagnetismo alla gravita. Vediamo se questa azione da luogo al tensore

energia-impulso corretto:
2 48

V=g g

1(1s7rf PF(F“”F )+ 2\/1799g””F2] N
| N

1 1
_ o 2| o _ = 2
B 167r \/7 |:,/ FHUF 7.9“”]? :| 47r |:F/J<7Fy 4gMVF :|

che coincide con il tensore energia-impulso della relativita ristretta se g,, — n,.: la relativita ci ha dunque fornito
senza grossi sforzi un tensore energia-impulso simmetrico e gauge-invariante.

jjp,l/:*

Applicazione: il campo scalare

L’azione per un campo scalare ¢
1
S = /d%iauqb@’% =S5= /d%\/—gg““vuwm

Poiche il campo scalare ¢ non ha indici, la sua derivata covariante anche stavolta coincide con la derivata usuale. E
possibile mostrare che variando rispetto a g"” si ottiene

1
T;w = M¢al/¢ - §ga58a¢8ﬂ¢
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Applicazione: la particella libera

L’azione della particella libera e
S = —mc/dﬂ/gwi:“i:”

dove ¥ = %. E conveniente riscriverla come

5= -me [ aty =g fon ) e b )

Dopo questo trucco I'oggetto /g (¥) dj’: dd”T d*(x — y) rappresenta la densita di lagrangiana della particella libera, e
il tensore energia-impulso si ottiene come

T2
[ =— /dT il 5 (x —
: V9apii? )

Se scegliamo come parametro il tempo proprio, la radice \/gast®@? & una costante che possiamo scegliere uguale ad
1, dunque

1 o
T;(;V-) = —mc\/jg /drmuajué‘l(a: —y)

Cenni di idrodinamica relativistica

Tutti i casi che abbiamo considerato prevedono una lagrangiana fondamentale e I'accoppiamento con la gravita e
immediato: questa procedura prende anche il nome di covariantizzazione dell’azione. Questa automaticamente rispetta
il principio di equivalenza: poiche in ogni punto possiamo scegliere un set di coordinate normali, la metrica diventa
piatta e la lagrangiana torna ad essere quella classica, ovvero la fisica & ben descritta localmente dalle leggi della
relativita speciale. Esistono pero dei casi in cui questa procedura va raffinata, ad esempio in problemi di astrofisica
dove si studia ’evoluzione di sistemi complessi come le stelle: in tal caso non si considerano i tensori energia-impulso
delle singole particella ma si usano dei tensori energia-impulso effettivi. Supponiamo infatti di voler scrivere il tensore
energia-impulso di un fluido ideale, ovvero un fluido che si muove con un unico quadrivettore velocita u® in ogni suo
punto e che appare isotropo ad un osservatore che si muova in maniera solidale col fluido, cioe le sue proprieta non
dipendono dalla direzione di osservazione. Se il sistema & isotropo, nel limite non relativistico le componenti T del
tensore energia-impulso si devono annullare identicamente, dato che corrispondono alla densita di quantita di moto
o equivalentemente al flusso di energia. In questo limite la componente 7% & non nulla e come sappiamo vale pc?,
mentre le componenti 7% saranno espresse in termini della 6% di Kronecker, I'unico tensore a due indici, simmetrico
e invariante sotto rotazioni:
T — pe?

TV =69pP
dove P & la pressione. Per generalizzare ad un qualsiasi sistema di riferimento inerziale e lorentziano, possiamo prendere
il seguente tensore energia-impulso:

T = (p+ P)u!u” —n""P  (¢=1)

Oy =

Infatti, a riposo abbiamo u* = < > dunque



T4 = —piip =g§ip

Il TH¥ cosi costruito descrive un fluido in relativita speciale. In relativita generale dobbiamo considerare anche le altre
equazioni necessarie alla descrizione di un fluido, ovvero:

1. TH = (p+ P) utu” — g"’' P;

2. J¥ = Nu” e V,J” = 0, dove N ¢ la densita di particelle e J” ¢ la corrente che ne descrive il flusso. Queste
equazioni descrivono la conservazione del numero di particelle in un fluido.

3. V,TH* =0, che descrive la conservazione del tensore energia-impulso.
4. Tdo = Pd (%) +d (%), ovvero il primo principio della termodinamica, dove do € la densita di entropia.
5. Infine, dobbiamo dare I'equazione di stato.

Per un fluido perfetto si trova che u*V,o = 0, ovvero la entropia non varia lungo la traiettoria. Per una stella,
ovvero un corpo a simmetria sferica, ci serviranno le leggi 1) e 2). Se abbiamo un fluido non perfetto il suo tensore
energia-impulso si scrive

T = (p+ P)u*u” — " P+ ATH

dove ATH ¢ una correzione, che invocando l'invarianza relativistica puo essere parametrizzata in termini di alcune
quantita come la viscosita.

3.4 Teoria linearizzata

Diversamente dall’elettromagnetismo, le equazioni della relativita generale sono non lineari: questo significa che una
sorgente risentira del suo stesso campo gravitazionale da essa creato. Il motivo di questa differenza & che mentre il fotone
¢ scarico dal punto di vista della carica elettrica, ’analogo del fotone (il gravitone, o quanto di onda gravitazionale)
porta esso stesso una “carica gravitazionale”: nel caso del campo gravitazionale la carica ¢ la massa, presente in
qualsiasi oggetto in natura che trasporti energia.

Cercheremo allora di linearizzare le equazioni di Einstein, delineando le ipotesi sotto cui questa procedura ha senso:
immagineremo di avere un background gravitazionale fissato gfy e di considerare le piccole fluttuazioni rispetto ad
€sso:

uv = gfy + Eh/w

con la condizione
|| < 1

Quest’ultima condizione necessita della scelta di un particolare sistema di riferimento: anche se la metrica ¢ adimen-
sionale, infatti, non non ¢ detto che se le componenti di un tensore sono piccole in un sistema di riferimento lo siano
anche in un altro. Il parametro € che abbiamo inserito non ha alcuna utilita pratica se non quello di contare ’ordine
di approssimazione: la nostra teoria linearizzata corrispondera infatti all’ordine lineare in e.

Vediamo qual’e I'espressione delle altre grandezze geometriche, ad esempio l'inverso della metrica:

=gl + Ze’“H“”

dove gi” & 'inverso di gw Per determinare i coefficienti H 55 utilizziamo la relazione gaggﬁ” =

52 (g5, + €hy) (gf_é;“ +) ekH%) =
k=1
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Quando i termini in gioco sono gia del prim’ordine, per alzarne e abbassarne gli indici € sufficiente la metrica di
background: si ha

oo o0
=00 +ehd + > FHY + > Ty, H
k=1 k=1
Per il principio di identita dei polinomi, i singoli coefficienti delle potenze k-esime di € si devono annullare: per k =1

abbiamo
Per k = 2:

H3(2) + h;wHﬁ? =0= H(Oél)’ = _hZleé — hzhm

dunque
G = g — We+ ERERY + O(e)

Adesso ¢ il turno di /—g:
det g, = det (gfy + h;w) = det (gfy (60 + ehﬁ‘)) = det gfa det (1 4 eh) = det gfaeTr log(1+eh)

Per € piccolo possiamo espandere il logaritmo, e in seguito ’esponenziale
B uezua B Mezua ¢ )2 3
= det g, exp ( ehl; — 5hah# +...) =detg,, | 1+ehj — Eh‘lh“ + 5 (h)"+0() ) =

€2

_ B 2 « 3
— detg?) (1 +ehls+ S ((h)* = hizht) + OCe ))
E il turno dei simboli di Christoffel: consideriamo prima L'y ;i = ga )\FI’)V:

1 1 1
Lo = 5 (Ougov + Ouon = Oagu) = 5 (0,95, + 009l — Oagly)) + 3¢ Ouhav + Bahap = Oahyy) =

1
= FB =+ 56 (althow + aﬂh&/‘ - a(’h/“/)

a,pv

Vogliamo sostituire le derivate ordinarie con derivate covarianti relative alla metrica di background, per far questo
sommiamo e sottraiamo degli opportuni simboli di Christoffel di background:

B B
VB =9, 4",

FOMW = Fg,/w + % (V/Lhow + vahoz,u - Vah;w) + % (Brf;ah)\y + QBFﬁyhaA + Bréahku — BFglth — Brguhku) =
€ €
= Ff’w T3 (Vihay + Vahay = Vahu) + 3 (QBrﬁth\)

Allora .
Copw =T8  + 3 (VEhaw + Vihay — Vahu) + €hax °T),

a, v

Poiche I'y, ,,,, ¢ il simbolo di Christoffel esatto, il suo indice ¢ stato abbassato con la metrica esatta, dunque

Iy €
Tf = 6" T = (95" = €h") Doy = PT7, — e BT, — eh? oy + o (Vuhf + Vbl = Vo) =

€
=TT, + 5 (Vuhl + Vbl = Vo)

ovvero la differenza
p _ Byp
r T T T
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¢ espressa in termini di una quantita tensoriale:
AV, =V uhy + Vo hl —VPh,,

come del resto ci aspettavamo sapendo che la differenza tra due simboli di Christoffel trasforma come un tensore.
Per quanto riguarda il tensore di Riemann:

R o v = 075, — 0T, + Tpplh, = Tgla,
Poiche R € un tensore, tutto si deve riorganizzare in maniera da avere
R i = PR apu + 5 (PV,AL, = PULAY,)
A questo punto, scrivere I’equazione di Einstein rispetto ad un background qualsiasi & immediato:
Ry — %Q,WR =KL

€

1 € €
_ pB B pB A A B B af v v
= R/“V = RHV — §g;LVR + § (C/\A,u,l/ — CVA)\'U‘) — §h,u,l/R - 591“193 ( pAiﬂ - O‘Agp)

Il tensore energia-impulso a secondo membro va valutato fino all’ordine e, perche e proprio lui che provoca la
fluttuazione rispetto al background; piu precisamente, dovremo scrivere

kT, = kTS, + ekT)

Le equazioni di Einstein si spezzano quindi in due set, dove il set di ordine zero pone un vincolo sulla metrica di
background, che soddisfera le equazioni del moto con il tensore energia-impulso di background. La versione linearizzata
delle equazioni di Einstein puo essere scritta sviluppando rispetto a un qualsiasi background, a patto che risolva le
equazioni con un certo background; di solito come background si sceglie il vuoto, percio T#” = 0 e il sistema avra
energia ed impulso nulli.

Consideriamo il caso in cui la metrica di background é quella di Minkowski; poiche la metrica € piatta i Christoffel
sono tutti nulli, e le derivate covarianti tornano ad essere derivate ordinarie:

(0 (91t + D5 — 0°hy,) — B, (Duht) + D 1ty — D,h0)) —

[N

1
3’ (0 (Duhfy + 05t = 9°has) = 0 (0l + Opht, — ,h8) ) = KT,
Dei termini si semplificano e rimaniamo con

1 1 1 .
(9p0hf + 0,0,18) = 500y = 50,00k = S, (9,057 — Oh) = K,

|~

Queste equazioni sono chiaramente invarianti sotto trasformazioni di Lorentz:
s g P = AP e
infatti, corrispondentemente b, trasforma come
hyu () = By, (2') = hap(2)A A7,
Ma in origine le equazioni di Einstein erano invarianti sotto diffeomorfismi:

dr® dxP

G (& = 9 (2) = gap (@) 57 5
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Poiche lavoriamo all’ordine lineare, ci limitiamo a considerare la variazione indotta su g,, da una trasformazione
infinitesima di coordinate:
’
N L e
Juv = Nuv + €hp

5g;w = 5h;w = —¢ (faaocg;w + guocaufa + guaﬁufa) = —¢ (nuaauga + nuaa,ufa) = —¢ (aufll + 8u£u)

dove abbiamo considerato solo i contributi di ordine e. Per capire se questa trasformazione & effettivamente una
simmetria dell’equazione di Einstein controlliamo come trasformano i Christoffel linearizzati

1 1) 1
6Tl = 50N, = 5 (Duhlh + Dghat — Dhag ) = 5 (D (95" + 0€5) + 03 (Da” + 0"€0) — 0, (0aks + 0pEa)) =

aaa,é’fﬂ
Il Riemann linearizzato trasformera di conseguenza come
R yap = 0al\)5 — s},
= 5R/\ waoB = 8C,3M<95§’\ — 358H3a§)\ =0

Il Riemann linearizzato (e quindi le equazioni di Einstein) & quindi invariante sotto variazioni infinitesime delle
coordinate. In realta, piu in generale il Riemann & invariante sotto trasformazioni del tipo

5h;,w = ,U,fl/ + ayg;,a

indipendentemente dal fatto che queste siano o meno generate da un cambio di coordinate: questa simmetria e dello
stesso tipo della simmetria di gauge dell’elettromagnetismo, invariante sotto la trasformazione 04, = 9, f. Da questo
punto vista le equazioni di Einstein linearizzate possono essere viste come equazioni per una particella massless di spin
2: per consistenza queste equazioni dovranno presentare una certa simmetria di gauge dovuta al fatto che la massa
della particella propagantesi e nulla.

3.4.1 La gauge armonica

Il fatto di avere una simmetria di gauge implica che data una soluzione delle equazioni del moto possiamo trovarne
un’altra completamente equivalente effettuando la trasformazione

by = hyw + 0 + 00€,

Sfrutteremo questa simmetria per risolvere le equazioni di Einstein: il primo passo € quello di prendere come campo
fondamentale il nuovo campo

1
HNV = huy — anh

Osserviamo che Hf = —h/;. La relazione tra i due campi ¢ invertibile e si ha
1
hul/ = H/,Ll/ - §nuyH
In questo modo le equazioni di Einstein si riscrivono come
167G
0u0a HY + 0,00 HY — OH ) — 0,005 H = — T

Sotto trasformazioni di gauge la variazione di H,, &

1 a o
5H/J,l/ = 6h/Lu - §7lpy2aa§ = 6h,u.l/ - Thu/aag
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Supponiamo di voler trovare un H,, tale da soddisfare alla condizione 0" H,, = 0, questo equivale a determinare un
campo &, () tale che
Dgl/ = _GILHMV

Infatti
H;/w =Hu + 5H,W =H, + aufu + auf,u - npl/aozga

Prendendo la divergenza di questa espressione otteniamo

O'H), = 0"Hy, + 00" Hy,, = 0" H,,y, + 0O&, + 0,01, — 0,006 = 0" H,,, + O,

da cui ¢, = —0"H,,,: tale equazione ammette sempre soluzione e con questa scelta di gauge, detta gauge armonica,
le equazioni di Einstein diventano
167G
DH}U/ = —CTTIU,

ovvero assumono la forma di una equazione delle onde. Il nome della gauge deriva da questo fatto: se prendiamo le
funzioni coordinate z* e imponiamo che il loro dalambertiano covariante sia nullo

vV, Vtzr =0

= VMV“QL‘)‘ = g“”VM(&,x’\) = g“”@u&,x)‘ - ngF:\WCL‘A = —g“"I‘;\WxA =0

ovvero le coordinate sono funzioni armoniche se i simboli di Christoffel sono identicamente nulli, il che ¢ verificato se
Nu © la nostra metrica di background.

Imporre la gauge armonica non esaurisce la nostra arbitrarietd di gauge, infatti & ancora possibile effettuare
trasformazioni di gauge a patto che il vettore £, soddisfi

0¢, =0
Ne caso di assenza di sorgenti ’equazione si riduce all’equazione di D’Alembert:
OH* =0

e abbiamo soluzioni non banali come nel caso delle onde elettromagnetiche: in trasformata di Fourier

Hul@) = / (5734 e (p)

I’equazione diventa
PZGW (p)=0

ed ¢ soddisfatta se €,, (p) = €., (p)d(p?): questo ci informa che le onde hanno impulso light-like, ed & un primo indizio
del fatto che abbiamo a che fare con la propagazione di una particella massless. Abbiamo anche un altro vincolo,
derivante dalla condizione di gauge:

peu, =0

Poiche €, ¢ simmetrico questa condizione ci dice semplicemente che esso ¢ trasverso all’impulso, esattamente come
il vettore di polarizzazione del fotone: la presenza di un indice in piu rispetto al caso elettromagnetico rispecchiera il
fatto che la particella che si propaga ha spin 2.
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3.4.2 Conteggio dei gradi di liberta

Con un primo conto brutale possiamo determinare quanti sono i gradi di liberta del nostro campo H,,,: una matrice
4 x 4 simmetrica ha ‘%5 = 10 gradi di liberta, 4 dei quali vengono eliminati dal vincolo di gauge p*¢,, = 0. La gauge
residua permette una trasformazione del tipo

€ (P) = € (P) + Puéu () + Po&u(p)

Una trasformazione di gauge residua € in grado di eliminare altri 4 gradi di liberta lasciandone soltanto 2. Questo non
ci stupisce perche una particella massless ammette soltanto 2 possibili valori dell’elicita, corrispondenti alle massime
proiezioni dello spin in direzione parallela o antiparallela all’'impulso. Per esplicitare il tensore di polarizzazione,
costruiamo per prima cosa una base di vettori nello spazio di Minkowski in cui vive il quadrimpulso p*: possiamo

sempre scegliere k* tale che
p-k=1 ; :k*=0

Ad esempio se p* = (1, 1,0,0), avremo k* = % (1,—1,0,0). Una volta che abbiamo questi due vettori, possiamo sempre
scegliere altri due vettori di tipo spazio e di norma -1, tali che

k-epy=k-ep=p-eg=p-eg=e1-e3=0
el =et=-1

Ad esempio possiamo scegliere
el =1(0,0,1,0)

el =1(0,0,0,1)

Questi quattro vettori sono linearmente indipendenti e costituiscono una base {e!'} per lo spazio di Minkowski: una

base per le matrici 4 x 4 si ottiene allora come {e}' ® e?} = efe;’, e possiamo espandere su di essa €,
€uv = plkuku + p2puPy + pseipeiv + pa€opu€ay + Ps (pukl/ + kppu) + pe (kjuelu + kuelu) + p7 (kp€2u + kue2u> +
+ps (Ppe1v + puern) + po (Puear + Pueayu) + pro (€1pean + €1,e2,)
Iniziamo con 'imporre la condizione di gauge p*e€,,, = 0: restano i termini

plku + P5Pv + P6€1v + P72y = 0

Ma per costruzione, k, p, e; ed ey sono linearmente indipendenti, dunque l'unica possibilita affinche una loro
combinazione lineare sia nulla & che siano nulli p1, ps, pg, p7r. Allora

€uv = P2PuPv + P3€1uC1v + P4a€2,,€2y + P8 (puell/ + puel/t) + P9 (pute/ +pu62u) + P10 (el/LeQV + 61/1.621/)

Riorganizziamo i termini:

1 1
€ = p10o (€1pe20 + €1p€2,) + p3eipeiy + paeapean + pu (Psely + 202]31/) + poear + Py <ps€1u + poezy, + 202]9“)

Gli ultimi due termini possono essere eliminati mediante una trasformazione di gauge di questa forma:
¢ (x) = " (p)e™
con p? = 0. Se scegliamo

_ 1
§u=1 (psem + pocay + 2P2pu>
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i due termini in p, e p, si cancellano identicamente e rimaniamo con
pio (€1pe20 + eape1y) + p3eiper, + paeauean

In linea di principio la variazione del campo H,,, conterrebbe anche un termine —%p)‘ﬁ ATuv, Ma poiche £ ha prodotto
scalare nullo con p* il termine aggiuntivo non da contributo. Infine, se consideriamo la trasformazione

= ipx
£, =iskye
dove s ¢ un parametro arbitrario, H,, subisce questa variazione:

6£Hul/ =18 (kupll + kl/pu - nuu)

Ma
1 0 0 0
0 -1 0 0
Fube TR =10 g
0 0 0 0
dunque
00 0 O
00 0 O
k,upu + kl/pu — Nuv = 00 1 0 = (elpelu + 62,u621/)
0 0 0 1

Oppure, formalmente, si ha
P (kupy + kupy — M) =0
=0

kli (kupu + kl/pu - 77;“/)
E'Lf (k,u,pv + kvpu - nuu) = —€1u = 6T
eg (kupv + kupy — 77;“/) = —€2, = 65

dunque k, p, e; e ez sono autovettori della matrice k,p, + k,p, — . con autovalori rispettivamente 0, 0, 1 e 1, e per
il teorema di decomposizione spettrale possiamo scrivere

0¢Hyw =1- (is(erpe1n + eape2,)) + 0 (is (kukv + pupy)) = is (e1p€1, + €2,€20)

Dunque con la trasformazione che abbiamo scritto possiamo alterare i due termini proporzionali a p3 e ps: ad esempio
possiamo scegliere s in modo che py = —ps, in questo modo

H/w =A (eluely - 62;1,621/) +B (61/L62V + 62pely)

cioe, a meno di trasformazioni di gauge, 'onda gravitazionale pud sempre essere portata in una forma dove e esplicita la
dipendenza da soli due parametri. Osserviamo inoltre che in questa gauge la traccia di H,, ¢ nulla, dunque H,,, = h,,
e la gauge viene detta gauge traceless transverse (TT).

3.4.3 Emissione di onde gravitazionali e momento di quadrupolo
In presenza di sorgenti ’equazione di Einstein si scrive

167G

UH,, = —CTTW
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Una possibile funzione di Green per il dalambertiano ¢ la funzione di Green ritardata:

(1 — e (")) 0 (" — o)

Gz —y)=————=

(z —y) T
La struttura di questa funzione e la seguente: la funzione 6 (aco — yo) fa si che soltanto gli istanti precedenti al tempo
20 contribuiscano al campo nel punto &, mentre la § (|f —gl-c (xo — yo)) indica che una sorgente in ¥ si propaga
con una velocita pari a ¢. La combinazione |Z — ] — ¢t si dice tempo ritardato, e la funzione G cosi definita genera i
potenziali di Lienard- Wiechert dell’elettromagnetismo. Si ha

11= —'|—;
’

167G [ , Ty (t— 1|z

Huy = ——3 /d yG(r —y) T (y) = 4G/ |xf_ 7

dove abbiamo utilizzato la § temporale per fissare il tempo ritardato, e posto ¢ = 1. Introduciamo la trasformata di
Fourier temporale:

$(w,T) = %2? / dte g1, &)

6(t,F) = \/% / dwe "t (w, 7)

In questo modo

. 4G/ /3 ot T (E = 21Z =71, 7) .
H,(0,@) = — [ dt | Pye“t—E e a3
Come primo passo, fissiamo una traslazione temporale:
t=1t+|7— 7

o 2 [ [y Tl Py o)
— | - — —| v 9
V2 -9 Vor @~ "
uesto risultato & esatto. Se D ¢ la scala dimensionale della sorgente, per |Z — 7] > D si ha & — § ~ R e possiamo
Questo risultato ¢ esatto. Se D ¢ 1 la di ionale dell t r—4y|>»DsihaZf—¢§~R
confondere |Z — ¢] con R nell’integrale

- 4 iwR
Hpu(w, T) ~ Ge

/d3yTW(w,z?)

Il problema si e ridotto al calcolo di 10 integrali, ma questo numero puo essere ridotto sfruttando la condizione di
gauge 0, H"” = 0, garantita dal fatto che T},, ¢ conservato: in trasformata di Fourier si ha

—iwHY" + 8; H" =0
Utilizzando la condizione di gauge anche sull’indice v:
O,H" =0 = —iwH" + 0, 0"
O,H" =0= —iwH" +9;H7 =0

iche i i i 7zl iv. i HY  ci
Poiche le componenti H% possono essere determinate in funzione delle derivate delle componenti H%, ci concentreremo

su queste ultime:

iwR
fii 4Ge

/ dP*yT (w, §) =
]R3

ZWR ~ . . ~ . .~ . . ~ .
_ 4Ge 1 |:</ d3yak (yiTU) _/ d3yyzakaj> + </ dSyak (ijkl) _/ dSyyjakaz):| _
R 2 R3 R3 R3 R3

124




Se la sorgente occupa una regione limitata di spazio, per il teorema di Gauss-Green possiamo scambiare il primo
integrale di volume con un integrale di superficie sul bordo del volume: all’infinito la sorgente & assente dunque
rimaniamo con R
4Ge™ ™ 1 R o
=— 7/ d3y (yzﬁka] + yjakaz) =
R 2 Jps

Usando ancora la legge di conservazione del tensore energia-impulso abbiamo

—iwT" +9,T" =0

dunque
4G iwR 1 . .
= —jw ; 3 /3 d®y (leOJ + yJTOZ)
R
Riapplicando lo stesso trucco: _
2Ge R 3 i, G0l i, 5 70l
—iw 7 3dy81<ny)—yy31T =
R
2G iwR L
=jw ; / Byy'y? T =
R3
Riapplicando la legge di conservazione: .
2 2Ge™ T 3,4, 57900
=i ) Tyt
Per definizione
Ol = S/dgyyiyjj’oo
¢ il quadrupolo del sistema, per cui
i . 2GewR i
(w0, 7) = — 22— Q)
= HY (w, @) = —2w2G—eMR Qv (w)
3 R
Le componenti H% si ottengono da
Y = — 0,/
iw

Ancora, la componente H% si ottiene come
- 1 - 1 iy
H® = —0;H% = ——8,0;H"
iw w

Per ottenere H*¥ basta antitrasformare:
W= 75,52

ein:t—%—E
c

2@ R
ij _ 2T _
= H BRQ (t c)
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Figura 3.8: Sistema binario

Applicazione: il sistema binario
Applichiamo questi risultati al sistema gravitazionale con la piu semplice dinamica interna: un sistema di due stelle

di massa M che ruotano una intorno all’altra seguendo un’orbita ellittica, ovvero un sistema binario.

Nel caso semplice di un’orbita circolare di raggio R, ¢ sufficiente uguagliare la forza centrifuga M % e la forza di

. . 2 LN
attrazione reciproca %, ottenendo una velocita

GM
v =
4dr
e un periodo
o2
v
da cui la velocita angolare
27 GM
ON=—=4/—
T 4r3

Le traiettorie delle due stelle sono parametrizzate allora da

{ xl =rcosQt { xi = —rcos

22 =rsinOt z? = —rsinQt

Per determinare le componenti del campo gravitazionale H*¥ & sufficiente determinare la componente 79 del tensore
energia-impulso. Nel limite non relativistico (ragionevole dato che le velocitd in gioco sono basse) il contributo
all’energia sara dovuto principalmente alla massa, e la distribuzione sara dunque

T = M§ (373) (6 (33; —rcosQt)d (373 —rsinQt) 40 (mi + rcosQt) o (xf + 7sin Qt))
Questa componente & sufficiente per calcolare il momento di quadrupolo:
Q11 = 3M7r? (1 + cos 20t,.)
Q22 = 3M7r? (1 — cos 20t,.)
Q12 = Q21 = 3Mr?*sin Qt,,
dove t, ¢ il tempo ritardato. Il campo H% si scrive allora come:

—cos2wt, —sin2Qt, 0
0?r? —sin2wt, cos 204, 0
0 0 0

i 8GM

e in questo caso coincide con h* dato che la sua traccia e nulla.
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3.4.4 Energia e impulso di un sistema gravitazionale

Abbiamo detto che nell’azione di Hilbert il termine di bordo non poteva essere eliminato imponendo opportune
condizioni al contorno sulla metrica all’infinito, perche questo avrebbe dato luogo a risultati non fisici, ad esempio
avrebbe escluso dalle soluzioni possibili la metrica di Schwartzschild. Abbiamo quindi optato per I'introduzione di
un termine aggiuntivo, la curvatura estrinseca, che ha il pregio di permetterci di definire ’energia di un sistema
gravitazionale. Infatti, I’azione di Hilbert & invariante sotto diffeomorfismi, il che significa che un qualunque tentativo
di costruire una hamiltoniana per il sistema darebbe luogo, esattamente come nel caso della particella libera, ad
un risultato nullo. Il termine aggiuntivo di bordo distrugge parzialmente questa invarianza, e questo ci permette di
costruire I’hamiltoniana del sistema.

Cosi come 'emissione di radiazione elettromagnetica provoca una perdita di energia in un sistema, anche I’emissione
di onde gravitazionali dovra avere un effetto analogo: ad esempio ’orbita del sistema binario deve contrarsi a un punto,
esattamente come accade nel modello dell’atomo di Rutherford. Per sapere in che modo diminuisce il periodo dell’orbita
dovremmo conoscere il tensore energia-impulso della gravita, le cui componenti sono legate alla variazione nel tempo
della densita di energia gravitazionale e al suo flusso attraverso una superficie. Se consideriamo le equazioni di Einstein

G = kT,

a secondo membro non c’e traccia del tensore energia-impulso della gravita. In relativita generale T" & covariantemente
conservato, condizione che in generale non coincide con la conservazione ordinaria. In particolare, dalla condizione di
conservazione covariante non discende il fatto che le quantita

/ TOH gy
¥

sono conservate. Fisicamente la sua non conservazione ¢ ovvia, dato che la materia puo scambiare energia con il
campo gravitazionale, in altre parole il sistema non & isolato a meno che non si includera anche un eventuale tensore
energia-impulso della gravita. Tuttavia il principio di equivalenza nega automaticamente l'esistenza di un oggetto
del genere: T ¢ una sorta di densita locale di energia, ma sappiamo che localmente possiamo sempre scegliere un
sistema di riferimento in cui il campo gravitazionale sparisce: le uniche cose che ha senso definire in questo caso sono
una energia e un impulso totali del sistema gravitazionale, e di conseguenza del sistema totale materia+gravita.

Lo pseudotensore della gravita

I vincoli imposti dal principio di equivalenza ci costringono a rinunciare all’idea di un tensore energia-impulso per
la gravita, ma siamo comunque liberi di cercare un oggetto che una volta integrato dia origine ad una energia e un
impulso conservati e organizzati in forma quadrivettoriale. Innanzitutto spezzeremo la metrica in un background e
una fluttuazione intorno ad esso:

Guv = gf}/ + hyw

In questa separazione, gfy dovra essere invariante sotto traslazioni spazio-temporali, in modo che le quantita conservate
usuali, energia, impulso e momento angolare siano assicurate. Si puo mostrare che I'unica metrica che soddisfa queste
richieste e la metrica piatta minkowskiana:

uv = Nuv + h;u/

Questa scomposizione ¢ sempre possibile, ma h,, non ¢ arbitrario: in particolare, la procedura che svilupperemo ha
senso unicamente se h,,, puo essere considerato una piccola perturbazione rispetto a 7,, nel limite in cui r — oo. Si
puo mostrare che per ottenere risultati sensati & sufficiente imporre i seguenti andamenti

1
hoo ~ =
,
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1
hUN;

La procedura prevede di separare il tensore di Einstein in una parte lineare ed in una non lineare in h,,:

Guv(n+h) =Gl (h) + GpF(h)

pv

In generale i due termini G* e GV non trasformano come tensori, in ogni caso I’equazione di Einstein si puo riscrivere
come

GL (k) = kT, — G™, L(h)

1224 iz

E possibile mostrare che GE & conservato, ovvero
('WGIL“,(h) =0
Per dimostrarlo ricordiamo che G, ¢ covariantemente conservato:
V,.G" (h) =V ,G} (h) + V.G (h) =0

Espandendo questa equazione in serie in potenze di h, i coefficienti di ogni ordine dovranno essere nulli: il termine
lineare in h riceve contributi soltanto da aﬂGﬁU, perche T' & gia lineare in h dunque il termine I'G¥ & sicuramente
di ordine superiore. Questo significa semplicemente che I'annullarsi del primo coefficiente corrisponde alla relazione
G“GILW = 0. Ma se wa e conservato, lo sara anche K7}, — GSLL.

Poiche h,, ¢ arbitrario, le sue proprieta di trasformazione non sono ben definite, ma sicuramente esso continua a
mantenere la proprieta di invarianza sotto trasformazioni di Lorentz:

Juv — g;W = A" ;AAB v9ap

Npv — 77;1/ = A“ uAﬁ vlag (: mw)
= hy — h;w =9 = 1) = A uAﬁ v(g—M)ap = A” uAﬁ vhagp

Per r sufficientemente grande il termine G* & dominante rispetto a G’ il che equivale a dire che G* torna ad essere
un tensore sotto Lorentz:

G"(n+h) =G/ (h) + G (h) =7 GY(h)

Come nel caso del simbolo di Levi-Civita, un oggetto si comporta come un tensore soltanto sotto un sottogruppo del
gruppo di invarianza globale del sistema prende il nome di pseudotensore: G} = kT" — G\, prende quindi il nome
di pseudotensore energia-impulso della gravita.

Se lo pseudotensore che abbiamo definito ¢ conservato, dal teorema di Noether possiamo ottenere quattro 4 quantita
conservate integrandone le componenti 79

PH = /E dx (TO" - ;G%‘L(h))

La superficie spaziale X & scelta a t = costante, nel sistema di coordinate in cui & valido il corretto comportamento
asintotico per le componenti di h,,,, in modo che la metrica tenda a quella di Minkowski, per cui ha senso parlare di
energia e impulso conservati.

Usando ’equazione di Einstein possiamo riscrivere

P“:/ dSz%G%“(h)
2t
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E possibile mostrare che Gﬁu

Ricci e dello scalare di curvatura nella loro versione linearizzata:
1
2

¢ esso stesso una divergenza totale: per vederlo ricordiamo 1’espressione del tensore di

"Ruy = "R aw = O\, — 0,13, = =0 (0uhy) + 0,1, — 0 b)) — 9,0,k

1 1
LR = 000, h™ — 30h = 50h = N0, hM —Oh
1
2

1 1
(aMaAh;\ + 61/8)\]7/,);) - -0~y — iaﬂa)\h — 577,“, (6a8,@h0‘5 — Dh)

N =

L
=G w =
Se reintroduciamo il campo
1
HOP = pof — 57;“5/1

GL, = % (0,0\H) + 8,0,H})) —

nv

1 1 .
imHuy - 57]“,, (5,1851;[ ﬁ)

Consideriamo la stessa espressione con gli indici alzati:
1
G,Lzl/ — aaaﬂ§ (T]#aHﬁV + nuﬂHa,u _ naBH,ul/ _ nyuHa,B)
L’espressione tra parentesi € antisimmetrica negli scambi p < 3, v < a:
G = 0o 0 PPV
dove 1
puBva _ 3 (n“o‘Hﬁ” + P H — B nuuHaﬁ)
Le quattro cariche conservate si scrivono allora

1
Pt =2 / d* 200,05 P70

Poiche P#9»e ¢ antisimmetrico, se v = 0 a potra assumere solo indici spaziali:
1 .
Pt =2 / d*z0; (05P")
ovvero abbiamo ricostruito 'integrale di una divergenza totale:
P* = lim 9 P70 dS)
r—00 S2(T)

Le condizioni che abbiamo imposto sulle componenti di h,, garantiscono un risultato finito per I'integrale.

Osserviamo i seguenti fatti:

1. Penergia e 'impulso di un sistema gravitazionale sono determinati soltanto dalla metrica asintotica;

2. D'espressione che li determina non ha la forma di un integrale di volume ma di un integrale su una superficie
bidimensionale: in altre parole, in presenza di gravita I'informazione sull’energia racchiusa in un volume non e
contenuta nel volume stesso bensi nella superficie che lo contiene. L’ipotesi sotto cui le proprieta di un volume
sono contenute nella superficie che lo contiene viene detta principio olografico: un’altra evidenza di tale principio
¢ lentropia di un sistema gravitazionale, che in relativita generale scala con l’area, diversamente da quanto
avviene in termodinamica.

Sottolineiamo che tutta questa procedura definisce le quantita conservate di un sistema gravitazionale sfruttando non
una invarianza esatta della metrica sotto certe simmetrie, bensi una invarianza asintotica: per ogni r finito la metrica
puo infatti dipendere sia dal tempo che dalle coordinate, a patto che tenda alla metrica di Minkowski con sufficiente
rapidita.
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3.5 Simmetrie e soluzioni esatte

3.5.1 Simmetrie della metrica: i campi di Killing

A seconda della definizione che diamo di simmetria del nostro sistema gravitazionale, puo capitare di avere anche
simmetrie esatte: poiche & la metrica a definire le proprieta del nostro sistema gravitazionale, definiremo simmetria
della metrica una trasformazione di coordinate che la lascia invariata in forma. Se consideriamo ad esempio una
trasformazione infinitesima

= 3 =gk 4 el (a)

sappiamo che la variazione in forma della metrica ¢ data da

0Guw = Vufy(x) + Vi, (2)

Se la trasformazione generata da &,(x) ¢ una simmetria della metrica avremo quindi V, ¢, + V,.§, = 0, e in questo
caso {H(x) viene detto campo di Killing. Possiamo mostrare che ad ogni campo di Killing corrisponde una legge di

conservazione: se definiamo la corrente
o kv
JH = Tmatgu

Qv
dove T

ot € il tensore energia-impulso della materia, questa e covariantemente conservata:

14 1 v 14 1 v
vu (T#Latfu) = (V#T“ ) + T#mtvﬂfu = (VuT“ ) + §TM (vugu + Vuf#)

Il primo membro ¢ nullo perche il tensore energia-impulso della materia & covariantemente conservato, mentre il
secondo & nullo perche definizione di vettore di Killing. Ma sappiamo che V,J" = 0 corrisponde a 0,(y/—gJ*) = 0,
dunque lintegrazione in d*z\/—g di J° da luogo ad una carica conservata.

Se consideriamo una geodetica z#(t) e un vettore di Killing £, & possibile mostrare che il loro prodotto scalare
k-x =gk, - £ ¢ una costante del moto:

Vik &= (Vik) -2 +k- Vi
Infatti, il secondo termine si annulla per definizione di geodetica, mentre
(Vik) & =2a" 2"(V,E") = %:’c":’c”(vuk” + V., EM) =0
per definizione di vettore di Killing. Questo ci insegna che dato un vettore di Killing, il moto geodetico di una particella

test ammette una legge di conservazione.

3.5.2 Flusso di un campo vettoriale

E possibile riformulare dal punto di vista della geometria la definizione di simmetria per un sistema gravitazionale.
Cominciamo enunciando il seguente teorema:

Teorema 2. Se M ¢ una varieta differenziabile, per ogni o € M e per qualsiasi campo vettoriale (x) esiste una
mappa o:

c:RxM—M

tale che
1. 0(0,2) = x;

2. o(t,x) & soluzione dell’equazione &(t,x) = &(x)
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3. o(t,o(s,z)) =0t +s,x).

In base a questo teorema, dato un campo &*(x) la mappa o(t,x) definisce la famiglia diffeomorfismi ad esso
associati. La dimostrazione del teorema si basa sull’impostare il seguente problema di Cauchy

m
{920 = e (olt,20)or 0,00) = af
e nell’osservare che dal teorema di esistenza e unicita delle equazioni differenziali la funzione o esiste ed € unica in un
certo intorno ]a,b[xU,, dove U, & un intorno del punto z. Scegliendo un nuovo punto y € U, si pud impostare un
nuovo problema di Cauchy e determinare una nuova funzione o’ su |¢, d[xU,;, che coincide con ¢ nel dominio comune
per 'unicita della soluzione, e la estende al di fuori. Ripetendo la procedura & possibile ricoprire pressoche l'intera
varieta.
La funzione o gode anche della seguente proprieta: consideriamo

ot (t, ot (s,x0))

Ovviamente, questa soddisfa ’equazione con la condizione al contorno o*(0,0"(s, o)) = o#(s,xp). Consideriamo
adesso un’altra soluzione dell’equazione differenziale, o*(t + s, (), che si ottiene prendendo o#(t,xg) e calcolandola
nel parametro shiftato ¢ + s; questa nuova funzione & banalmente ancora una soluzione dell’equazione differenziale, ma
per t = 0 soddisfa

o (04 s,2z9) = o*(s,x0)

ovvero o*(t+ s,x0) e ot (t,o*(s,xzp)) soddisfano la stessa equazione differenziale con la stessa condizione al contorno,
e di nuovo coincidono per il teorema di esistenza e unicita. Abbiamo quindi costruito una trasformazione che ha tutte
le proprieta di un sottogruppo abeliano:

1. o#(0,29) = zf ¢ la trasformazione identica;

2. la composizione di due trasformazioni ¢ ancora una trasformazione; fisicamente questa proprieta € ovvia, perche
corrisponde alla possibilita di percorrere un certo cammino (0, + s) in una volta sola o suddiviso in due tratti
(0,t) e (t,t + s).

3. per ogni o#(t,z) esiste 'inversa o*(—t,z0), in modo che o#(t, o (—t,x¢)) = (0, z0) = zf;

4. calcolare o*(t,o*(s,x0)) & equivalente a calcolare o#(s, o#(t,xo)) poiche t + s = s+ ¢;

3.5.3 Trasporto di Lie

Dato un intorno U C M e fissato il parametro ¢, la funzione o(¢,-) = o4(-) & una applicazione da M in M, che mappa
ogni punto x nel punto o;(x) in maniera invertibile e differenziabile, dunque ¢ un diffeomorfismo di M.
Dato un diffeomorfismo F : M — M possiamo definire le due applicazioni

F*:T,M — TpyyM  (push-forward)

Fo: TppyM — TyM  (pull-back)

che ci consentono di spostare forme e vettori sulla varieta:
Dato un campo vettoriale v e una sua curva integrale v(t) tale che v(0) = P € M, 'applicazione F' mappa ~ nella
curva F'(7y), che a sua volta definisce un nuovo vettore (F*v)p () applicato in F'(P) in questo modo:

g: M —R

(F*0)p(p))g = vp(go F)
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VI E(y)

F(P)

Figura 3.9: Mappa indotta da o

Se x* sono le coordinate di P e y* sono le coordinate di F(P):

()" () = 2L (0)

In questo modo possiamo definire il seguente rapporto incrementale

lim v(x+€) — (F*v)(z +¢)
e—0 €

E sufficiente considerare il cambio di coordinate all’ordine lineare:

=2t 4 e (z) + O(€?)

ox'+ oEH
v oK v
= 0" (z) 5 =¥ () + ev Y
V(@ + €€) = v(z) + €0 0" (2)
da cui per
iy L+ RO Z V) Z VG () — 7, 6
e— €

Definiremo derivata di Lie del campo v rispetto al campo £ il campo
Lev = (790" (x) —v"0,€") 0, = [§,v]”

Diremo inoltre che il campo v & invariante sotto il diffeomorfismo generato dal campo &(z) se il suo commutatore con
¢ e nullo. Osserviamo che la derivata di Lie LxY & ancora un campo vettoriale, inoltre

LxY =—-LyX

ﬁz(ﬁxy) + ﬁx(ﬁyZ) + ﬁy(ﬁzX) =0
In base a queste propriet, il modulo X(%%) (M) dei campi vettoriali sulla varieta M munito del prodotto £ : (10 (M) x
XLO(M) — 0 (M) forma Valgebra di Lie dei campi vettoriali, associata al gruppo dei diffeomorfismi di M.
Si puo mostrare che la derivata di Lie soddisfa la regola di Leibniz:

Le (fv) = fLev +E(f)v

La definizione di derivata di Lie puo essere estesa a tensori di rango arbitrario, imponendo che sia soddisfatta la regola
di Leibniz:
Le(w®w) = Le(v) ®w+ v Le (w)

Per estendere la definizione alle forme ricordiamo che se w € una forma e v & un vettore, w(v) & una funzione, dunque
Le(w(v)) = &(w(v)); se consideriamo il prodotto tensoriale w ® v abbiamo

Le(@®v) = Le (@) ® v +w® Le (v)
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Se supponiamo che la derivata di Lie commuti con 'operazione di contrazione, possiamo contrarre L¢(w®v) — Le(w(v))
e otteniamo

Le(w(v)) = Le (w) (v) +w(Le (v))
da cui

Le (W) (v) = Le(w(v)) —w(Le (v))
Una proprieta non banale che la L£¢(w) deve rispettare ¢ la C°°(M)-linearita nell’argomento: in componenti si ha

(Eéw)p af =& (wux”) — Wa (fpapxa - xpapga) = (8awu) ot + gawuaaxu - wugpapw“ + wuajp@pgﬂ =
= 2 (£"0aw)p + wu0,€")
= (ng)p = £%0qw, + w, 0,8

Sottolineiamo la differenza di segno rispetto alla derivata di Lie di un campo, analogamente a quanto avveniva per il

trasporto parallelo.
Per esercizio, applichiamo la derivata di Lie ad un tensore di tipo (2,1):

Le (TH o) = EP0,TH o — (8p€")T* o = (9p€")THP o + (0aE”)TH p
Infine, applichiamo la derivata di Lie alla metrica:

Le (guv) = E0pguv + (0u€”) gpv + (00€") Gup

Poiche L¢ (g,,) € un tensore perfettamente definito, deve essere possibile esprimerlo in funzione di quantita tensoriali.
In particolare si puo mostrare che se la torsione e nulla tutte le derivate ordinarie possono essere sostituite da derivate
covarianti:

‘CE (g/ﬂ/) = gpvpg;w + (vugp) Gpv + (Vy§p> Gup = Vv + V.8,
A questo punto possiamo definire una simmetria della metrica in termini della derivata di Lie: &(x) & un campo di
Killing se la derivata di Lie della metrica rispetto ad esso si annulla:

Leg=0
La derivata di Lie soddisfa la seguente proprieta: se £ ed 1 sono due campi vettoriali
Lie = [Le, Ln]

ovvero la derivata di Lie € un omomorfismo dell’algebra di Lie dei campi in se stessa. Per dimostrare questa proprieta
consideriamo Iapplicazione di L¢ ;) ad un vettore V:

LieqV =[&n,V]=

Per Jacobi abbiamo

= _anVLf] - [[‘/7 5]777} = [57 [777VH - [777 [67 V]] = ‘Cf (ET]V) - ‘CW (EEV) = [Eg,ﬁ,,]V

In base a questo risultato, se abbiamo due campi di Killing anche il loro commutatore sara un campo di Killing:

0= [Efa ‘CTI]g = E[{,n]g

in altre parole anche i campi di Killing chiudono una sottalgebra dell’algebra di Lie e scriveremo in generale

[€i(7),&()] = fiji(2)€k ()

dove le f;ji(x) sono le costanti di struttura dell’algebra. Un caso particolare & quando tali costanti di struttura sono
indipendenti dal punto x: in tal caso si ha

[€i(2), & (2)] = fijnér(x)

e si dice che i campi di Killing sono in involuzione.
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Il problema stazionario

Mostreremo adesso che se la metrica ammette un vettore di Killing di tipo tempo (ovvero tale che k*k, > 0) & possibile
costruire un sistema di coordinate tale che la geometria non dipenda dal tempo, ovvero % = 0 dove t ¢ la coordinata
temporale nel nuovo sistema. Siano dunque k*(y) un campo di Killing tale che per ogni y si ha k*(y)k,(y) > 0, e
¥ una ipersuperficie spaziale descritta da un set di coordinate z°, i = 1,2,3. Preso un qualsiasi punto {z{} € %,
considereremo la curva integrale di k* che lo contiene e ridefiniremo il parametro ¢ in modo che lo raggiunga per ¢t = 0:
in questo modo possiamo contrassegnare i punti di X con le coordinate (0, zj), mentre qualsiasi altro punto P della
varietd sard univocamente determinato dalle coordinate (¢, zf), dove t & tale che o({0,z{},t) = P. Le curve integrali

di k* sono definite dall’equazione
dot (N {t,xh}) i
o = P

ma in questo sistema di coordinate
A+t

montap ={ A0 s rnan ={

La derivata di Lie della metrica in queste coordinate assume la forma:
0= ‘Ckguu = kaaaguu + aukagoeu + aykagau = 6tguu =0

ovvero in queste coordinate la metrica risulta indipendente dal tempo. Un problema che gode di questa proprieta si
dice problema stazionario: la metrica si scrive come

goo gor Yoz Jos
gio

920 Gij

g30

Juv =

dove gli elementi sono indipendenti dal tempo, ma sono tutti diversi da zero in generale.

Il problema statico

Consideriamo il prodotto scalare k*g,, v dove v* & un qualsiasi vettore che sta sulla ipersuperficie: in questo sistema
di coordinate k* ha soltanto la componente 0, dunque

k" guv” = gouv” =

D’altra parte v” avra soltanto le componenti spaziali non nulle, dato che tutti i punti sulla ipersuperficie sono
caratterizzati dalla stessa coordinata temporale, dunque

kugpuvy = goiv"*

In altre parole, se v sta sulla ipersuperficie il prodotto scalare & funzione solo dei gg;: annullarsi di tali componenti
e equivalente all’ortogonalita di k* con un vettore qualsiasi sulla ipersuperficie. In tre dimensioni una superficie e
definita da un vincolo della forma f(z1,22,23) = 0, ed una base per lo spazio normale alla superficie & costituita dal
gradiente 77 = V f. In dimensione arbitraria, la generalizzazione del gradiente & fornita dalla derivata esterna, che pero
agisce su forme differenziali: la prima cosa da fare ¢ definire la forma k,, = g, k", dopodiche imporre una condizione
del tipo

k = wdf

dove w e una funzione arbitraria, oppure equivalentemente

kANdk=0
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Osserviamo che queste due proprieta sono molto stringenti, ad esempio in tre dimensioni corrisponderebbero all’an-
nullarsi del rotore del campo vettoriale k(Z), in ogni caso se il vettore di Killing soddisfa k A dk = 0, il problema si
dice statico e le componenti della metrica gg; sono identicamente nulle.

3.5.4 Simmetria sferica: la metrica di Schwartzschild
Nel caso ci trovassimo ad avere piu di un campo di Killing, vale il seguente teorema:

Teorema 3 (di Frobenius). Siano &1, ...,&y, campi di Killing. La condizione sotto cui possiamo scegliere un sistema di
riferimento tale che la geometria non dipenda da ciascuna delle coordinate associate ad ognuno dei vettore di Killing
e la sequente:

In caso i campi di Killing non commutino ma siano in involuzione, ovvero

[€i(7),&(2)] = fijibe(z)

le loro curve integrali si dispongono in modo da formare delle sottovarieta di M, di cui chiaramente i Killing saranno
campi tangenti. In questo caso si dice che i campi di Killing sono surface-forming.

Supponiamo ad esempio che la metrica dello spazio-tempo ammetta dei vettori di Killing che chiudono ’algebra
di SO(3): avremo quindi tre campi & (z), &2(z) e &3(x) tali che
[§i(2), &5 ()] = i€ijnh(z)

Si pud dimostrare, ma @ intuitivo, che le curve integrali dei tre campi &;(z) si disporranno in modo da chiudere delle
sfere Sy, ovvero delle sottovarieta 2-dimensionali che ci permettono di foliare la nostra varieta 4-dimensionale M.
Inoltre la metrica della sfera
dsg, = r? (d6? + sin® 0d¢?)
sara invariante sotto i diffeomorfismi indotti dai campi di Killing.
Esiste un altro utile teorema:

Teorema 4. Se una varieta n-dimensionale M possiede una sottovarietd m-dimensionale descritta da un set di campi
di Killing, e questa ¢ massimamente simmetrica, la metrica su M puo essere sempre scelta come

Gupdrtdz” = gizdv'dv’ + f(v)hapdu®du®

dove u® sono le m coordinate sulla sottovarieta, v' sono le restanti n — m coordinate, e hog € la metrica della
sottovarieta. In particolare non sono ammessi termini maisti della forma dv*du®.

La sfera Sy & massimamente simmetrica dunque possiamo scrivere la metrica dello spazio-tempo in questa forma
2 _ 2 2 2
ds® = A(a,b)da” + 2B(a,b)dadb + C(a, b)db* + D(a, b)dss,

dove r e t sono due ulteriori coordinate arbitrarie che contrassegnano le varie sfere, e insieme a 6 e ¢ ci consentono
di identificare un punto qualunque sulla varieta. Se r ¢ la coordinata radiale possiamo sempre scrivere r> = D(a, b)
cambiare variabile da (a,b) ad (a,r) o (b,r), in questo modo:

ds* = A(r,a)da® + 2B(r, a)dadr + C(r,a)dr* 4+ r*ds3,
Raccogliendo dei termini

B2(r,a)

ds* = A(r,a) <da + WdT’)z + <C(’”» @)= A2(r,a)

d2 2d2
o Jort e s,
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Se adesso ridefiniamo il parametro a come
t—t=a+ f(r,a)

si ha

dt = da+ frdr + foda = (1+ fo) <d“+ 1_{Tfrdr> - —it B <da+ 1ffrdT)

Allora, se scegliamo

possiamo riassorbire il termine misto e scrivere
ds? = A(r, t)dt* + B(r, t)dr® + ridsg,

La notazione standard ¢
d52 —_ 62a(r,t)dt2 o e?b('r‘,t)dT,Q o ’I"QdS%v
2

dove ¢ esplicita la dipendenza della metrica da due sole funzioni arbitrarie a(r,t) e b(r,t), che verranno determinate
in base alle equazioni di Einstein.
Per calcolare i Christoffel, che in linea di principio sono 40, possiamo sfruttare le quattro componenti dell’equazione
delle geodetiche:
i N

Tale equazione deriva da un principio di azione, con una lagrangiana di questa forma

L= /gwds/‘js" _ \/eza(r,t)t'z — 2b(rit) ;2 _ 202 — 42 gin? 9&2

Dobbiamo ricavare equazioni per %, i, ¢, 8, dunque deriveremo rispetto a £, 7, ¢, §. Cominciamo con la coordinata ¢:

doc d 2r2 sin® 0¢

iros @ -
T 0¢ T 2\/e2a(r,t)2§2 — e2b(rt) 42 _ 202 _ p2gip2 gqu

Se il parametro ¢ il tempo proprio o una sua trasformazione affine la radice puo essere sempre posta uguale a costante,
dunque questa equazione ci informa semplicemente che oggetto 72 sin 6¢ & conservato: riconosciamo infatti nella sua
espressione la componente del momento angolare ortogonale al piano che contiene il moto. Sviluppando abbiamo

di (7“2 sin? 9¢) = r2sin? 0¢ + 2r7 sin’ O + 212 sin 0 cos 0 = 0
-
Dividendo per 2 sin® 6:

.2 . .

o+ ;f¢+2cot99¢= 0

In questo modo, i Christoffel non nulli sono immediatamente visibili da questa equazione, avendo l’accortezza di
contare con un fattore 2 i simboli del tipo Fgg = F&, in questo modo si ha

1
ré, ==
T r
FZ’¢ = cot 0
Per la coordinata r:
d 2¢20(rt) . e2e(r) (24, )2 — e20(r) (2b,)72 — 2rh% — 2r sin® > 0
dr 2\/e2a(r,t)t'2 — e2b(rt) ;2 — p202 _ p2gip2 9&2 \/eza(r,t)t'z — e2b(rt) 2 _ 202 _ p2gin2 9(52
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Eliminando ancora una volta le radici:

62b(’r,t),i; + 262b(T,t),’;btt' + 262b(’r,t)br7',2 o 820,(7“,15) (ar)t'Q 4 €2b(T’t) (br)r2 4 ,’,0'2 4 T’Sin2 9¢2

Infine, dividendo per e20("1):

i 4 27byt + 20,72 — 2@ =0D) (g )2 (b,)72 4 1220 4 =2 gin? 92

In questo caso, i coefficienti dei termini del tipo q52 sono direttamente i Christoffel.
Il tensore di Einstein relativo a questa metrica é:

GY = 1_ e 2b(rt) (1 _ 2b/>

72 72 r

1 _ 1 a
G% = 7 — € Qb(T‘,t) (712 + 271)

r

/

, -V . . .
G2 — Gg — _e—2b(r,t) (a 2 alb/ + a// + a’r> _ e—2a(r,t) (_b +ab— b)

G(l) _ _%be—a(r,t)—b(nt)

dove con a’ e a si indicano rispettivamente le derivate rispetto a r e a t. Queste sono le uniche componenti del tensore
di Einstein diverse da zero. Al di fuori delle sorgenti si ha T"” = 0 dunque ’equazione da risolvere ¢ G, = 0: per
semplicita considereremo 1’equazione con un indice alzato, e scriveremo

0=G)—-Gi = % (b +a')e 2D =
allora b(r, t) + a(r,t) puo soltanto essere una funzione del tempo:
b(r,t) + a(r,t) = f(t)
Dall’elemento G§ scopriamo inoltre che b= 0, dunque b ¢ funzione soltanto di r:
a(r,t) = =b(r) + f(t)
Se ricordiamo ’espressione della metrica:
ds? = e 20 +2f () g42 4 ..

ma se ridefiniamo un nuovo tempo t’ tale che
dt’ = e Wat

ovvero risolviamo 1’equazione % = e2f(t) possiamo riassorbire la funzione f (t) in modo da avere
a(r,t) = —b(r)

dunque anche a dipende soltanto da r: scegliendo opportunamente il tempo sia a che b ne diventano indipendenti, il
che ci permette di semplificare notevolmente gli elementi G3 e G3

/ /
G2 =G5 = — 20t <a/2 G M b >
,

Osserviamo che l'indipendenza dal tempo non ¢ stata imposta, bensi ¢ una conseguenza delle equazioni del moto: ci
aspettavamo questo risultato perche per il teorema di Gauss il flusso attraverso una sfera di raggio R che racchiude una
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sorgente di massa M sara sempre &£, indipendentemente dalla sua forma. A questo punto ¢ sufficiente determinare

R
b(r), usando G:

Moltiplichiamo tutto per r2:
1—e 20 (—r2b +1) =0

Riconosciamo nel secondo addendo la derivata rispetto a r di re=20("):

d —2b(r)\ _ —2b(r) _ A — 2a(r)
1_dT(T€ )—O:>e = 1_7" =e

Per determinare la costante A consideriamo il limite newtoniano, in cui la componente ggg della metrica deve ridursi

al+ ngyz
2GM
A= 5
c
La metrica cosl ottenuta
2GM dr?
2 _ 2 2 2 .2 2
dS = <162r>dt 7@*7" (d0 + sin 9d¢ )

e la cosiddetta metrica di Schwartzschild ed e la piu generale soluzione a simmetria sferica al di fuori della sorgente:
tale soluzione ci permette quindi di determinare la dinamica dei pianeti in funzione della curvatura nello spazio
generata dalla sorgente. Viceversa, la soluzione delle equazioni di Einstein all’interno della sorgente, dove il tensore
energia-impulso non & piu identicamente nullo, ci consente di determinare la dinamica interna della sorgente.

Osserviamo che la metrica di Schwartzschild presenta due singolaritd, una per r = 0 e una per rg = 28M

02

Trascuriamo per il momento la singolarita in » = 0 e consideriamo l'altra: per tale valore del raggio, detto raggio
gravitazionale o di Schwartzschild, g, si annulla e g, diverge. Questo problema puo essere affrontato in due modi, uno
pill pragmatico e uno concettuale: I'approccio pragmatica suggerisce che per gli oggetti celesti come la terra e il sole il

raggio di Schwartzschild cade sempre all’interno della stella, ovvero in una zona dove la soluzione di Schwartzschild non

vale piu, pertanto la singolarita e soltanto apparente. L’approccio concettuale invece prende sul serio la singolarita: si
studiano i casi in cui ¢ puo effettivamente cadere all’esterno della stella, come accade nel collasso gravitazionale, e si
cerca di capire se questo comporti veramente una singolarita della metrica o se questa sia soltanto un artefatto della
scelta di coordinate; si pud mostrare in effetti che esiste un sistema di coordinate (dette coordinate di Kruskal) in cui
la singolarita per » = r scompare e resta soltanto quella per per r = 0.

Tuttavia la singolarita per r = r¢ ha una caratterizzazione geometrica non banale: la metrica di Schwartschild

infatti ¢ indipendente dal tempo, ovvero esiste un campo di Killing & = % con norma positiva. Ma la norma e
banalmente fornita da gog = 1 — 2PGQ]TW , € questo implica che sulla superficie r = 74 il campo di Killing passa da

time-like a light-like, mentre all’interno di questa superficie diventa addirittura space-like. La conseguenza principale
¢ che la metrica perde la sua indipendenza dal tempo, perdendo il suo campo di Killing time-like: la superficie su cui
il campo di Killing diventa light-like si dice orizzonte di Killing.

Moto di una particella test

In assenza di altre interazioni oltre a quella gravitazionale il moto di un pianeta test avverra lungo geodetiche.
Esplicitamente i campi di Killing relativi alla simmetria SO(3) della metrica di Schwartzschild si possono esprimere
come

&=L i=1,2,3

dove con L; si intende l'espressione delle componenti del momento angolare in termini di operatori differenziali: ad
esempio per la terza componente

0

&= 5
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Sappiamo che in caso di moto geodetico ad ognuno dei tre vettori di Killing & associata una legge di conservazione:
i-& =G

dove ognuna delle tre leggi rappresenta la conservazione delle tre componenti del momento angolare. Dalla conserva-
zione del momento angolare deduciamo due cose: la conservazione della direzione ci informa che il moto e planare e ci
consente di scegliere un piano comodo per i calcoli, mentre la conservazione del modulo impone che

r? sin? 9(;'5 =cost =L

Osserviamo che la costante L ha dimensioni di un momento angolare diviso una massa. Avevamo gia ricavato
questa condizione cercando i Christoffel per la metrica di Schwartzschild. Osserviamo che fuori dalla superficie di
Schwartzschild abbiamo anche un quarto campo di Killing, dovuto all’indipendenza dal tempo:

0

ftza

Tale campo fornira una ulteriore legge di conservazione, che assoceremo alla conservazione dell’energia
&z =cost=FE

L’equazione di conservazione dell’energia della meccanica classica viene sostituita in relativita generale viene sostituita
dall’equazione di conservazione dell’espressione /g, "2, legata al ds? del pianeta test: nel caso il pianeta test abbia
una massa M & sempre possibile porre /g, &#&¥ =1 (se &* indica la derivata rispetto al tempo proprio), mentre se
l'oggetto test € una particella massless come il fotone dovremo imporre /g, t#&” = 0.

Considerando per primo il caso massivo avremo:

2GM . 1 . .

r

Nel piano 6 = 7 si ha 62 =0 e sin® 0 = 1, dunque

. L
T2¢:Lj¢:—2
r

Se ricordiamo che &; - & = E possiamo scrivere

. 2GM \ .
goud" = goot = (1— )t:E

r
- FE
=1 1— 2G M
s
da cui ) )
FE T
1= e
2G 2GM
1— == 11— ==

Portando alcuni termini a primo membro

139



Il termine (1 - QGTM) (1 + f—j) rappresenta un termine di potenziale effettivo: abbiamo quindi ridotto il problema a

un moto unidimensionale nella variabile r. Svolgendo il prodotto:

M I ML?
2 26M P 2GML

r r2 r3

2GM L>
3

costituisce la predizione originale della relativita generale. Un termine del genere non era sconosciuto agli astronomi:
infatti, nello sviluppo in multipoli del potenziale newtoniano di una sorgente non perfettamente sferica (come il sole),
la prima correzione utile ¢ il termine di quadrupolo che ha esattamente un andamento del tipo %3

Un calcolo analogo in meccanica classica avrebbe prodotto gli stessi termini, escluso il termine cubico che

L’effetto del nuovo termine ¢ il seguente: in meccanica classica inoltre il moto kepleriano € uno dei pochi esempi in
cui le orbite sono chiuse grazie alla presenza del vettore di Runge-Lenz, una ulteriore costante del moto che permette di
estendere la simmetria SO(3) di un potenziale radiale generico a SO(4). Il termine cubico distrugge questa simmetria
e impedisce la chiusura delle orbite. Cercheremo adesso un’equazione per 'orbita 7(¢):

dr _drdr 7
dp — drdp 4
rz(j.) =1L
L2 2GM  2L2GM dr\?* L2
- (5 () ey

I termini generici sono potenze negative di r, questo ci suggerisce di introdurre la variabile

Ll i
T T de r2de

2
:L%%JGMu—XMH%F+H<2O::w—U

Deriviamo rispetto a ¢:

du du du du d%u
2L%2u— —2GM — —6GML*W>— +2I%* | — ) [=— ] =0
5 do e T ) \ag
d%u GM 3GM ,
= ?& +u— ? — C2 u =0

Se trascuriamo il termine 322M u?, I'equazione appena scritta descrive il moto di un oscillatore armonico immerso in

campo gravitazionale costante: la soluzione di questa equazione & della forma

u= Acos(¢—¢o)+ B

ovvero un moto armonico dove B = Ci]\z/[ rappresenta lo spostamento del punto di equilibrio (altrimenti in u = 0)

dovuto al campo gravitazionale. Poiche u = % otteniamo la traiettoria in coordinate polari

1 GM
- :ACOS(¢*¢0)+?

che corrisponde all’equazione di un’ellisse, parametrizzabile in termini di oggetti noti in astronomia:

1
u=—(14ecosd)
p
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dove e = ‘é—fé & Peccentricita e p = a(l — €?) = % Se consideriamo anche il termine correttivo 3GMu2 non e
piu possibile trovare una soluzione esatta ed ¢ necessario un approccio perturbativo: partiamo con il con&derare il
rapporto
:3%72Mu2 _3u2L2 B 3 ( 2¢) s 2¢2 _i
CZJ;I - 2 22 - 2 T 2

dove v, ¢ la velocitd tangenziale del pianeta: per un pianeta come mercurio il rapporto vale 7.7 - 1078, e approccio
perturbativo & ben giustificato. Scriveremo allora la soluzione completa v come un termine di ordine 0 e un termine
di ordine 1:

U = Ug + U

dove ug ¢ la soluzione in assenza di perturbazione. In questo modo ’equazione del moto completa si scrive

¢u o GM3GM

432 2 R
Puy Py GM  3GM ,
g2 T dgr d¢2 Fuo = T — =5 (wo+ )" =0

11 coefficiente del termine quadratico ¢ gia del prim’ordine, per cui possiamo approssimare (ug + u1)? ~ u2, inoltre
) 0>
poiche wug soddisfa le equazioni del moto i termini corrispondenti scompaiono e rimaniamo con:

A2 3GM

7452 +uy = CTUO
Introducendo la forma esplicita di ug abbiamo

3GM , 3GM 3GM 3GM _, ,

" —2 2 —2 — —2
Uy U = ——uy = —— 1+ ecos = +
1 1 2 0 2 p ( ¢) o2 p 2 p

€cos @

Fortunatamente ’equazione per u; € lineare, dunque possiamo utilizzare il principio di sovrapposizione per risolvere
separatamente i tre contributi, sommandoli alla fine. Con il metodo della variazione delle costanti si trova

A MV =c
%Acosqﬁ —uy = uf) = %qﬁsingb
Acos? ¢ uf) = %C — % cos 20

Verifichiamo ad esempio la seconda:

GM
) +u = 2 p2ecos¢

C
1= §¢Sin¢
C
o = 3 (sin ¢ + ¢ cos @)
1 C
U= (cos ¢ + cos d — ¢ sin @)
= v +u=—=cos¢p
E sufficiente quindi prendere C' = 3CC:2M p ‘= 3?;% 2
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3.6 I test della relativita generale

3.6.1 1° test: precessione del perielio di Mercurio

Sappiamo che il termine cubico nell’equazione del moto fa si che I'orbita non sia chiusa, ma non sappiamo quale
dei tre termini correttivi alla funzione ug sia il vero responsabile: per capirlo, osserviamo che finche la funzione %
e uguagliata ad una funzione periodica dell’angolo l'orbita rimarra chiusa per deﬁnizione La correzione costante al
piu correggera il semiasse maggiore, cosi come la parte costante del termine A — cos 260, mentre il termine residuo
contiene comunque una funzione periodica che non altera la chiusura dell’ orblta. L unico termine che agisce in tal

. . . . . 2
senso e gqbsm ¢, per cui considereremo la correzione ug + ug ).

2
22L2¢sm¢ M(l—!—e(cosqﬁ—kg]\ng ¢bln¢>)

A questo livello di approssimazione, poiché per ¢ € (0,27) la quantita 31242252;2 ¢ & piccola e possiamo scrivere

M 3M2G?
UNﬁ (1+€COS<1—W>¢>

Infatti sviluppando il coseno della differenza:

u=p ' (1+ecosg)+

3M2G? 3M3G 3M3G 3M2G
cos(l—W)qS:cosgbcosL2¢+sin¢sin 77 ¢ ~ cos¢+ 72 ¢sm¢

In questo modo & banale capire l'effetto della modifica: la perturbazione gravitazionale altera il periodo del coseno, in
modo che per ¢ € (0,27) la funzione non torni in se stessa. Il nuovo periodo ¢ dato da

2w
T = W > 2
c2L?
ovvero 'orbita non si chiude per un tratto
2 6mG>M? 6mm
L¢ = 3Z2M2_27r: 7r2[/2 = - 2
1 — 573 c a(l — e?)

Sostituendo i valori sperimentali per a ed e si ottiene come risultato

Ag

=29 "
N 42.98" / secolo

Poiche il contributo di quadrupolo del campo gravitazionale classico ha la stessa forma della correzione esatta dovuta
alla relativita generale dobbiamo verificare se le due correzioni sono confrontabili: il campo gravitazionale classico del

sole e dato da _,
x)z—G/ )t
|7 — 2|

Possiamo effettuare lo sviluppo in multipoli

Al prim’ordine avremo




dove
1

- 2
MyRj
Una ipotesi ragionevole ¢ che il sole sia un ellissoide un po bombato, con simmetria azimutale e per riflessione rispetto a

un piano orizzontale che passa per il suo centro: in tal caso I'integrale relativo al momento di dipolo € necessariamente
nullo (anche percheé la carica gravitazionale, la massa, & solo positiva). Il primo contributo non nullo & quello di

J, = / p(Z)r' Py (cos 0)dPa’

quadrupolo:
GMy 1GMyJoR3
p=—T0 ST
r 2 r
La correzione dovuta al quadrupolo dunque &
1 JoR? 1
A¢quad = 20 A¢Einstein

9 GM, 2
2850 a(l-e€?)
Se sommiamo i due contributi otteniamo

J2 "
Aror = 42.98" +0.013 (107)

Il peso relativo della correzione di quadrupolo ¢ stabilito da Js: sperimentalmente abbiamo che
Jo <05-107°

= Apyor ~ 42.98" +0.5" ~ 43"

La correzione lascia il risultato intorno ai 43", dunque la previsione ¢ insensibile alla non perfetta sfericita del sole.

3.6.2 2° test: deviazione dei raggi di luce

Poiche i raggi di luce trasportano energia, anch’essi risentiranno della metrica dovuta alla sorgente sferica curvando la
loro traiettoria. Questa fu la prima verifica sperimentale della relativita generale, dovuta a Eddington, anche se c’e il
forte sospetto che I'esperimento non sia stato effettuato con le dovute misure. Il punto di partenza e lo stesso del caso
di un pianeta massivo, ma stavolta la costante \/W deve essere presa uguale a zero, inoltre poiche classicamente
i raggi di luce non risentono dell’attrazione gravitazionale deve sparire anche il contributo di campo gravitazionale
costante. L’equazione corrispondente ¢ quindi

' +u=3mu® (G=c=1)

dove l'apice ancora indica la derivata rispetto all’angolo ¢. L’approccio perturbativo in questo caso & giustificato se
possiamo considerare 3mu? una piccola perturbazione rispetto ad u: con una stima grossolana possiamo considerare

la massa del fotone pari a hiv = mc? e ottenere
2

3m ~ 1076
u

Il risultato in realta & sbagliato per un fattore 2, ma & comunque un risultato sufficiente: consideriamo quindi un
raggio di luce che si muove verso un pianeta con parametro d’impatto b:
La soluzione imperturbata ¢ data da
sin ¢
b

ug +up =0=uy =

che corrisponde a
1 sin
- = b¢ = rsinf = b = costante
r
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Figura 3.10: Deviazione di un raggio di luce
L’equazione per la perturbazione allora diventa

3{)—? (1 — cos® ¢)

"
Uy +uy =

. - . R 3
La correzione significativa per questo caso ¢ la ug ).

3m

2

3) _ 3m 1
Ut =59 (1 ~3 cos 2¢>

C:

da cui

sin ¢ 1
+ 1——-cos2
b 2b2 ( 3 (b)
Per determinare la deviazione asintotica dalla traiettoria libera, ovvero l’angolo ¢,, dobbiamo mandare r — oo
nell’espressione dell’orbita. Poiche ci aspettiamo che ¢, sia piccolo possiamo espandere seno e coseno:

Doo 1 2m
Poo (4 _ = -2
0= +2b2 3) = P b

u =

Siamo interessati all’angolo di scattering A¢, che ¢ legato a ¢ dalla relazione

dm  4Gm

b~ %
Un altro modo per verificare questo effetto ¢ collocare su due pianeti un emettitore e un ricevitore, e misurare la
differenza di tempo nella propagazione dei segnali a seconda che il sole si trovi o meno tra i due pianeti. Per fare

Ap =20 =

questo conto, si riscrive I'’equazione di conservazione dell’energia ma stavolta in termini del tempo:

2
72 = E? - <1>L2
T T

Quindi si usa il fatto che % ¢ legato al raggio di massimo avvicinamento al sole rg:




Questa equazione si puo risolvere per quadrature, e si ottiene che il tempo per arrivare da r partendo da rg &

Todr 1
t(r,ro) :/ S
0 - T

raggio laser o a radiofrequenza

O O

terra Viking
Figura 3.11: Esperimento della sonda Viking

Il tempo necessario al raggio per arrivare dalla terra alla sonda e:

t= t(’l“l, To) + t(’l"g, 7“0) =110

Ci ricordiamo che 2:2? ¢ piccolo, dunque possiamo approssimare l'integrale

1 1
r 2\ T3 2 1 2 _ 2.2 _ 2
t(r’ro):/ ( g) (1+m+mro>2 fr2 2 4 omlog [ TEYTE 10 +m(7‘ro)
ro r r r(r+ro) c ro r+ro

Restaurando la costante ¢, osserviamo che %\/TQ — r3 ¢ esattamente il tempo che impiegherebbe il raggio se si muovesse
in linea retta. Per migliorare la precisione possiamo considerare oltre all’andata anche il ritorno del raggio, per cui

(i + V=) (r2+ V2= 13) +2m<\/r1—ro+\/r2—ro)

At = 2t15 — 2 r%—r%—2\/r§—r8:4mlog 5

U 1+ 1o r9 + 170

Nell’approssimazione in cui rg < r1,r2, otteniamo infine

4
At = 4m <1og ( r12T2) + 1)
To

Sostituendo i valori otteniamo At = 72Km = 240us, in accordo con i dati della sonda Viking.

3.6.3 3° test: emissione di quadrupolo

Avevamo visto che un sistema binario in teoria emette energia sotto forma di onde gravitazionali, e conseguentemente
il suo periodo di rotazione diminuisce: questa diminuzione ¢ misurabile sperimentalmente, e puo portare ad una misura

indiretta dell’energia delle onde gravitazionali emesse. L’esperimento fu effettuato e trovo accordo con la relativita

1

Tooo» fruttando all’autore il premio Nobel.

generale nell’ordine di

3.7 Esercizi

1. Mostrare che variando rispetto a g*” ’azione del campo scalare

5= / A2/ =GV 1§V u
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10.

si ottiene il tensore energia-impulso

1
T,uu = a,u.(ybal/gb - ggaﬁaagﬁaﬁd)

Determinare le equazioni del moto della particella libera e del fluido perfetto imponendo che i rispettivi tensori
energia-impulso siano covariantemente conservati.

Calcolare il potenziale del sole nel sistema solare e controllare 'entita della deviazione di ¢°° dall’unita.
Verificare che nella teoria linearizzata il tensore di Riemann trasforma come

R apr = PR auv T € (BV“A()‘W - VVA()\X#)
Hint: alcuni termini utili si cancellano dunque vanno sommati e sottratti a mano.
Calcolare il momento di quadrupolo del sistema binario, data la componente

T = M§ (mg) (6 (;C}l —rcosQt)d (mg —rsinQt) 46 (xi +rcosQt) o (mi + rsinQt))
e la relazione
Qi = 3/d3yyiyjfoo

Calcolare il flusso di energia gravitazionale di un sistema binario usando il G, linearizzato, e verificare che esso
scala col modulo quadro del momento di quadrupolo Q;;.

trovare i vettori di Killing della metrica piatta, e mostrare che ad essi corrisponde la conservazione dell’impulso
e del momento angolare.

Considerare un gruppo, e il campo vettoriale che definisce le traslazioni destre: trovare le linee integrali e scoprire
che sono definite dall’esponenziale e’

Determinare i simboli di Christoffel relativi alla metrica con simmetria sferica, usando ’equazione delle geode-
tiche.

Scrivere ’espressione del vettore di Runge-Lenz.
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