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Capitolo 1

Relatività ristretta

Tra la fine dell’800 e gli inizi del 900 alcuni esperimenti (tra cui quello di Michelson e Morley) indussero Einstein a
formulare due postulati:

1. Postulato di relatività: le leggi della “fisica” sono le stesse in tutti i sistemi di riferimento inerziali, in altre
parole non esiste un sistema di riferimento inerziale privilegiato.

2. Esistenza di una velocità limite: La velocità della luce in un sistema di riferimento inerziale è una costante
indipendente dalla sorgente che la emette.

La formulazione del primo postulato è equivalente a quella che si dà in relatività galileiana, anche se in tal caso
si parla di leggi della meccanica. Abbiamo messo “fisica” tra virgolette perchè al momento della formulazione del
postulato la gravità ne è esclusa, quindi sono incluse soltanto le leggi dell’elettromagnetismo, delle interazioni forti e
delle interazioni deboli.

In realtà stiamo nascondendo una parte del postulato, una sorta di postulato 0, che recita più o meno cos̀ı: lo
spazio fisico in un sistema di riferimento inerziale è omogeneo, isotropo, e la geometria che descrive lo spazio è quella
euclidea. Senza questa precisazione non sapremmo neanche calcolare la distanza tra due punti, perchè il teorema di
Pitagora non sarebbe definito. Inoltre, il tempo è omogeneo, ma non isotropo (il secondo principio della termodinamica
stabilisce una ”freccia” del tempo), e sebbene le leggi della meccanica e dell’elettromagnetismo siano invarianti sotto
time reversal, bisogna fare comunque attenzione ad includere l’isotropia del tempo tra le ipotesi del postulato.

I sistemi di riferimento inerziali, in relatività galileiana, sono quelli per cui valgono le tre leggi della dinamica, ma
questa definizione non funziona in relatività speciale: ad esempio il terzo principio della dinamica, il principio di azione
e reazione, è incompatibile con il secondo postulato che vieta le interazioni istantanee tra due corpi. Con queste nuove
definizioni, un sistema di riferimento inerziale è un sistema in cui vale il primo principio della dinamica: un corpo non
soggetto a forze o sta fermo o si muove di moto rettilineo uniforme. Da questa definizione concludiamo che i sistemi
di riferimento inerziali possono muoversi soltanto di moto relativo rettilineo uniforme.

La richiesta di omogeneità dello spazio implica l’ipotesi che dal punto di vista delle misurazioni i punti dello spazio
sono indistinguibili, cioè la fisica è invariante per traslazioni. In linguaggio matematico, esiste una isometria che
connette due punti qualsiasi dello spazio.

La richiesta di isotropia, viceversa, rappresenta l’ipotesi che le misurazioni non dipendano dall’orientazione del
nostro sistema di riferimento, cioè le rotazioni devono essere una simmetria delle leggi della fisica: dovremo usare
oggetti con proprietà ”buone“ di trasformazione sotto rotazioni, come scalari, vettori, tensori.

Infine, l’omogeneità del tempo implica che le misure non devono dipendere da come scegliamo l’origine dei tempi.
Il secondo postulato è una riformulazione teoretica dell’esperimento di Michelson e Morley. I due scienziati con-

frontarono due sistemi di riferimento con velocità relativa di circa 30Km/s, ma adesso la verifica sperimentale del
postulato raggiunge precisioni molto maggiori, sfruttando ad esempio il decadimento del π0 in due fotoni.

4



1.1 Le trasformazioni di Lorentz

Con questi due postulati come ipotesi, possiamo provare a dedurre la forma delle trasformazioni di Lorentz. Suppo-
niamo di avere due sistemi di riferimento inerziali, K e K ′, con coordinate rispettivamente x, y, z, t e x′, y′, z′, t′, e in
moto relativo tra loro con velocità v:

Figura 1.1: Sistemi di riferimento in moto relativo

Sfruttando l’omogeneità del tempo, fissiamo l’origine dei tempi nel sistema di riferimento K in modo che a t = 0, le
origini degli assi di K e di K ′ coincidano, e nel sistema K ′ questo avvenga per t′ = 0. Supponiamo inoltre che i due
sistemi di rifermento siano provvisti di detector per rivelare l’arrivo di raggi di luce: infatti, nell’origine degli assi di
K ′ è posizionata una sorgente che a t = t′ = 0 emette un fronte d’onda sferico.

La forma del fronte d’onda dovrà essere regolata nel sistema K da un’equazione del tipo

x2 + y2 + z2 − c2t2 = 0

e per il postulato di relatività dovrà avere la stessa espressione in ogni sistema di riferimento inerziale, che altrimenti
potrebbe accorgersi di essere in movimento rispetto a K semplicemente osservando una forma diversa del fronte. In
particolare in K ′ avremo:

x
′2 + y

′2 + z
′2 − c2t

′2 = 0

Per il secondo postulato, la velocità della luce sarà in entrambi i casi pari a c. Questa equazione è quadratica, e la sua
forma ci ricorda il teorema di Pitagora e l’espressione della distanza tra due punti; cercheremo adesso di determinare
le trasformazioni che permettono di connettere i due sistemi di riferimento inerziali K e K ′. In entrambi dovrà valere
il principio di inerzia: se un corpo non è soggetto a forze in K non lo sarà neanche in K ′, dunque le trasformazioni
che cerchiamo sono quelle trasformazioni che mandano moti uniformi in moti uniformi. É possibile dimostrare che le
uniche trasformazioni di questo tipo sono trasformazioni lineari, ovvero della forma

x′ = a11x+ a12y + a13z + a14t

y′ = a21x+ a22y + a23z + a24t

z′ = a31x+ a32y + a33z + a34t

t′ = a41x+ a42y + a43z + a44t

Abbiamo orientato gli assi in modo che x ≡ x′, e che la velocità relativa tra i due sistemi sia parallela all’asse x,
dunque ci possiamo chiedere che forma abbiano queste trasformazioni lineari nel piano ad esso ortogonale. Poichè
l’orientazione degli assi y′ e z′ è arbitraria, le trasformazioni dovranno essere invarianti per rotazioni nel piano yz, e
l’unico modo per realizzare tale richiesta è che

y′ = y
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z′ = z

Inoltre, se le trasformazioni sono lineari, l’unica possibilità è che la quantità x2 + y2 + z2 − c2t2 sia mandata nella
quantità x

′2 + y
′2 + z

′2 − c2t′2 a meno di un fattore di proporzionalità:

x2 + y2 + z2 − c2t2 = λ(v)(x
′2 + y

′2 + z
′2 − c2t

′2)

dove λ(v) può dipendere soltanto dalla velocità relativa v. Invertendo il ragionamento, possiamo pensare al sistema
di riferimento K, che si muove con velocità −v rispetto a K ′, in questo modo

λ(−v)(x2 + y2 + z2 − c2t2) = x
′2 + y

′2 + z
′2 − c2t

′2

da cui
λ(v)λ(−v) = 1

Inoltre, poichè lo spazio è isotropo, λ non può dipendere dal segno di v, dunque λ(v) ≡ λ(|v|), e quindi

λ2(|v|) = 1⇒ λ(|v|) = ±1

Banalmente, -1 è scartato poichè per le nostre ipotesi se v = 0 i due sistemi coincidono, dunque l’equazione del fronte
d’onda dovrà essere esattamente la stessa.

In generale, se il raggio non partisse da (x, y, z, t) = (0, 0, 0, 0) ma da un generico punto (x1, y1, z1, t1), le equazioni
per il fronte d’onda sarebbero

(x− x1)2 + (y − y1)2 + (z − z1)2 − c2(t− t1)2 = 0

(x′ − x′1)2 + (y′ − y′1)2 + (z′ − z′1)2 − c2(t′ − t′1)2 = 0

Nel nostro caso particolare, poichè abbiamo visto che y = y′ e z = z′, uguagliando le due equazioni otteniamo

x2 − c2t2 = x
′2 − c2t

′2

Dobbiamo quindi cercare le trasformazioni che lasciano invariata la forma quadratica

(ct, x)
(
−1 0
0 1

)(
ct

x

)
Per semplificare le cose, consideriamo l’espressione

x2 + c2t
′2 = x

′2 + c2t2

o introducendo le coordinate x1 = x e x0 = ct

x2
1 + x

′2
0 = x

′2
1 + x2

0

Nell’ipotetico piano x1x
′
0, l’espressione x2

1 + x
′2
0 rappresenta la distanza dall’origine, dunque le trasformazioni che

mandano la coppia (x1, x
′
0) nella coppia (x′1, x0) lasciando invariata la forma quadratica sono delle trasformazioni

ortogonali:
x′0 = x0 cos θ − x′1 sin θ

x1 = x0 sin θ + x′1 cos θ

Invertendo, troviamo che
x′0 =

x0

cos θ
− x1 tan θ
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x′1 = −x0 tan θ +
x1

cos θ
L’origine delle coordinate di K ′ è x′1 = 0, da cui segue che tale punto nel sistema K ha legge oraria x1 = sin θx0;
tuttavia sappiamo anche che tale punto scorre lungo l’asse x1 con legge di moto x1 = v

cx0, e da questo ricaviamo
l’identificazione β ≡ v

c = sin θ. A questo punto possiamo definire cos θ =
√

1− β2 e tan θ = β√
1−β2

≡ γβ. Le

coordinate nel sistema K ′ si riscrivono allora più brevemente come

{
x′0 = γ(x0 − βx1)
x′1 = γ(x1 − βx0)

 x0 = ct

β = v
c

γ = 1√
1−β2


Queste relazioni si possono invertire e si ha semplicemente{

x0 = γ(x′0 + βx′1)
x1 = γ(x′1 + βx′0)

La prima cosa che impariamo è che il luogo dei punti per cui x′0 ± x′1 = 0 coincide con il luogo dei punti per cui
x0 ± x1 = 0:

x′0 ± x′1 = γ(x0 ± x1 − β(x1 ± x0)) = γ(1 + β)(x1 ± x0)

Ma queste equazioni corrispondono alle traiettorie dei raggi di luce nel piano: questo significa che tali traiettorie sono
conservate dalle trasformazioni di Lorentz. Gli assi del sistema K ′ si ottengono osservando che un punto sull’asse x′

ha equazione di moto x1 = v
cx0 con v < c dunque l’asse x′ sarà rappresentato come una retta inclinata di un angolo

θ ∈ [0, π4 ]; per quanto riguarda l’asse temporale, si ottiene immediatamente osservando che la retta x0 = x1 e la retta
x′0 = x′1 devono coincidere.

Figura 1.2: Sistemi di riferimento inerziali

Abbiamo visto come la simultaneità sia diventato un concetto relativo, e le traiettorie di tipo light-like si possano
esprimere come rette inclinate a 45o rispetto all’asse x. La traiettoria dell’origine del sistema K ′, secondo le trasfor-
mazioni di Lorentz, non è altro che il moto della sua origine, dunque è descritto dalla legge x = vt: poichè la bisettrice
del vecchio sistema deve essere la bisettrice anche del nuovo, otteniamo automaticamente l’asse t′ se facciamo in modo
che quest’ultimo formi con l’asse t lo stesso angolo che x′ forma con x. Consideriamo un evento O, e da esso facciamo
emettere due raggi di luce, uno in direzione x positiva, e l’altro in direzione x negativa: le traiettorie dei due raggi
saranno quindi inclinate a 45o e 135o, e se pensiamo O come il centro di una stanza, i due raggi nel sistema K raggiun-
geranno le pareti opposte dopo uno stesso tempo δt. Per vedere questo fatto tracciamo la parallela rispetto all’asse x
passante per il punto (a, δt), e osserviamo che automaticamente passa anche per (−a, δt). Nel sistema K ′, invece, le
due rette parallele a x′ passanti per i punti (a, δt) e (−a, δt) corrispondono a tempi t′1 e t′2 diversi, il che significa che
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l’arrivo dei due raggi di luce alle rispettive pareti non è più simultaneo.

Figura 1.3: Relatività della simultaneità

Introdurremo dunque il concetto di causalità, e cercheremo di scoprire come le trasformazioni di Lorentz influiscono
sull’ordinamento degli eventi. Definiamo la quantità

s2 = c2t2 − x2 − y2 − z2

che per il postulato di relatività è invariante sotto trasformazioni di Lorentz, e introduciamo il quadrivettore

xµ =


x0

x1

x2

x3

 =


ct

x

y

z


Se introduciamo anche la matrice 4× 4 ηµν , detta matrice di Minkowski :

ηµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


allora vediamo che possiamo riscrivere l’invariante di Lorentz s2 in questo modo:

s2 =
4∑

µ,ν=1

ηµνx
µxν

oppure, usando la convenzione di Einstein sugli indici ripetuti:

s2 = ηµνx
µxν

o ancora, in notazione matriciale
s2 = xT ηx

In questa notazione, una trasformazione di Lorentz è un’applicazione lineare dallo spazio di Minkowski R4 in se stesso:
(x′)0

(x′)1

(x′)2

(x′)3

 =


γ −γβ 0 0
−γβ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




x0

x1

x2

x3


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(x′)µ = Λµ νxν

Se definiamo γ = cosh Φ, dove Φ è la cosiddetta rapidità, possiamo riscrivere la matrice Λ come

Λµ ν =


cosh Φ − sinh Φ 0 0
− sinh Φ cosh Φ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


In questo modo Λ somiglia molto ad una matrice di rotazione, a parte un segno ed il fatto che non sono coinvolte
le funzioni trigonometriche ma quelle iperboliche: scopriremo infatti che le trasformazioni di Lorentz non sono altro
che una generalizzazione delle rotazioni spaziali ad uno spazio come quello di Minkowski, dove il prodotto scalare è
diverso da quello euclideo. Infatti, il prodotto scalare euclideo in 4 dimensioni è definito dalla matrice

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


e il gruppo ordinario delle rotazioni in 4 dimensioni conserva la distanza definita da

s2 =
4∑
i=1

(xi)2

ovvero una distanza di tipo euclideo (teorema di Pitagora): le funzioni coinvolte da tali trasformazioni sono quelle
trigonometriche.

Al contrario, a causa della segnatura diversa della matrice η, il prodotto scalare e quindi la distanza da esso definita
non sono quelli euclidei, e le trasformazioni che lasciano invariata la distanza potranno coinvolgere funzioni differenti
da quelle trigonometriche, come in questo caso in cui abbiamo le funzioni iperboliche.

Per quanto riguarda le trasformazioni di Lorentz, dire che la distanza s2 è conservata implica che

(x′)µηµν(x′)ν = xµηµνx
ν

dove (x′)µ = Λµ νxν , da cui segue
xαxβΛµ αΛν βηµν = xµηµνx

ν

e rinominando gli indici muti µ, ν in α, β al secondo membro, scopriamo che le trasformazioni di Lorentz soddisfano a

Λµ αΛν βηµν = ηαβ

In forma matriciale questa relazione si scrive come

ΛT ηΛ = η

dove ΛT è dovuto al fatto che l’indice µ della matrice Λµ α non è immediatamente adiacente all’indice µ della matrice
ηµν :

Λµ αΛν βηµν = (ΛT )α µηµνΛν β

Se ricordiamo qual’è la proprietà definitoria di una matrice ortogonale R:

RTR = I

oppure
RT IR = I
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otteniamo una forma analoga a quella delle trasformazioni di Lorentz: le matrici Λ ed R infatti conservano entrambe
un determinato prodotto scalare, in un caso quello minkowskiano definito dalla matrice η, nell’altro quello euclideo
definito dall’identità I. Pertanto, definiremo trasformazione di Lorentz una qualunque applicazione lineare che soddisfi
la proprietà ΛT ηΛ = η. É possibile verificare che l’insieme delle trasformazioni di Lorentz soddisfa le proprietà di
gruppo, e definisce il cosiddetto gruppo di Lorentz.

1.1.1 Contrazione dei tempi e dilatazione delle lunghezze

In meccanica relativistica, la perdita della simultaneità ha due effetti, duali l’uno all’altro per l’equivalenza tra tempo
e spazio:

1. la dilatazione dei tempi;

2. la contrazione delle lunghezze.

Osserviamo che le affermazioni i tempi si dilatano e le distanze si contraggono acquistano senso soltanto una volta che
si è definito come avvengono le misure di tempo e di lunghezza: la misura della differenza temporale tra due eventi è
effettuata considerando un orologio fermo nel sistema K in un certo punto ~x, e segnando i tempi x01 e x02 relativi ai
due eventi; la misura di lunghezza viceversa è effettuata contrassegnando contemporanemente le estremità dell’oggetto
che si vuole misurare.

1. Consideriamo il sistema K, in cui abbiamo due eventi che avvengono in uno stesso punto x ma sono separati da
una distanza temporale x01 − x02 = ∆T . Se un secondo sistema K ′ è in moto rispetto a K con velocità v, i due
eventi avranno coordinate

x′01 = γ(x01 − βx)

x′02 = γ(x02 − βx)

da cui
x′01 − x′02 = γ(x01 − x02) = γ∆T > ∆T

dato che γ > 1: dunque i due eventi nel sistema K ′ sono separati da una distanza temporale maggiore di quella
rilevata nel sistema K.

2. Un’asta di estremi a e b è a riposo nel sistema di riferimento K; in tale sistema, la misura consiste semplicemente
nel prendere un metro e misurare la distanza tra i due estremi L = b− a, mentre in un sistema in moto relativo
consiste nel segnare, allo stesso istante, la posizione degli estremi a e b. Con questa prescrizione, le coordinate
nel sistema K espresse in termini delle coordinate nel sistema K ′ sono

x1a = γ (x′1a + βx′0a)

x1b = γ (x′1b + βx′0b)

Ma per ipotesi x0a = x0b dunque

x1b − x1a = γ (x′1b − x′1a) = γL′ > L′

dunque nel sistema di riferimento in moto rispetto all’asta la lunghezza di quest’ultima risulta inferiore di un
fattore γ.

Questi fenomeni sono figli del concetto di contemporaneità, infatti se questa fosse assoluta non osserveremmo con-
trazioni o dilatazioni. Ma anche se dobbiamo necessariamente rinunciare alla simultaneità, possiamo chiederci se le
trasformazioni di Lorentz preservino comunque l’ordinamento temporale tra gli eventi: troveremo che questo accade
soltanto per una certa classe di eventi. Se accettiamo il fatto che esista una velocità limite per la trasmissione dei
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segnali, non tutti i punti dello spazio-tempo potranno essere raggiunti a partire da un particolare punto, e questo
fa s̀ı che ci siano zone causalmente disconnesse da altre. In queste condizioni l’unica cosa che ha senso preservare è
l’ordinamento causa-effetto, dunque il discrimine affinchè due eventi possano influire l’uno sull’altro è la loro reciproca
distanza spazio-temporale: se due eventi x1 = (x10, ~x1) e x2 = (x20, ~x2) sono tali che il quadrivettore x1 − x2 abbia
modulo quadro positivo, i due eventi si dicono separati da una distanza di tipo tempo, o time-like; se il modulo quadro
è nullo, la distanza è di tipo luce, o light-like, infine se il modulo quadro è negativo, la distanza si dice di tipo spazio,
o space-like.

1.1.2 Proprietà delle trasformazioni di Lorentz

1. La prima proprietà delle trasformazioni di Lorentz viene direttamente dalla loro definizione:

det(ΛT ηΛ) = det(η)⇒ det(ΛT ) det(Λ) = det 2(Λ) = 1

dunque una trasformazione di Lorentz ha determinante ±1. Geometricamente, questa proprietà implica che
l’elemento di volume sia un invariante sotto trasformazioni di Lorentz: infatti una trasformazione di Lorentz non
è altro che lo jacobiano del cambio di coordinate

(x′)µ = (x′)µ(x) = Λµ νxν

Jµ ν =
∂xµ

∂xν

⇒ dx0dx1dx2dx3 = |det(Λ)|d(x′)0d(x′)1d(x′)2d(x′)3 = d(x′)0d(x′)1d(x′)2d(x′)3

Inoltre, il fatto che esistano trasformazioni di Lorentz con determinante ±1 implica che le trasformazioni dei due
tipi non possono essere connesse da una trasformazione continua, perchè per cambiare di segno il determinante
dovrebbe annullarsi, il che è impossibile. Matematicamente, si dice che il gruppo di Lorentz è topologicamente
disconnesso.

2. Consideriamo la componente 00 della matrice η:

η00 = Λµ 0ηµνΛν 0

Possiamo riscrivere la precedente espressione come

(
Λ0

0

)2 − 3∑
i=1

(
Λi 0

)2
= 1

Da questo discende immediatamente che

(
Λ0

0

)2
= 1 +

3∑
i=1

(
Λi 0

)2 ≥ 1

Si hanno quindi due possibilità:
Λ0

0 ≥ 1 Λ0
0 ≤ −1

Ancora, le trasformazioni di Lorentz dei due tipi individuano due regioni disconnesse perchè per passare dall’una
all’altra in maniera continua avremmo bisogno di una trasformazione con Λ0

0 = 0, che non è ammessa.

Le matrici con Λ0
0 positivo formano un sottogruppo del gruppo di Lorentz, infatti se introduciamo l’inversa

della matrice di Minkowski, ηµν :
ηµαηαν = δµν
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possiamo riscrivere la relazione ηαβ = Λµ αΛν βηµν come

δρβ = ηραΛµ αηµν︸ ︷︷ ︸Λν β

da cui deduciamo che ηραΛµ αηµν = (Λ−1)ρ ν . Se le matrici di Lorentz con Λ0
0 ≥ 1 formano un sottogruppo, la

loro inversa deve avere la stessa proprietà, infatti

η0αΛµ αηµ0 = η00Λ0
0η00 = Λ0

0 ≥ 1

Inoltre, anche il prodotto di due matrici di Lorentz deve avere la proprietà Λ0
0 ≥ 1, e per dimostrarlo

introduciamo la procedura di innalzamento e abbassamento degli indici mediante la matrice η e la sua inversa:

xµ → xµ = ηµνx
ν

xµ → xµ = ηµνxν

Questa notazione permette di riscrivere in maniera più comoda il prodotto scalare:

s2 = ηµνx
µxν = xµx

µ

L’elemento (ΛΛ′)0
0 si può scrivere come

(ΛΛ′)0
0 = Λ0

µ(Λ′)µ 0 = Λ0
0(Λ′)0

0 +
3∑
i=1

Λ0
i(Λ′)i 0 ≥ Λ0

0(Λ′)0
0 −

3∑
i=1

∣∣Λ0
i(Λ′)i 0

∣∣
Se pensiamo all’ultimo termine come al prodotto scalare di due vettori dello spazio tridimensionale ~x e ~y, questo
soddisferà la disuguaglianza di Cauchy:

|~x · ~y| ≤ |~x||~y|

per cui

(ΛΛ′)0
0 ≥ Λ0

0(Λ′)0
0 −

√√√√ 3∑
i=1

|Λ0
i|2

√√√√ 3∑
i=1

|(Λ′)i 0|2 = Λ0
0(Λ′)0

0 −
√
|Λ0

0|2 − 1
√
|(Λ′)0

0|2 − 1 > 0

Ma se l’elemento 0
0 di una trasformazione di Lorentz è positivo, allora necessariamente è anche maggiore di 1.

Abbiamo quindi dimostrato che all’interno del gruppo di Lorentz le matrici con Λ0
0 > 1 formano un sottogruppo.

Se ci restringiamo ulteriormente e consideriamo le matrici Λ tali che det(Λ) = 1, anch’esse formano chiaramente
un sottogruppo, e possiamo definire i seguenti sottoinsiemi del gruppo di Lorentz:

(a) L↑+: sono le matrici Λ tali che Λ0
0 ≥ 1 e det(Λ) = 1; tale sottoinsieme è anche un sottogruppo, e viene

definito sottogruppo di Lorentz ortocrono proprio. Poichè l’identità ha sia Λ0
0 = 1 che det Λ = 1, queste

trasformazioni sono tutte connettibili in maniera continua all’identità. Le particelle elementari vengono
definite come rappresentazioni irriducibili del gruppo di Poincarè, che contiene come sottogruppi il gruppo
di Lorentz ortocrono proprio e il gruppo delle traslazioni spazio-temporali.

(b) L↑−: sono le matrici Λ tali che Λ0
0 ≥ 1 e det(Λ) = −1; questo sottoinsieme non forma un sottogruppo, in

quanto il prodotto di due matrici con determinante −1 ha determinante +1. Se definiamo la trasformazione
detta di parità:

P =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


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tale trasformazione quando agisce su un quadrivettore aµ = (a0,~a), inverte le componenti spaziali lasciando
invariata quella temporale. Se Λ ∈ L↑−, abbiamo

det(PΛ) = 1

dunque PΛ ∈ L↑+: questo ci dice che ogni trasformazione di Lorentz che appartiene al sottoinsieme L↑− si
può ottenere da una opportuna trasformazione gruppo di Lorentz ortocrono proprio composta con la parità
P .

(c) L↓−: sono le matrici Λ tali che Λ0
0 ≤ −1 e det(Λ) = −1; anche stavolta non si ha un sottogruppo, e se

definiamo la trasformazione detta di time reversal :

T =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


questa lascia invariate le componenti spaziali di un quadrivettore mentre inverte il segno di quella temporale.
Inoltre, se Λ ∈ L↓−, si può verificare che TΛ ∈ L↑+, dunque tutte le trasformazioni di Lorentz contenute in
L↓− si ottengono componendo L↑+ con la time reversal.

(d) L↓+: sono le matrici Λ tali che Λ0
0 ≤ −1 e det(Λ) = 1; allo stesso modo si può verificare che se Λ ∈ L↓+,

allora PTΛ ∈ L↑+.

Il gruppo di Lorentz quindi contiene un sottogruppo enorme, il sottogruppo ortocrono proprio L↑+, mentre gli
altri sottoinsiemi si ottengono combinando L↑+ con il sottogruppo discreto composto dagli elementi

(I, P, T, PT )

detto sottogruppo di Weyl.

1.1.3 Struttura causale dello spazio-tempo

L’indefinitezza del prodotto scalare fa s̀ı che il modulo quadro di un quadrivettore non abbia segno definito. Tuttavia,
l’invarianza del prodotto scalare sotto trasformazioni di Lorentz implica che qualunque segno esso abbia, esso sia un
invariante relativistico; questo ci permette di definire tre regioni nello spazio di Minkowski:

1. x2 = xµxµ > 0; i quadrivettori di questa regione hanno modulo quadro positivo, e sono detti di tipo tempo, o
time-like. Tra essi abbiamo due ulteriori sottocategorie, costituite dai vettori di tipo tempo diretti nel futuro o nel
passato, rispettivamente con la proprietà x0 > 0 e x0 < 0: questa proprietà viene preservata dalle trasformazioni
di Lorentz del gruppo ortocrono proprio, in altre parole due osservatori collegati da una trasformazione di L↑+
vedranno un quadrivettore di tipo tempo orientato nello stesso modo.

2. x2 = xµxµ = 0; i quadrivettori di questa regione hanno modulo quadro nullo, e sono detti di tipo luce, o light-
like. Anche per essi possiamo distinguere tra vettori diretti nel futuro e nel passato, con le stesse proprietà di
invarianza e di osservabilità dei vettori di tipo tempo.

3. x2 = xµxµ < 0; i quadrivettori di questa regione hanno modulo quadro negativo, e sono detti di tipo spazio,
o space-like. Per questa regione dello spazio di Minkowski perde significato la distinzione tra vettori diretti nel
futuro o nel passato, perchè una trasformazione di Lorentz può cambiare segno alla componente temporale di
un quadrivettore di tipo spazio.
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Consideriamo ad esempio due eventi in uno stesso punto:

(t1, ~x), (t2, ~x) (t2 > t1)

La differenza tra i due eventi è il quadrivettore (t2 − t1,~0), di tipo tempo e future-directed: esso manterrà queste
caratteristiche in tutti i sistemi di riferimento inerziali collegati da trasformazioni di Lorentz ortocrone proprie.

Ad ogni punto dello spazio-tempo (o anche evento) possiamo associare un cono luce, ovvero una ipersuperficie
tridimensionale che separa le tre regioni dello spazio-tempo Minkowskiano.

Figura 1.4: Cono luce

I punti sulla retta |~x| = ±x0 sono quei punti sui quali un osservatore posto nell’origine può influire mediante l’invio di
un raggio di luce. All’interno del cono luce si ha |t| > |~x|, dunque la distanza dall’origine è un quadrivettore di tipo
tempo: questo significa che l’osservatore nell’origine può influire su ciascuno di questi punti inviando un qualunque
segnale che viaggi con velocità v < c. Vediamo inoltre che la traiettoria di un segnale che parta dall’origine all’interno
del cono luce non ne può mai uscire: infatti se questo accadesse, in qualche punto la tangente alla curva dovrebbe
essere minore di 1, ma questo non è possibile in quanto la velocità del segnale sarebbe superiore a c; da questo risulta
che le regioni interna ed esterna al cono luce sono disconnesse causalmente.

Figura 1.5: Traiettoria non fisica

La definizione generale di cono luce è la seguente: il cono luce di un punto O è l’insieme di tutti i punti connessi a
O che possono essere connessi da una curva di tipo luce (ovvero un curva il cui vettore tangente ha sempre modulo
nullo); analogamente, l’interno del cono luce è l’insieme di tutti i punti che possono essere connessi ad O da una curva
di tipo tempo. Dimostreremo adesso che l’orientazione nel tempo di un quadrivettore di tipo tempo è conservata da
L↑+: sia p0 > 0, e pµpµ > 0, allora

(p′)0 = Λ0
νp
ν > 0 (Λ ∈ L↑+)
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ma abbiamo anche

Λ0
νp
ν = Λ0

0p
0 +

3∑
i=1

Λ0
ip
i ≥ Λ0

0p
0 −

3∑
i=1

∣∣Λ0
ip
i
∣∣ ≥ Λ0

0p
0 +

3∑
i=1

Λ0
ip
i ≥ Λ0

0p
0 −

√√√√ 3∑
i=1

|Λ0
i|2
√√√√ 3∑

i=1

|pi|2 =

= Λ0
0p

0 +
3∑
i=1

Λ0
ip
i ≥ Λ0

0p
0 −

√
(Λ0

0)− 1

√√√√ 3∑
i=1

|pi|2

ma p0 > |~p| perchè pµ è un vettore di tipo tempo, allora (p′)0 > 0 quindi anche il vettore trasformato è future-directed.

Costruiamo adesso la più generale trasformazione di Lorentz ortocrona. Siano K e K ′ due sistemi di riferimento
in moto relativo con velocità ~v, non più parallela all’asse x del sistema K:

Figura 1.6: Boost in direzione generica

Avremo
~x = ~x‖ + ~x⊥{
~x‖ =

(
~β·~x
β2

)
~β

~x⊥ = ~x− ~x‖
Come sappiamo, la componente ortogonale non trasforma, mentre:

(x′)0 = γ(x0 − ~β · ~x)

~x′‖ = γ
(
~x‖ − ~βx0

)
~x′⊥ = ~x⊥

⇒ ~x′ = γ

(
~β · ~x
β2
− x0

)
~β + ~x−

~β · ~x
β2

~β

Il vettore ~β ha tre componenti, dunque le trasformazioni di Lorentz di questo tipo (i boost) sono descritte da tre
parametri; tuttavia sappiamo che il gruppo di Lorentz comprende anche le rotazioni spaziali, che sono descritte da
altri tre parametri: in totale il gruppo di Lorentz dipenderà quindi da sei parametri.
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1.2 Vettori, forme, tensori

Finora abbiamo introdotto un solo oggetto, il vettore nello spazio di Minkowski, e abbiamo indicato le sue proprietà
di trasformazione sotto il gruppo di Lorentz:

(x′)µ = Λµ νxν

Questo è il prototipo di un quadrivettore: in generale chiameremo quadrivettore un qualsiasi oggetto Aµ che nel
passaggio tra due sistemi di riferimento inerziali, collegati mediante una trasformazione di Lorentz, trasforma in
questo modo:

A
′µ = Λµ νAν

Introdurremo in generale il concetto di vettore, tensore, e forma: le definizioni continueranno a valere inalterate
anche nel caso della relatività generale, nel senso che questi oggetti sono definiti dalle loro particolari proprietà di
trasformazione sotto un cambio di base o di coordinate, che nel nostro caso corrisponde proprio alle trasformazioni di
Lorentz.

1.2.1 Vettori

Consideriamo uno spazio vettoriale V (nel nostro caso lo spazio di Minkowski o spazio degli eventi (x, y, z, t)), e una
sua base: un qualsiasi elemento v ∈ V viene chiamato vettore, e in termini di una base ea è rappresentabile come

v = vaea

1.2.2 Forme

Dato uno spazio vettoriale V si può sempre costruire il suo duale V ∗, ovvero lo spazio dei funzionali lineari (o forme)
sullo spazio vettoriale di partenza: dato un elemento f ∈ V , la sua azione su un vettore è un elemento del campo su
cui è definito lo spazio vettoriale (di solito R o C). Anche lo spazio duale è uno spazio vettoriale, dunque possiamo
scegliere una base: considereremo una base {ωa}, detta base duale, definita dall’azione dei suoi elementi sugli elementi
della base di V

ωa(eb) = δab

In termini di {ωa} potremo rappresentare qualsiasi elemento f dello spazio duale come f = faω
a. Poichè gli elementi

di V ∗ sono funzionali lineari, avremo che

f(v) = f(vaea) = vaf(ea) = vafbω
b(ea) = vafbδ

b
a = vafa

Osserviamo che l’oggetto f(v) è definito indipendentemente dalla base scelta: qualsiasi sia la procedura con cui
costruiamo vettori e funzionali, dovremo ottenere sempre lo stesso risultato, e questo vincola le regole di trasformazione
dei vettori e delle forme. Supponiamo infatti di cambiare base, e di scrivere la vecchia base in termini della nuova
tramite una trasformazione lineare:

ea = M b
ae
′
b

Un vettore esiste ed è definito indipendentemente dalla base in cui è espresso, per cui lo possiamo esprimere in questi
due modi equivalenti:

v = vaea

v = (v′)be′b

ma tenendo conto della relazione tra le due basi abbiamo

vaM b
ae
′
b = (v′)be′b
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Poichè e′b è una base, il vettore v è univocamente determinato dai coefficienti della sua espansione, per cui si deve
avere

(v′)b = M b
av
a

e questa relazione definisce la legge di trasformazione sotto cambio di base per le componenti di un vettore v (nel caso
della relatività speciale si ha Ma

b ≡ Λµ ν). Adesso, poichè anche l’azione f(v) deve essere indipendente dalla base
scelta, dovremo avere

fav
a = (f ′)a(v′)a

ma
fav

a = (f ′)aMa
bv
b

⇒
[
fb = (f ′)aMa

b ⇔ (M−1)b afb = (f ′)a
]

dunque se le componenti dei vettori trasformano con la matrice del cambio di base, affinchè la quantità f(v) sia
indipendente dalla base scelta le componenti delle forme devono trasformare con la matrice inversa (e trasposta).

1.2.3 Tensori

Una volta definiti vettori e forme, possiamo definire i tensori : consideriamo il prodotto cartesiano di r volte lo spazio
vettoriale V con s volte il suo duale V ∗

V × ...× V︸ ︷︷ ︸
r volte

×V ∗ × ...× V ∗︸ ︷︷ ︸
s volte

Si può mostrare che l’oggetto cos̀ı costruito eredita naturalmente una struttura di spazio vettoriale. Le applicazioni
multilineari su questo spazio vettoriale si dicono tensori di rango (r, s). Un tensore T quindi è un oggetto con r + s

entrate, tale che se v1, ..., vr ∈ V e ya, ..., ys ∈ V ∗, si ha

T (v1, ..., vr, ya, ..., ys) ∈ K

dove K è il campo su cui è definito lo spazio V . Poichè un tensore è una applicazione multilineare, si ha

T (v1, ..., vr, ya, ..., ys) = T ((v1)a1ea1 , ..., (vr)
arear , (y1)b1ω

b1 , ..., (ys)bsω
bs) =

= (v1)a1 ...(vr)ar (y1)b1 ...(ys)bsT (ea1 , ..., ear , ω
b1 , ..., ωbs)

dunque l’azione di un tensore è completamente specificata una volta che indichiamo la sua azione su una base.
Brevemente, scriveremo

T (ea1 , ..., ear , ω
b1 , ..., ωbs) = T b1

...bs
a1,...ar

In questo linguaggio, l’azione di un tensore su vettori e forme generici si scrive

T (v1, ..., vr, ya, ..., ys) = (v1)a1 ...(vr)ar (y1)b1 ...(ys)bsT
b1...bs

a1,...ar

Anche in questo caso, l’azione di un tensore su r vettori e s forme deve essere indipendente dalla base, e di nuovo
questo vincola le componenti del tensore a trasformare in un ben preciso modo:

(T ′)b1...bs a1,...ar = M b1
β1

...M bs
βs

[
T β1...βs

α1,...αr
] (
M−1

)α1
a1

...
(
M−1

)αr
ar

Ad esempio, ηµν è un tensore di tipo (0, 2): in base alla regola che abbiamo dato, la regola di trasformazione sotto
una matrice di Lorentz Λµ ν è

η′µν = ηαβ
(
Λ−1

)α
µ

(
Λ−1

)β
ν ≡ ηµν
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per definizione di trasformazione di Lorentz: infatti come sappiamo la metrica (oppure il prodotto scalare) è invariante
sotto trasformazioni di Lorentz. Consideriamo adesso il simbolo di Levi-Civita, cos̀ı definito

ε̃µναβ =


1 se µναβ è permutazione pari di 0123
−1 se µναβ è permutazione dispari di 0123
0 altrimenti

Il simbolo di Levi-Civita, completamente antisimmetrico, soddisfa la seguente identità: se Mµ
ν è una matrice qualsiasi,

si ha
Mµ

µ′M
ν
ν′M

α
α′M

β
β′ ε̃

µ′ν′α′β′ = detMε̃µναβ

Se M in particolare è una trasformazione di Lorentz, abbiamo che sotto cambio di base il simbolo di Levi-Civita
trasforma in questo modo

ε̃µ
′ν′α′β′ =

1
det Λ

Λµ
′

µΛν
′

νΛα
′

αΛβ
′

β ε̃
µναβ

Un oggetto che trasforma in questa maniera sotto cambio di coordinate non è un tensore ma una densità tensoriale;
tuttavia, sappiamo che le trasformazioni di Lorentz ortocrone proprie hanno determinante unitario, pertanto sotto
tale sottogruppo il simbolo di Levi-Civita si comporta come un tensore controvariante di tipo (4, 0). Sotto parità o
inversione temporale, viceversa, la legge di trasformazione del simbolo di Levi-Civita acquista un segno -: un oggetto
che trasforma come un tensore soltanto sotto un certo sottogruppo del gruppo di trasformazioni che definisce il nostro
spazio vettoriale viene detto pseudotensore, e si parla di pseudotensore di Levi-Civita. Possiamo abbassare gli indici
con la metrica, introducendo lo pseudotensore di Levi-Civita di rango (0, 4):

εµναβ = ηµρηνσηατηβδε
ρστδ = det(η)εµναβ = −εµναβ

Alcune delle proprietà dello pseudo tensore di Levi-Civita sono illustrate nell’esercizio 2.

1.3 Cinematica relativistica

Costruiremo adesso la cinematica relativistica in termini di vettori, forme e tensori: questi oggetti infatti hanno buone
proprietà di trasformazione sotto il gruppo di Lorentz e ci permettono quindi di costruire facilmente degli invarianti.
In cinematica relativistica la prima cosa che dobbiamo imparare a fare è la derivata rispetto al tempo; a differenza
del caso galileiano, stavolta il tempo non è più un invariante: nel caso galileiano infatti prendendo la derivata rispetto
al tempo di un qualsiasi vettore si ottiene ancora un vettore, perchè il tempo è assoluto, cioè non trasforma sotto il
gruppo di Galileo. Questa proprietà è immediatamente persa in relatività speciale, perchè il gruppo di Lorentz in
generale coinvolge anche la coordinata temporale, pertanto la derivata rispetto al tempo di un quadrivettore non sarà
più in generale un quadrivettore.

1.3.1 Il tempo proprio

Uno stratagemma tipico quando si costruiscono invarianti è il seguente: se pensiamo ad una particella in moto,
relativamente ad essa esiste un sistema di riferimento privilegiato, ovvero il sistema in cui la particella è ferma.
Possiamo pertanto definire un oggetto, il tempo proprio, come il tempo misurato nel sistema di riferimento di riposo
della particella: per costruzione, tale tempo è un invariante relativistico.

Supponiamo adesso che la particella segua una traiettoria ~x(t): vogliamo sapere quanto tempo proprio è trascorso
quando nel nostro sistema di riferimento siamo passati dall’istante t all’istante t + δt. Il nostro sistema è in moto
rispetto a quello di riposo della particella, dunque per il fenomeno della dilatazione dei tempi avremo

dτ =
dt

γ(t)
= dt

√
1− v2

c2
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Tale relazione è anche la definizione di tempo proprio. Per un intervallo di tempo finito [ti, tf ], la variazione di tempo
proprio è fornita dal seguente integrale:

∆τ =
∫ tf

ti

√
1− v2

c2
dt

Ricordiamo adesso il punto fondamentale della relatività speciale: abbiamo un oggetto invariante, l’s2:

s2 = c2t2 − x2 − y2 − z2

e in base ad esso possiamo definire una distanza invariante tra due eventi:

δs2 = c2(t− t0)2 − (x− x0)2 − (y − y0)2 − (z − z0)2

In forma infinitesima abbiamo
ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2

Nel sistema di riferimento di riposo della particella si ha semplicemente ds2 = c2dτ2, mentre nel nostro sistema di
riferimento

ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2

Le due quantità devono essere uguali, per cui

dτ2 = dt2 − 1
c2
(
dx2 + dy2 + dz2

)
= dt2

(
1− v2

c2

)
⇒ ds = cdτ

1.3.2 La quadrivelocità

Se il tempo proprio è un invariante relativistico, derivare rispetto ad esso lascia inalterate le proprietà di trasformazione
sotto Lorentz degli oggetti che deriviamo. A questo punto generalizzare la derivata galileiana della posizione ~x rispetto
al tempo t è la seguente:

d~x

dt
→ dxµ

dτ
≡ vµ

dove vµ viene detta quadrivelocità. Se vogliamo scrivere la quadrivelocità nel nostro sistema di riferimento, derivando
quindi rispetto al nostro tempo, dobbiamo utilizzare la relazione dτ = dt

γ(t) :

vµ = γ(t)
dxµ

dt
=
(
γ(t)c
γ(t)~v

)
dove abbiamo usato x0 = ct.

Per essere consistente con la relatività galileiana, la quadrivelocità deve restituire qualcosa di simile alla velocità
usuale ~v nel limite non relativistico, ovvero quando v � c. In tale limite, infatti, si ha v2

c2 ∼ 0, da cui γ(t) = 1q
1− v2

c2

∼ 1

e la quadrivelocità si scrive come

vµ =
(
c

~v

)
Dunque una delle quattro componenti è costante e non porta informazione cinematica. Un altro modo per vederlo è os-
servare che le quattro componenti della quadrivelocità non sono indipendenti: ce ne possiamo accorgere considerandone
il modulo quadro

ηµν
dxµ

dτ

dxν

dτ
≡ ηµνvµvν ≡ vµvν = γ2c2 − γ2v2 = γ2c2

(
1− v2

c2

)
= c2

cioè il modulo relativistico della quadrivelocità è fissato ed è pari alla velocità della luce: è un vincolo al quale non
possiamo sottrarci.
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1.3.3 La quadriaccelerazione

Dopo aver imparato a definire la quadrivelocità, per collegare la cinematica con la dinamica dobbiamo imparare a
costruire anche il quadrimpulso. Classicamente si ha ~p = m~v, e la più immediata generalizzazione è

pµ = mvµ

dove con gli stessi ragionamenti effettuati per il tempo proprio, indicheremo con m la massa della particella misurata
nel sistema di riferimento a riposo: m quindi è un invariante relativistico, e questa definizione automaticamente fa
dell’oggetto pµ un quadrivettore. In componenti

pµ =
(
mγc

mγ~v

)
Da quanto visto per la quadrivelocità, anche il modulo del quadrimpulso è fissato e vale pµpµ = m2c2; inoltre per
piccole velocità l’informazione portata dal quadrimpulso si riduce a quella dell’impulso spaziale ~p, ma ci possiamo
chiedere che significato abbia la componente 0. Per fare questo studiamo il termine mγc all’ordine successivo:

mγc =
mc√
1− v2

c2

∼ mc
(

1 +
1
2
v2

c2

)
= mc+

m

2
v2

c2
=

1
c

(
mc2 +

1
2
mv2 +O

(
v4

c4

))

Il secondo addendo non è altro che l’energia cinetica della particella, mentre il termine mc2 è un termine costante,
naturalmente assente in una teoria non relativistica. In meccanica galileiana infatti l’energia è definita a meno di
una costante additiva, e la presenza o meno di un termine costante è del tutto irrilevante: dunque, interpretare la
componente 0 del quadrimpulso come energia della particella è consistente con il limite non relativistico. Tuttavia
questo ci fa capire che in meccanica relativistica l’energia non è più arbitraria, perchè la natura quadrivettoriale del
quadrimpulso (in particolare l’invarianza del suo modulo sotto trasformazioni di Lorentz) è strettamente legata alla la
presenza di questa ben precisa costante.

Questa differenza tra fisica galileiana e fisica relativistica è dovuta al fatto che abbiamo ingrandito il gruppo di
simmetria della teoria: in meccanica relativistica il gruppo di Lorentz infatti tratta simmetricamente tempo e spazio,
dunque le componenti temporali sono legate a quelle spaziali, mentre in meccanica classica il gruppo delle rotazioni
interessa soltanto le componenti spaziali. Questo implica che le grandezze conservate, energia e impulso, non possono
più essere definite indipendentemente.

1.4 Dinamica relativistica

1.4.1 La quadriforza e il quadrimomento

Una volta che abbiamo il quadrimpulso, per arrivare alla dinamica è sufficiente generalizzare la seconda legge:

d~p

dt
= ~F → dpµ

dt
= Fµ

dove Fµ è la quadriforza. In questo momento però non sappiamo cosa sia e che espressione abbia una quadriforza,
a parte la proprietà ovvia di dover essere un quadrivettore. In realtà possiamo dedurre alcune proprietà generali
della quadriforza semplicemente dal fatto di aver scritto una uguaglianza tra quadrivettori. Prima di tutto possiamo
riscrivere la relazione derivando non più rispetto al tempo proprio ma rispetto al tempo di un sistema di riferimento
inerziale generico t:

γ(t)
dpµ

dt
= Fµ ⇒ dpµ

dt
=

1
γ(t)
Fµ
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Nel limite non relativistico, il membro di sinistra tende alla derivata d~p
dt che si trova nella seconda legge della dinamica,

dunque
dpi

dt
=

1
γ
F i ⇔ dpi

dt
= F i

per cui
1
γ
F i = F i

Allora le componenti spaziali della quadriforza devono tendere nel limite non relativistico alla forza nella sua versione
galileiana. A volte si preferisce non usare le F i ma la loro espressioni in termini delle F i, ovvero le componenti della
forza misurata nel sistema di riferimento dell’osservatore:

F i = γF i

Vediamo cosa discende dal fatto che il prodotto pµpµ è fissato ed è pari a m2c2:

pµ
dpµ

dτ
= pµFµ

ma il primo membro non è altro che d
dτ

(
1
2p
µpµ
)
, cioè 1

2
d
dτm

2c2 = 0. Dunque la quadriforza è sempre ortogonale al
quadrimpulso, o equivalentemente alla quadrivelocità:

Fµvµ = 0

γcF0 − γ~v · ~F ⇒ F0 =
1
c
~v · ~F

cioè F0 non è arbitrario ma è univocamente determinato dalle altre componenti. Ma poichè F i = γF i:

F0 =
γ

c
~F · ~v

da cui
dp0

dτ
= F0 =

γ

c
~F · ~v

Ricordando che p0 = E
c , si trova infine

1
c

dE

dτ
=
γ

c
~F · ~v ⇒ dE

dt
= ~F · ~v

In definitiva, la quarta componente della seconda equazione della dinamica relativistica non è nient’altro che il teorema
delle forze vive: la derivata rispetto al tempo dell’energia cinetica è pari alla potenza dissipata dalle forze, in altre parole
abbiamo riottenuto il principio di conservazione dell’energia. Questo risultato è sempre una conseguenza dell’invarianza
di Lorentz, che ci fa trattare allo stesso livello sia il tempo che lo spazio: infatti le tre componenti spaziali della
seconda legge della dinamica ci dicono come variano col tempo gli impulsi, ovvero le grandezze conservate associate
all’invarianza sotto traslazioni spaziali, pertanto per simmetria era necessario che ci fosse una quarta equazione che ci
dicesse come varia col tempo l’energia, associata all’invarianza sotto traslazioni temporali.

Per un sistema di particelle, in meccanica classica, se la somma delle forze agenti sul sistema è nulla, l’impulso
spaziale è conservato; in meccanica relativistica, se la somma delle quadriforze agenti sul sistema è nulla, otteniamo
con lo stesso argomento la conservazione dell’impulso e dell’energia:∑

pµ = costante

Possiamo definire inoltre un tensore antisimmetrico, detto quadrimomento della forza:

Mµν = xµFν − xνFµ
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Se la somma dei quadrimomenti è nulla, ovvero
∑
iM

µν
i = 0, la grandezza

Lµν =
∑
i

(xµi p
ν
i − xνi pµ)

ovvero la generalizzazione del momento angolare, è conservata. L’oggetto Lµν è antisimmetrico, e ha quindi 6 compo-
nenti indipendenti: infatti in relatività ristretta richiedere la sua conservazione equivale a richiedere l’invarianza sotto
il gruppo di Lorentz, che è un gruppo a 6 parametri.

1.5 La particella libera relativistica

L’azione di una particella libera relativistica rappresenta il prototipo di quello che accadrà in relatività generale: tale
azione condivide molte proprietà con l’azione di Einstein, ad esempio la difficoltà di quantizzazione.

1.5.1 Approccio lagrangiano

Una lagrangiana per la particella libera dovrà innanzitutto fornire le giuste equazioni di moto, ovvero

ṗµ =
dpµ

dτ
= 0

dove τ è il tempo proprio. Tale equazione di moto coinvolge dei quadrivettori (il quadrimpulso), e viene derivata dalle
equazioni di Eulero-Lagrange

d

dτ

∂L
∂ẋµ

− ∂L
∂xµ

= 0

che a loro volta coinvolgono la forma ∂µ = ∂
∂xµ

: affinchè le equazioni del moto abbiano le giuste proprietà di trasforma-
zione, la lagrangiana dovrà essere complessivamente invariante sotto Lorentz, cioè uno scalare; inoltre, la lagrangiana
dovrà essere quadratica nelle velocità ẋµ.

Avendo a che fare con una particella libera, l’unico oggetto rilevante è ẋµ, e l’unico invariante che sappiamo
costruire con esso è ẋµẋµ; la radice di questa quantità

√
ẋµẋµ ha un ben preciso significato:

√
ẋµẋµ =

√
ηµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
=
ds

dτ
= c

data la relazione tra ds e il tempo proprio dτ . Possiamo quindi costruire la seguente lagrangiana:

L = α
√
ẋµẋµ

dove α è una costante arbitraria che non modifica le equazioni del moto. La prima cosa che possiamo fare per capire
se la costruzione ha senso è guardare al limite non relativistico di questo oggetto: in tal caso la lagrangiana si deve
ridurre al termine di energia cinetica 1

2mv
2. In effetti si ha

α
√
ẋµẋµ = αẋ0

√
1− 1

c2
ẋiẋi

ṫṫ
= αẋ0

√
1− 1

c2
dxi

dt

dxi

dt
= αẋ0

√
1− v2

c2

Inserendo nell’azione si ottiene

S = α

∫ τ2

τ1

dτ
dx0

dτ

√
1− v2

c2

Supponendo che il tempo x0 sia una funzione crescente del tempo proprio, possiamo considerare il termine dx0

dτ = c dtdτ
come lo jacobiano per il cambio di variabile τ → t, da cui

S = αc

∫ t(τ2)

t(τ1)

dt

√
1− v2

c2
∼ αc

∫ t(τ2)

t(τ1)

dt

(
1− 1

2
v2

c2

)
= αc (t(τ2)− t(τ1))− αc

2c2

∫ t(τ2)

t(τ1)

dtv2
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Affinchè le equazioni di moto risultanti da questa azione siano quelle della particella libera non relativistica, si dovrà
avere

α = −mc

Osserviamo inoltre che il termine costante αc(t2 − t1) non altera il risultato, essendo una costante.
Consideriamo allora le equazioni del moto derivanti dalla lagrangiana

L = −mc
√
dxµ

dλ

dxµ
dλ
≡ −mc

√
x′µx′µ

dove λ è un generico parametro:
d

dλ

∂L
∂x′µ

= 0

−mc d
dλ

∂
(√

x′νx′ν

)
∂x′µ

= −mc d
dλ

x′µ√
x′νx′ν

= −c d
dλ

mx′µ√
x′νx′ν

= 0

Osserviamo che πµ ≡ −mc
x′µ√
x′νx′ν

è anche il momento coniugato alla variabile xµ, rispetto al parametro λ. Le equazioni

del moto cos̀ı ottenute sono molto simili a quelle che ci interessano, infatti si riscrivono come

dπµ
dλ

= 0

Osserviamo inoltre che tale espressione è in realtà indipendente dal parametro che corre sulla traiettoria: infatti, se
λ′ = λ′(λ) è una funzione crescente di λ abbiamo

0 = −c d
dλ

mx′µ√
x′νx′ν

= −c
(
dλ′

dλ

)
d

dλ′

dλ′

dλ∣∣dλ′
dλ

∣∣ m
∂xµ
∂λ′√

dxν

dλ′
dxν
dλ′

= −c
(
dλ′

dλ

)
d

dλ′
m
dxµ
dλ′√

dxν

dλ′
dxν
dλ′

= 0

⇒ −c d

dλ′
m
dxµ
dλ′√

dxν

dλ′
dxν
dλ′

Se a questo punto scegliamo come parametro il tempo proprio, otteniamo le equazioni del moto che cerchiamo

−c d
dτ

m
dxµ
dτ√

dxν

dτ
dxν
dτ

= −c d
dτ

pµ

c
= −dp

µ

dτ
= 0

La differenza sostanziale rispetto alla meccanica, dove il tempo era assoluto, sta nel fatto che stavolta abbiamo dovuto
specificare il tempo rispetto al quale calcoliamo le equazioni del moto.

1.5.2 Approccio hamiltoniano

Osserviamo che l’arbitrarietà di riparametrizzazione è presente anche a livello dell’azione:

S = −mc
∫
dτ

√
dxµ

dτ

dxµ
dτ

= −mc
∫
dτ ′

dτ

dτ ′

√
dxµ

dτ ′
dxµ
dτ ′

(
dτ ′

dτ

)2

Sempre supponendo che τ ′(τ) sia una funzione crescente, possiamo estrarre dalla radice il termine dτ ′

dτ e cancellare lo
jacobiano; in questo modo

S = −mc
∫
dτ ′
√
dxµ

dτ ′
dxµ
dτ ′
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ovvero l’azione è la stessa, ma è espressa in termini del nuovo parametro τ ′: questo ci permette di scegliere il parametro
che preferiamo per parametrizzare la traiettoria della particella.

Se vogliamo costruire l’hamiltoniana per la particella libera dobbiamo come prima cosa calcolare i momenti
coniugati:

πµ =
∂L
∂ẋµ

= −mc ẋµ√
ẋν ẋν

dove ẋµ indica la derivata rispetto ad un parametro qualsiasi, e πµ è il momento coniugato a xµ. Il suo modulo è dato
da

πµπ
µ = m2c2

ẋµẋµ
ẋν ẋν

= m2c2

ovvero è una costante: scopriamo che i momenti coniugati soddisfano alla stessa condizione a cui soddisfa il quadrim-
pulso di una particella di massa m. Questo rappresenta un problema, perchè nel formalismo hamiltoniano la traiettoria
ẋµ e il suo momento coniugato πµ non hanno nessun vincolo da soddisfare, se non quelli eventualmente derivanti in
un secondo momento dalle equazioni del moto: adesso viceversa troviamo che πµ deve soddisfare un vincolo ulteriore
e indipendente; in altre parole, questo lega tra loro le quattro componenti di πµ, a differenza delle componenti di
ẋµ che sono indipendenti, per cui la relazione tra velocità e momenti coniugati non è invertibile. Nel formalismo
hamiltoniano, in casi come questo si parla di sistema hamiltoniano singolare, e i vincoli che legano velocità e momenti
vengono detti vincoli primari del sistema: la relazione πµπµ = m2c2 è quindi un vincolo primario del sistema. Per il
momento trascuriamo questo vincolo, e proviamo a calcolare comunque l’hamiltoniana:

H = πµẋ
µ − L = −mc ẋµẋµ√

ẋµẋµ
− L = −mc

√
ẋµẋµ +mc

√
ẋµẋµ = 0

Dunque, un’altra particolarità di questo sistema è che la sua hamiltoniana è nulla. Proviamo a scrivere l’azione nel
formalismo hamiltoniano, ricordando che sono presenti dei vincoli:

S =
∫
dλπµẋ

µ −H+N(λ) (πµπµ)

dove N(λ) è una funzione che agisce da moltiplicatore di Lagrange. Affinchè tutto sia consistente è necessario che il
vincolo sia conservato nell’evoluzione temporale, in altre parole che la sua derivata rispetto al parametro sia nulla. Nel
formalismo hamiltoniano, la derivata rispetto al tempo di un oggetto si calcola mediante la sua parentesi di Poisson
con l’hamiltoniana

{H, πµπµ −m2c2} = 0

Il membro di sinistra ha due modi per essere nullo: o è veramente nullo, oppure è proporzionale al vincolo stesso,
essendo quest’ultimo nullo sulle soluzioni delle equazioni del moto. Nel nostro caso comunque l’hamiltoniana è nulla
dunque le parentesi di Poisson sono banalmente nulle, ma può capitare che il secondo membro non si annulli identi-
camente, neanche se usiamo il vincolo stesso o altri eventuali vincoli primari: in tal caso, dovendo comunque imporre
l’annullamento del primo membro, si dice che abbiamo generato un vincolo secondario.

In realtà, l’hamiltoniana corretta dovrà contenere tutti i vincoli: questo comporta che debbano annullarsi non
soltanto la parentesi di Poisson dell’hamiltoniana coi vincoli, ma anche le parentesi tra vincoli. Si possono creare
allora due situazioni: o le parentesi tra i vincoli restituiscono qualcosa di proporzionale ai vincoli stessi, per cui si
annullano (si parla di vincoli di prima classe) oppure questo non accade (vincoli di seconda classe). Quando i vincoli
sono di seconda classe è possibile determinare le funzioni N(λ) ed avere una evoluzione completamente determinata;
se invece i vincoli sono di prima classe non c’è modo di determinarle e rimangono funzioni arbitrarie: i vincoli di prima
classe sono generatori di simmetrie locali del sistema, o simmetrie di gauge. Se siamo in presenza di simmetria di
gauge l’evoluzione di un sistema non può essere determinata, perchè può essere modificata con una trasformazione di
gauge ottenendo un qualcosa che è completamente equivalente dal punto di vista fisico: non esiste modo di risolvere
in maniera completa un sistema con invarianza di gauge senza rompere l’invarianza di gauge stessa.
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Nella formulazione hamiltoniana l’azione diventa quindi

S =
∫
dλπµẋµ −N(λ)(πµπµ −m2c2)

Il vincolo πµπµ −m2c2 = 0 è primario e di prima classe, perchè ha parentesi di Poisson nulle con se stesso. Faremo
vedere che esso genera le trasformazioni di simmetria del sistema, definendo la seguente funzione

G = −1
2
f(λ)(πµπµ −m2c2)

Consideriamone la parentesi di Poisson con xα:
{G, xα}

Dal formalismo hamiltoniano ricordiamo che {xα(λ), πβ(λ)} = δαβ e {πµπµ, xα(t)} = −2ẋα, da cui

{G, xα} = f(λ)ẋα

Abbiamo visto che il sistema è invariante sotto riparametrizzazioni temporali, ovvero trasformazioni della forma
λ→ λ′ = λ(λ). Se la riparametrizzazione è infinitesima si ha

λ′ = λ+ f(λ)

⇒ xµ(λ)→ xµ(λ+ f(λ)) ∼ xµ(λ) + f(λ)ẋµ(λ) ≡ xµ + δxµ

ovvero la variazione nella variabile xµ dovuta alla riparametrizzazione infinitesima è data dalla parentesi di Poisson
della stessa variabile con la funzione G, proporzionale al vincolo: in altre parole il vincolo genera (nel senso dei gruppi)
la forma infinitesima della simmetria del sistema. A questo punto è chiaro perchè l’hamiltoniana debba essere nulla:
a causa dell’invarianza di gauge non possiamo prevedere l’evoluzione temporale di nessuna delle sue variabili, infatti
qualunque soluzione dell’equazione del moto, moltiplicata per f(λ), continua ad essere soluzione.

1.5.3 Il limite di massa nulla

In relatività speciale il fatto di avere una particella a massa nulla non costituisce un problema, ad esempio poichè per
un’onda elettromagnetica si ha la relazione di dispersione E = |~k|, il quadrimpulso del fotone soddisfa a pµpµ = 0: se
definiamo la massa come la radice del prodotto pµpµ, il fotone avrà chiaramente massa nulla. Possiamo però chiederci
quale sia l’azione che descrive il moto di un raggio luminoso o di una particella a massa nulla; infatti, se mandiamo a
zero la massa nell’espressione dell’azione per la particella libera, otteniamo un’azione nulla:

S = −mc
∫ τ2

τ1

dτ
dx0

dτ

√
1− v2

c2
→ S = 0

Questo accade perchè la costruzione dell’azione per una particella libera si basa sulla costruzione di un invariante
relativistico che è il tempo proprio: esso è definito come il tempo misurato nel sistema di riferimento in cui la
particella è a riposo, ma per una particella a massa nulla tale sistema non esiste, dunque dovremo cambiare il punto
di partenza. Nel formalismo hamiltoniano si ha

S =
∫
dλpµẋµ −N(λ)(pµpµ)

e l’espressione è assolutamente regolare. Il metodo dei moltiplicatori di Lagrange restituisce le due equazioni:

δS

δpµ
= 0⇒ ẋµ − 2N(λ)pµ = 0
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δS

δN
= 0⇒ pµp

µ = 0

δS

δxµ
= 0⇒ ṗµ = 0

La prima equazione ha come risultato

pµ =
1

2N(λ)
ẋµ

e ci ricorda semplicemente che la relazione tra velocità e momenti non è invertibile, a causa della presenza della
funzione arbitraria N(t).

Se vogliamo descrivere una particella a massa nulla, in definitiva, possiamo utilizzare “solo” il formalismo hamil-
toniano. Formalmente, se utilizziamo la relazione tra impulso e velocità per tornare nel formalismo lagrangiano:

S =
∫
dλ(pµẋµ)−N(λ)(pµpµ −m2c2)→ S =

∫
dλ

ẋµẋµ
2N(λ)

+N(λ)m2c2

possiamo scrivere anche le equazioni del moto per N(λ):

− ẋµẋµ
2N2(λ)

+m2c2 = 0

Queste equazioni possono essere risolte per N(λ) soltanto se m 6= 0: se m = 0 N(t) resta indeterminata, e le equazioni
del moto ci informano semplicemente che per una particella di tipo luce ẋµẋµ = 0. Nella formulazione lagrangiana,
dunque, l’azione corretta per una particella a massa nulla è la seguente

S =
∫
dλ

ẋµẋµ
2N(λ)

Cos̀ı scritta, N(λ) ha una interessante interpretazione geometrica: essa non è nient’altro che una metrica scelta su una
linea di universo. Poichè la scelta di una metrica in una dimensione corrisponde alla scelta di una funzione arbitraria
(tutte le metriche sono equivalenti in una dimensione), l’arbitrarietà di N(t) corrisponde all’arbitrarietà della scelta
della metrica.

1.6 Teoria dei campi classica: l’elettromagnetismo

Vediamo dal punto di vista della teoria dei campi come si può costruire una teoria relativistica, considerando il caso
più familiare dell’elettromagnetismo. Nel vuoto e in presenza di correnti il campo elettromagnetico è completamente
specificato dalla risoluzione delle seguenti equazioni:

1) ∇ · ~E = 4πρ ; 2) ∇ · ~B = 0

3) ∇× ~E =
1
c

∂ ~B

∂t
; 4) ∇× ~B =

1
c

∂ ~E

∂t
+

4π
c
~J

Se prendiamo la divergenza di 4) otteniamo

0 =
1
c

∂

∂t

(
∇ · ~E

)
+

4π
c
∇ · ~J ⇒ 4π

c

(
∂ρ

∂t
+∇ · ~J

)
= 0

ovvero riotteniamo l’equazione di continuità, che ci informa che la corrente elettromagnetica è conservata. Se
consideriamo il rotore di 4), abbiamo

4π
c
∇× ~J = ∇×

(
∇× ~B − 1

c

∂ ~E

∂t

)
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Ma ∇×
(
∇× ~B

)
= ∇(∇ · ~B)−4 ~B da cui

4π
c
∇× ~J = −4 ~B +

1
c2
∂2 ~B

∂t2

Applicando il rotore anche alla 3):

0 = ∇×

(
∇× ~E +

1
c

∂ ~B

∂t

)
= ∇

(
∇ · ~E

)
−4 ~E +

1
c2
∂2 ~E

∂t2
+

4π
c2
∂ ~J

∂t

⇒

{
4π
c ∇× ~J = −4 ~B + 1

c2
∂2 ~B
∂t2

−4π∇ρ− 4π
c
∂ ~J
∂t = −4 ~E + 1

c2
∂2 ~E
∂t2

Il contenuto dinamico delle equazioni di Maxwell sta nel fatto che i campi ~E e ~B soddisfano delle equazioni d’onda
con sorgenti; in assenza di sorgenti tali equazioni si riducono all’equazione di D’Alembert, dunque c’è propagazione
del campo elettromagnetico anche nel vuoto. Di solito, date queste equazioni, ci accorgiamo che le equazioni 2) e 3)
possono essere risolte esattamente e si può scrivere i campi elettrico e magnetico in termini di potenziali:

∇ · ~B = 0⇒ ~B = ∇× ~A

∇× ~E = −1
c

∂ ~B

∂t
⇒ ∇×

(
~E +

1
c

∂ ~A

∂t

)
= 0⇒ ~E +

1
c

∂ ~A

∂t
= −∇φ⇒ ~E = −1

c

∂ ~A

∂t
−∇φ

Possiamo prendere queste espressioni per il campo elettrico e magnetico e introdurle nelle restanti equazioni di Maxwell
1) e 4), in questo modo scopriamo che

−4φ− 1
c

∂

∂t

(
∇ · ~A

)
= 4πρ

∇
(
∇ · ~A

)
−4 ~A = −1

c

∂

∂t

(
∇φ+

1
c

∂ ~A

∂t

)
+

4π
c
~J

Un modo più trasparente di scriverle è

−4φ+
1
c2
∂2φ

∂t2
− 1
c

∂

∂t

(
∇ · ~A+

1
c

∂φ

∂t

)
=

4π
c
ρc

−4 ~A+
1
c2
∂2 ~A

∂t2
+∇

(
∇ · ~A+

1
c

∂φ

∂t

)
=

4π
c
~J

Vediamo che c’è una prima struttura universale nelle due equazioni, corrispondente al dalambertiano, poi abbiamo un
termine un pò più complicato, infine a secondo membro le sorgenti.

1.6.1 Invarianza di gauge

La soluzione in termini di potenziali non è unica, perchè ~A e φ sono determinati a meno di funzioni arbitrarie:

~B = ∇× ~A = ∇× ~A′ ~A′ = ~A−∇f

Se facciamo variare ~A del gradiente di una funzione però, ~E sembra cambiare:

~E → ~E′ = −1
c

∂ ~A

∂t
+

1
c
∇∂f
∂t
−∇φ
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ma tale variazione può essere riassorbita in una ridefinizione di φ come

φ→ φ′ = φ+
1
c

∂f

∂t

Dunque sotto le trasformazioni {
~A→ ~A′ = ~A−∇f
φ→ φ′ = φ+ ∂

∂tf

le equazioni di Maxwell restano invariate.

La gauge di Lorentz

Consideriamo adesso la combinazione
∇ · ~A+

1
c

∂φ

∂t

e ridefiniamo i potenziali secondo la nostra prescrizione:

∇ · ~A+
1
c

∂φ

∂t
→ ∇ · ~A−4f +

1
c

∂φ

∂t
− 1
c2
∂2f

∂t2

Possiamo chiederci se siamo in grado di determinare una funzione f tale che i nuovi potenziali soddisfino a

∇ · ~A′ + 1
c

∂φ′

∂t
= 0

Il problema consiste semplicemente nel trovare la funzione di Green dell’operatore dalambertiano, infatti

∇f − 1
c2
∂2f

∂t2
≡ �f = −∇ · ~A− 1

c

∂φ

∂t

Se G è tale che
�G(x) = δ4(x)

allora f è semplicemente

f = −
∫
d4x′G(x− x′)

(
∇ · ~A(x′) +

1
c

∂φ

∂t
(x′)

)
Dunque, poichè conosciamo la forma delle funzioni di Green del dalambertiano, possiamo sempre selezionare dei
particolari ~A e φ in modo tale che la combinazione ∇ · ~A+ 1

c
∂φ
∂t si annulli: la scelta della funzione f si dice scelta della

gauge, e questa particolare gauge prende il nome di gauge di Lorentz. Se scegliamo la gauge di Lorentz, le equazioni
per i potenziali si semplificano notevolmente:{

−4φ+ 1
c2
∂2φ
∂t2 = 4π

c ρc

−4 ~A+ 1
c2
∂2 ~A
∂t2 = 4π

c
~J

Quindi anche i potenziali, in questa gauge, soddisfano a delle equazioni d’onda in presenza di sorgenti.

La gauge di Coulomb

La gauge di Lorentz tratta simmetricamente φ ed ~A, e per entrambi abbiamo delle equazioni d’onda, ma poichè la
scelta di gauge è arbitraria, potevamo sceglierne una qualunque altra. Ad esempio scegliamo una gauge in cui ∇· ~A = 0:
anche in questo caso il problema consiste nel trovare una funzione f tale che

4f = ∇ · ~A
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La funzione di Green per il laplaciano si può ottenere immediatamente da considerazioni dimensionali: infatti l’equa-
zione

4G(~x) = δ3(x)

è invariante sotto rotazioni, dunque G può essere soltanto funzione del modulo di ~x. Ma se mandiamo ~x in λ~x, per le
proprietà della delta di Dirac si ha

1
λ2
4G(λ|~x|) = δ3 (λ|~x|) =

1
λ3
δ3(x)

dunque per pareggiare il conto delle λ è necessario che G sia proporzionale a 1
r , in particolare sceglieremo

G(r) = − 1
4π

1
r

In questo modo la funzione f si ottiene come

f = − 1
4π

∫
d3x′
∇ · ~A(~x′)
|~x− ~x′|

Vediamo adesso come diventano in questa nuova gauge le equazioni per i potenziali:{
4φ = −4πρ
−4 ~A+ 1

c2
∂2 ~A
∂t2 = 4π

c
~J − 1

c
∂
∂t∇φ

dunque soltanto l’equazione per il potenziale vettore rimane una equazione d’onda, ovvero in questa gauge, detta gauge
di Coulomb, soltanto il potenziale vettore si propaga. Il potenziale φ viene determinato in termini delle sorgenti come

φ(t, ~x) =
∫
d3x′

ρ(~x′, t)
|~x− ~x′|

Sostituendo questa soluzione nella seconda equazione si ottiene:

−4 ~A+
1
c2
∂2 ~A

∂t2
=

4π
c
~J − 1

c

∂

∂t
∇
∫
d3x′

ρ(~x′, t)
|~x− ~x′|

≡ ~J⊥

dove la scrittura ~J⊥ è giustificata dal fatto che ∇ · ~J⊥ = 0 se ~J è una corrente conservata.

1.6.2 Conteggio dei gradi di libertà

Osserviamo che siamo partiti con sei campi, tre componenti per il campo elettrico e altre tre per quello magnetico;
abbiamo quindi risolto due equazioni di Maxwell introducendo un potenziale vettore e un potenziale scalare, riducendoci
a quattro campi indipendenti; abbiamo infine fissato una combinazione utilizzando l’invarianza di gauge, togliendo un
ulteriore grado di libertà. Ma in realtà sappiamo che i gradi di libertà totali del campo elettromagnetico non sono tre
ma due, infatti rimane una ulteriore arbitrarietà che possiamo utilizzare per diminuire il numero di campi indipendenti:
possiamo chiederci se una volta scelta una gauge, ad esempio quella di Lorentz, esista una f che permette di ridefinire
i potenziali rimanendo nella stessa gauge. Nel caso della gauge di Lorentz banalmente basta utilizzare una funzione f
che soddisfi l’equazione delle onde:

�f = 0

ovvero f deve essere una funzione armonica. Una volta in gauge di Lorentz quindi abbiamo una arbitrarietà di cambio
di gauge, detta gauge residua, utilizzando funzioni armoniche:

φ→ φ− 1
c

∂f

∂t
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~A→ ~A−∇f

in assenza di sorgenti, anche i potenziali soddisfano l’equazione delle onde, il che significa che essi sono funzioni
armoniche: se abbiamo una funzione armonica, la derivata di una funzione armonica è ancora una funzione armonica,
dunque possiamo sempre scegliere una f opportuna in modo che

φ− 1
c

∂f

∂t
= 0

In questo modo arriviamo a due sole componenti indipendenti dei potenziali che si propagano: questo conteggio ci
informa che un’onda elettromagnetica ha soltanto due polarizzazioni indipendenti.

Osserviamo che questo conteggio è avvenuto in due step: la condizione che fa scendere da 4 a 3 gradi di libertà è
stata imposta senza bisogno di tener conto delle equazioni del moto, sfruttando unicamente l’invarianza di gauge; il
passaggio da 3 a 2, invece, è dovuto proprio alle equazioni del moto, che restringono i campi ad essere delle funzioni
armoniche. Col linguaggio della meccanica quantistica, una particella di spin 1 ha in linea di principio tre gradi di
libertà, ma questi si riducono a due se la massa è nulla, in quanto le uniche direzioni possibili per lo spin sono quella
parallela e quella antiparallela alla direzione di propagazione. Il fotone, il quanto del campo elettromagnetico, è una
particella di spin 1 ma in base alle equazioni del moto ha massa nulla:

−4φ+
1
c2
∂2φ

∂t2
= 0⇒ ~k2 − ω2

c2
= 0

ovvero il modulo quadro del quadrimpulso relativistico dell’onda è sempre nullo: se interpretiamo questa quantità
come la massa al quadrato del fotone, questa è necessariamente nulla e il fotone ha quindi solo due gradi di libertà.

1.6.3 Equazioni di Maxwell in forma covariante

In gauge di Lorentz i potenziali soddisfano alle equazioni{
�φ = 4π

c (ρc)
� ~A = 4π

c
~J

Vogliamo provare a riscrivere le equazioni di Maxwell in forma manifestamente covariante: il primo passo è passare in
gauge di Lorentz, per tentare di capire quali sono le loro proprietà di trasformazione in questa gauge.

Vogliamo arrivare ad imporre che le equazioni di Maxwell siano invarianti sotto trasformazioni di Lorentz. Iniziamo
a scriverle in questo modo:

�

(
φ
~A

)
=

4π
c

(
ρc
~J

)
dove � ≡ 1

c2
∂2

∂t2 −4. Definiamo l’oggetto a quattro componenti

∂

∂xµ
≡
(

1
c

∂

∂t
,∇
)
≡
(

∂

∂x0
,∇
)
≡ ∂µ

Possiamo mostrare che questo oggetto trasforma come una forma sotto Lorentz, infatti se x
′µ = Λµ νxν è un cambio

di coordinate:
∂

∂xµ
=
∂(x′)ν

∂xµ
∂

∂(x′)ν
= Λν µ

∂

∂(x′)ν

⇒ ∂

∂xµ
= Λµ ν

∂

∂(x′)ν

Il dalambertiano può allora essere visto come il prodotto scalare con se stesso di ∂µ, fatto con la metrica di Lorentz:

� =
∂

∂xµ
ηµν

∂

∂xν
= ηµν

∂

∂(x′)α
Λα µ

∂

∂(x′)β
Λβ ν
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ma per definizione di trasformazione di Lorentz

ηµνΛα µΛβ ν = ηαβ

quindi

−� = ηαβ
∂

∂(x′)α
∂

∂(x′)β
= −�′

Vediamo allora che sotto trasformazioni di Lorentz l’operatore d’onda va in se stesso, ovvero si comporta come uno

scalare. Affinchè le equazioni di Lorentz siano covarianti, è necessario che i due oggetti

(
φ
~A

)
e

(
ρc
~J

)
abbiano le

stesse proprietà di trasformazione sotto Lorentz.

La quadricorrente

La densità di carica di una particella in moto nello spazio è data da

ρ = eδ3(~x− ~x(t))

mentre la sua densità di corrente
~J = eδ3(~x− ~x(t))~v

Possiamo riorganizzare ρ e ~J in un oggetto Jµ cos̀ı definito:

Jµ = ec

∫
γ

ẋµδ4(xµ − xµ(τ))dτ

dove γ è la traiettoria della particella, e τ è il tempo proprio, anche se formalmente possiamo sempre passare ad un
qualunque altro tempo dato che anche questa definizione presenta invarianza sotto riparametrizzazione temporale. É
possibile dimostrare che Jµ trasforma sotto Lorentz come un quadrivettore: per prima cosa cambiamo parametro e
scegliamo il tempo usuale t

Jµ = ec

∫
γ

dxµ

dτ
δ4(xµ − xµ(τ))dτ = ec

∫
γ

dxµ

dt
δ4(xµ − xµ(t))dt

Poichè il legame tra x0(t) e t è una costante di proporzionalità

δ(x0 − x0(t)) = δ(x0 − ct) =
1
c
δ(
x0

c
− t)

possiamo effettuare l’integrale sul tempo utilizzando la delta temporale:

Jµ = ec
1
c
δ3(~x− ~x(t))

dxµ

dt

J0 = ecδ3(~x− ~x(t)) = ρc

~J = e~vδ3(~x− ~x(t))

Le componenti di Jµ quindi non sono altro che la densità di carica e di corrente per una particella in moto. Poichè
qualsiasi corrente si può costruire come somma delle correnti delle varie cariche che la costruiscono, una volta deter-
minate le proprietà di trasformazione di Jµ, queste saranno le stesse per ogni corrente. Mostreremo infine che Jµ

trasforma come un quadrivettore:

Jµ = ec

∫
dxµ

dτ
δ4(x− x(τ))dτ
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dove siamo tornati al tempo proprio τ . dxµ

dτ è un quadrivettore, τ è un invariante, mentre per quanto riguarda la delta
di Dirac, essa trasforma con il modulo della matrice jacobiana inversa della trasformazione di coordinate, in quanto si
deve avere

δn(x− x̃)dnx = δn(x′ − x̃′)dnx′

Affinchè l’integrale su tutto lo spazio faccia 1, indipendentemente dalla scelta delle coordinate:

δn(x′ − x̃′) =
∣∣det Λ−1

∣∣ δn(x− x̃)

ma le trasformazioni di Lorentz hanno determinante ±1, dunque la delta di Dirac quadridimensionale è un invariante
relativistico. In definitiva l’unico oggetto che varia sotto trasformazioni di Lorentz è dxµ

dτ , che è un quadrivettore:

l’integrale di un quadrivettore resta un quadrivettore dunque Jµ =

(
ρc
~J

)
trasforma come un quadrivettore. Un

controllo di consistenza sulla quadrivettorialità di Jµ viene dall’equazione di continuità, infatti

1
c

∂ρc

∂t
+∇ · ~J = 0

Ma questa equazione può essere vista come il seguente prodotto matriciale

(
1
c
∂
∂t ∇

)( ρc
~J

)
≡ ∂µJµ

dunque l’equazione di continuità si riscrive in forma breve come ∂µJµ = 0. Questa equazione è chiaramente invariante
di Lorentz, perchè sotto una trasformazione di Lorentz ∂µ trasforma con Λ−1 mentre Jµ trasforma con Λ.

La forma covariante

Con queste definizioni, le equazioni di Maxwell si riscrivono:

�

(
φ
~A

)
=

4π
c

(
ρc
~J

)

Affinchè tale equazione sia covariante di Lorentz è necessario che

(
φ
~A

)
trasformi anch’esso come un quadrivettore,

dunque in base a questa richiesta definiamo il quadrivettore

Aµ =

(
φ
~A

)

Osserviamo che questa è una costruzione puramente formale, in quanto abbiamo forzatamente imposto che Aµ trasformi
come un quadrivettore, per ragioni di coerenza matematica: l’ultima parola sulla bontà di questa scelta è detta dagli
esperimenti. In ogni caso, in questo modo le equazioni di Maxwell si riscrivono in forma compatta:

�Aµ =
4π
c
Jµ

Adesso però ci ricordiamo che questa forma per le equazioni di Maxwell è stata ottenuta imponendo la gauge di Lorentz
1
c
∂φ
∂t +∇· ~A = 0, dunque potremmo chiederci se la covarianza della scrittura non venga distrutta nel passaggio ad una

gauge arbitraria. Con le nuove notazioni anche la gauge di Lorentz si può riscrivere in forma breve

1
c

∂φ

∂t
+∇ · ~A ≡

(
1
c
∂
∂t ∇

)( φ
~A

)
≡ ∂µAµ = 0
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In questa forma, la condizione definitoria della gauge di Lorentz è manifestamente Lorentz-invariante. Anche le
trasformazioni di gauge si riscrivono in forma covariante:

Aµ → Aµ + ∂µf

dove ∂µ ≡ ηµν∂µ =
(

1
c
∂
∂t

−∇

)
è chiaramente un quadrivettore. Osserviamo che una trasformazione di gauge non

modifica le proprietà di trasformazione di Aµ, perchè la somma di due quadrivettori resta un quadrivettore: ci
aspettiamo allora che le equazioni di Maxwell possano esser scritte in forma covariante in qualsiasi gauge. Per
verificarlo, riscriviamo le equazioni di Maxwell senza specificare la gauge: −4φ+ 1

c2
∂φ
∂t2 −

1
c
∂
∂t

(
∇ · ~A+ 1

c
∂φ
∂t

)
= 4π

c ρc

−4 ~A+ 1
c2
∂ ~A
∂t2 +∇

(
∇ · ~A+∇∂φ

∂t

)
= 4π

c
~J

⇒
{
�A0 − ∂

∂x0 (∂µAµ) = 4π
c ρc

�Ai − ∂i (∂µAµ) = 4π
c J

i ⇒ �Aµ − ∂µ (∂νAν) =
4π
c
Jµ

Ovvero abbiamo trovato una scrittura manifestamente covariante per le equazioni di Maxwell, senza bisogno di
specificare la gauge.

1.6.4 Il tensore di Maxwell

Le equazioni di Maxwell possono essere rese ancora più compatte introducendo la cosiddetta field strenght del campo
elettromagnetico:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ

In questo modo, le equazioni di Maxwell si riscrivono come

∂µF
µν =

4π
c
Jν

É possibile mostrare che Fµν è un invariante di gauge: infatti, sotto la trasformazione

Aµ → Aµ + ∂µf

si ha
Fµν → ∂µAν + ∂µ∂νf − ∂νAµ − ∂ν∂µf = ∂µAν − ∂νAµ = Fµν

Vediamo adesso le componenti di Fµν :

F 0i = ∂0Ai − ∂iA0 = ∂0Ai + ∂iA
0 =

1
c

∂Ai

∂t
+ ∂iφ = −Ei

⇒ F i0 = Ei

F ij = ∂iAj − ∂jAi = −∂iAj + ∂jA
i = −εijk∂iAj = −(∇× ~A)k = −Bkεijk

ovvero le sei componenti indipendenti di Fµν ricostruiscono in maniera non banale il campo elettrico e il campo magne-
tico non come due quantità separate, ma come unica quantità, sotto forma di un tensore a due indici antisimmetrico.
Per introdurre il potenziale Aµ abbiamo risolto le due equazioni di Maxwell che non dipendevano dalle correnti; è
possibile riesprimerle in linguaggio covariante, in questo modo:

Bk = −1
2
εkrsF rs
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∇ · ~B = 0⇒ −1
2

(∂kF rs) εkrs = 0

Possiamo provare a generalizzare questa equazione introducendo lo pseudotensore di Levi-Civita quadridimensionale:

εαµνρ∂µFνρ = 0

Vediamo che componente per componente, questa equazione riproduce le due equazioni di Maxwell indipendenti dalle
sorgenti:

α = 0→ ε0ijk∂iFjk = 0

α = 1→ ∂2E
3 − ∂3E

2 = −∂0B
1

α = 2→ ∂3E
1 − ∂1E

3 = −∂0B
2

α = 3→ ∂1E
2 − ∂2E

1 = −∂0B
3

⇒ ∇× ~E = −1
c

∂ ~B

∂t

In ogni caso, l’equazione εαµνρ∂µFνρ = 0 è un’identità, perchè espandendo Fνρ si ha

εαµνρ∂µ (∂νAρ − ∂ρAν)

dove il tensore antisimmetrico εαµνρ è sempre contratto con una coppia di derivate, simmetrica per scambio. Infatti di
solito non si parla di equazioni di Maxwell ma della cosiddetta identità di Bianchi. In questo linguaggio, le equazioni
∂µF

µν = 4π
c J

ν contengono la dinamica, mentre εαµνρ∂µFνρ = 0 ci informano che esiste una rappresentazione in
termini di potenziali.

Il duale del tensore di Maxwell

Questi due set di equazioni possono essere riscritti in maniera più simmetrica, introducendo il duale del tensore
elettromagnetico:

∗F νρ =
1
2
ενραβFαβ

In questo modo {
∂µF

µν = 4π
c J

ν

∂µ ∗ Fµν = 0

Scritte cos̀ı, l’unica differenza tra le due equazioni è che la prima coinvolge una corrente elettrica, mentre nella seconda
abbiamo 0 al secondo membro. Le equazioni diventerebbero effettivamente simmetriche se a secondo membro avessimo
una corrente 4π

c J
ν
m, o banalmente in assenza di correnti.

Invarianti relativistici

Essendo un tensore di Lorentz del secondo ordine, Fµν trasforma come

Fµν → F
′µν = Λµ αΛν βFαβ

Per un quadrivettore xµ, l’unico invariante che possiamo costruire è xµxµ, ma il tensore Fµν permette di costruirne
due:

1) FµνFµν

2) Fµν ∗ Fµν =
1
2
εµνρσFµνFρσ

Possiamo verificare che il primo invariante è legato alla differenza ~E2 − ~B2, infatti:

FµνFµν = 2
(
F 0iF0i + F ijFij

)
= −2F 0iF 0i + F ijF ij = −2EiEi + εijkεilm∂jAk∂lAm = −2EiEi + 2BjBj =

= −2( ~E2 − ~B2)

34



Il secondo, invece:
1
2
εαβρσFαβFρσ = 2ε0ijkF0iFjk ≡ 4εijkF0iFjk = 2εijkEiεljkBl = 2 ~E · ~B

Dall’elettromagnetismo classico sappiamo che per un’onda piana esiste una scelta del sistema di riferimento tale che ~E

e ~B abbiano stesso modulo (se c = 1), dunque tale che FµνFµν risulti nullo, ma poichè esso è un invariante relativistico
sarà nullo in qualunque altro sistema di riferimento inerziale. Sempre dall’elettromagnetismo si scopre che ~E e ~B sono
ortogonali, dunque anche Fµν ∗ Fµν è nullo.

Abbiamo scritto due invarianti, ma potremmo chiederci se ne esistano altri: in realtà in questo caso il massimo
numero di invarianti che si possono costruire è proprio due; per dimostrarlo possiamo pensare ad Fµν come a una
matrice:

Fµ ν : M→M

In questo modo F è un endomorfismo dello spazio di Minkowski. Le trasformazioni di Lorentz adesso agiscono su F

come una trasformazione di similitudine:

Fµν → Λµ λΛν ρFλρ = Λµ λFλρ(ΛT )ρ ν ⇔ F → ΛFΛT

⇓

Fµ ν → Λµ λFλ ρ(Λ−1)ρ ν ⇔ F → ΛFΛ−1

Per una matrice, gli unici oggetti invarianti sotto trasformazioni di similitudine sono i suoi autovalori, ovvero le radici
del polinomio caratteristico. Per una matrice 4×4 gli autovalori sono 4, quindi in linea di principio potremmo pensare
di costruire 4 invarianti, ma vedremo che nel nostro caso non sono tutti indipendenti. Il polinomio caratteristico di
una matrice 4× 4 A è

P (λ) = (λ− λ1)(λ− λ2)(λ− λ3)(λ− λ4) =

= λ4 −

(∑
i

λi

)
λ3 +

∑
i<j

λiλj

λ2 −

 ∑
i<j<k

λiλjλk

λ+ λ1λ2λ3λ4

Il primo coefficiente è la somma di tutti gli autovalori di A, ovvero la sua traccia; il secondo coefficiente può essere
messo in relazione con la traccia di A e la traccia di A2:

∑
i<j

λiλj =
1
2

∑
i 6=j

λiλj =
1
2

∑
i,j

λiλj −
∑
i

λ2
i

 =
1
2

(∑
i

λi

)2

−
∑
i

λ2
i

 =
1
2

(
(Tr(A))2 − Tr(A2)

)
Analogamente il secondo coefficiente:

∑
i<j<k

λiλjλk =
1
3!

∑
i 6=j 6=k

λiλjλk =
1
3!

∑
i,j,k

λiλjλk − 3
∑
i6=j

λ2
iλj −

∑
i

λ3
i

 =

=
1
3!

(
(Tr(A))3 − 3 (Tr(A))2

Tr(A) + 2Tr(A3)
)

Infine λ1λ2λ3λ4 = det(A). Osserviamo che Tr(A4) non è più indipendente dagli altri, a causa del teorema di Hamilton-
Cayley : una matrice soddisfa il suo polinomio caratteristico, cioè P (A) = 0, pertanto se A è di ordine 4 A4 è sempre
esprimibile come funzione di A, A2, A3 e del determinante di A.

Nel caso di F , che è antisimmetrico, abbiamo:

Tr(F ) = 0

Tr(F 2) = Tr(Fµ νF ν α)
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Tr(F 3) = Tr((F 3)T ) = Tr(FTFTFT ) = −Tr(F 3) = 0

Per quanto riguarda la traccia di F 4, non abbiamo proprietà di simmetria che ci consentano di concludere che sia
nulla, dunque è il nostro secondo invariante:

Tr(F 4) =
1
16

(F ∗ F )2 +
1
2
[
Tr(F 2)

]2
In questa scrittura compare il quadrato del prodotto F ∗ F : questo infatti cambia segno sotto parità o time reversal
a causa della presenza del tensore εµνρσ.

Trasformazioni di Lorentz e campo elettromagnetico

Vediamo adesso come agisce una trasformazione di Lorentz sui campi elettrici e magnetici. Il modo più conveniente è
pensare di nuovo a F come a una matrice:

Fµν =


0 −E1 −E2 −E3

E1 0 −B3 B2

E2 B3 0 −B1

E3 −B2 B1 0


Se consideriamo la seguente trasformazione di Lorentz:

Λ =


γ −γβ 0 0
−γβ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


abbiamo che

F
′µν = Λµ αΛν βFαβ → F ′ = ΛFΛT

Da cui si scopre che 
E
′1 = E1

E
′2 = γ

(
E2 − βB3

)
E
′3 = γ

(
E3 + βB2

)


B
′1 = B1

B
′2 = γ

(
B2 + βE3

)
B
′3 = γ

(
B3 − βE2

)
Osserviamo che la legge di trasformazione è molto diversa da quella dei quadrivettori, per i quali le parti ortogonali
alla direzione della velocità rimangono inalterate e soltanto quelle parallele trasformano. Se consideriamo adesso
trasformazioni discrete, come P = diag(1,−1,−1,−1), è facile verificare che si ottiene

~E → − ~E

~B → ~B

Questo risultato è concorde con quello che aspettiamo, ovvero che il campo elettrico trasformi sotto parità come
un vettore, e il campo magnetico come uno pseudovettore. Se applichiamo la trasformazione di inversione temporale,
T = diag(−1, 1, 1, 1), questa differisce dalla parità per un fattore −1: questo significa che il prodotto TFT è equivalente
a PFP , dunque le regole di trasformazione dei campi sotto time reversal risulterebbero le stesse di quelle sotto parità.
Però, dalle equazioni di Maxwell: {

∇ · ~E = 4πρ
∇× ~B = − 1

c
∂ ~E
∂t + 4π

c
~J
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La trasformazione di time reversal ha il significato di far scorrere il tempo all’inverso, ovvero mandare t in −t. Ma
se abbiamo una distribuzione di carica ρ, questa è insensibile al cambio di direzione, mentre se consideriamo una
corrente, questa va in meno se stessa, perchè la trasformazione di time reversal inverte il segno delle velocità. Poichè
l’elettromagnetismo è invariante sotto time reversal, le equazioni di Maxwell devono rimanere invariate, e questo
accade soltanto se sotto time reversal ~E → ~E e ~B → − ~B, dunque le regole di trasformazione che ci aspettiamo non
sono quelle che si ottengono dalla applicazione ingenua della matrice T al tensore Fµν . Questa inconsistenza non si
spiega in termini di fisica classica, ed è necessario introdurre la meccanica quantistica: esiste un teorema dovuto a
Wigner, per cui ogni simmetria della fisica (ovvero una trasformazione che preserva le probabilità di transizione) può
essere rappresentata da operatori unitari o antiunitari. L’operazione di time reversal è realizzata a livello operatoriale
proprio da un operatore antiunitario, e questo rende complicata la sua introduzione a livello del formalismo tensoriale
che abbiamo costruito, in formule

TFTT = EPIC FAIL

1.6.5 La forza di Lorentz

Un altro oggetto indispensabile per l’elettromagnetismo e non contenuto nelle equazioni di Maxwell è la forza di
Lorentz. Tale forza è espressa da

~F = e ~E +
e

c
~v × ~B

Se l’elettromagnetismo deve essere invariante sotto trasformazioni Lorentz, le tre componenti di ~F non possono che
essere le tre componenti di una quadriforza ~F :

F i = eEi +
e

c

(
~v × ~B

)i
= eF i0 +

e

c
εijkvjBk =

= eF i0 − e

c
F ijvj =

e

cγ

(
cγF i0 − γvjF ij

)
Riconosciamo in γc e γvi le quattro componenti della quadrivelocità vµ, dunque

F i =
e

γc

(
F iµvµ

)
Ricordiamo dalla dinamica relativistica che tra la forza ~F e le componenti spaziali della quadriforza Fµ c’era esatta-
mente un fattore γ di differenza, dunque abbiamo

F i =
e

c
F iµvµ

Recuperiamo anche la componente 0 della quadriforza: ricordiamo che Fµvµ = 0, dunque

0 = v0F0 +
e

c
viF i = v0F0 +

e

c
viF

iµvµ ≡ v0F0 +
e

c
vνF

νµvµ −
e

c
v0F

0µvµ

ma vνF νµvµ = 0 per l’antisimmetria, e rimaniamo con

v0F0 − e

c
v0F

0µvµ = 0⇒ F0 =
e

c
F 0µvµ

Se rimettiamo tutto insieme, la quadriforza assume una forma assolutamente e trasparentemente covariante:

Fν =
e

c
F νµvµ

per cui la formulazione relativistica della dinamica per una particella carica in moto è data da

dpµ

dτ
=
e

c
Fµνvν
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Possiamo chiederci se questa equazione derivi da un principio di azione, ovvero se esista un modo di introdurre questa
interazione all’interno della lagrangiana della particella libera. Ricordiamo che l’azione per la particella libera è

S0 = −mc
∫
γ

dτ
√
ẋµẋµ

L’interazione elettromagnetica si introduce inserendo un termine di questo tipo:

Sint =
e

c

∫
γ

dτ
dxµ(τ)
dτ

Aµ(x(τ))

In questo modo l’azione completa diventa

S = −mc
∫
γ

dτ
√
ẋµẋµ +

e

c

∫
γ

dτ
dxµ(τ)
dτ

Aµ(x(τ))

Si può mostrare che effettivamente questo termine genera le corrette equazioni di moto:

dpµ
dτ

+
d

dτ

∂Lint
dẋµ

− ∂Lint
∂xµ

= 0

d

dτ

∂Lint
dẋµ

− ∂Lint
∂xµ

=
e

c

(
d

dτ
Aµ(x)− ẋα∂µAα

)
=
e

c
ẋα (∂αAµ − ∂µAα) =

e

c
vαFαµ = −e

c
Fµαv

α

dunque
dpµ
dτ

=
e

c
Fµαv

α

Osserviamo che la forma della lagrangiana di interazione è quella tipica dell’interazione elettromagnetica, dove si ha
una corrente in interazione con un potenziale. Nel nostro caso la corrente è proprio Jµ e il potenziale è Aµ, infatti:

e

c

∫
γ

dτ
dxµ(τ)
dτ

Aµ(x(τ)) =
e

c

∫
d3xdτδ3(~x− ~x(τ))

dxµ(τ)
dτ

Aµ(τ, ~x) =

=
e

c

∫
d4xδ3(~x− ~x(t))

dxµ(t)
dt

Aµ(t, ~x) =
1
c

∫
d4xJµ(~x, t)Aµ(t, ~x)

Anche nel caso interagente, l’hamiltoniana della particella resta nulla, perchè anche l’interazione elettromagnetica non
dipende dal tempo scelto per parametrizzare la traiettoria. Stavolta però abbiamo un nuovo vincolo perchè diversa è
l’equazione che definisce i momenti coniugati:

pµ → pµ −
e

c
Aµ ≡ p̃µ

⇒ λ
(
p̃µp̃µ −m2

)
L’azione nel formalismo hamiltoniano si scrive allora

S =
∫
pµẋµ − λ

((
pµ +

e

c
Aµ
)2

−m2c2
)

ovvero si ottiene immediatamente da quella per la particella libera mediante la sostituzione minimale:

pµ → pµ +
e

c
Aµ
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1.6.6 Aspetti generali dei sistemi relativistici

Finora abbiamo considerato lagrangiane del tipo

L = L(qi(t), q̇i(t))

cioè in cui le variabili canoniche erano le coordinate e le loro relative velocità. Se passiamo ai campi, questi ultimi
acquisiscono a loro volta il ruolo di coordinate generalizzate, mentre la posizione diventa un parametro al pari del
tempo; la lagrangiana L(qi(t), q̇i(t) diventa una densità di lagrangiana:

L = L(φi(~x, t), ∂µφi(~x, t))

in modo che la lagrangiana vera e propria si ottenga integrando L(φi(~x, t), ∂µφi(~x, t)) sul volume del sistema. L’azione
per un sistema di campi φi si ottiene semplicemente come

S =
∫
d4xL

(
φi(~x, t), ∂µφi(~x, t)

)
Le equazioni del moto si ottengono mediante le equazioni di Eulero-Lagrange generalizzate

∂

∂xµ

(
∂L

∂(∂µφi)

)
− ∂L
∂φi

= 0

Queste equazioni si ricavano con procedimenti analoghi a quelli che portano alle equazioni di Eulero-Lagrange per un
sistema di coordinate, ma c’è un punto sostanziale di differenza: per derivare queste equazioni si deve porre a zero un
termine di bordo, che nel formalismo classico è nullo perchè supponiamo sempre variazioni delle coordinate nulle al
tempo iniziale e al tempo finale:

δq(ti) = δq(tf ) = 0

Nel caso della teoria dei campi il bordo non è più costituito da due tempi, ma da una ipersuperficie spazio-temporale:
dato che insieme alle derivate temporali compaiono anche quelle spaziali, integrando per parti si ricevono contributi dai
campi all’infinito spaziale. In generale, quindi, per ottenere le equazioni del moto per un sistema di campi è necessario
non solo imporre condizioni ai tempi iniziale e finale, ma anche imporre una opportuna condizione all’infinito spaziale,
che ci permetta di trascurare i termini di bordo che compaiono nell’equazione. Consideriamo ad esempio la teoria di
campo più semplice, la teoria scalare libera:

S =
∫
d4x

1
2
∂µφ∂

µφ

Variando l’azione si ha
δS =

∫
d4x∂µ(δφ)∂µφ =

∫
d4x∂µ (δφ∂µφ)− δφ�φ

Il primo termine è una sorta di quadridivergenza, e per capirne la struttura esplicitiamo il prodotto scalare:∫
d4x∂µ (δφ∂µφ) =

∫
d4x∂t

(
δφ∂tφ

)
+
∫
d4x∂i

(
δφ∂iφ

)
=

=
∫
d3x

[
δφ(tf , ~x)∂tφ(tf , ~x)− δφ(ti, ~x)∂tφ(ti, ~x)

]
+
∫
d4x∂i

(
δφ∂iφ

)
Se prendiamo delle variazioni che non cambiano il valore dei campi ai tempi iniziale e finale, il primo blocco in parentesi
quadre si annulla perchè sono nulli i termini δφ(ti, ~x) e δφ(tf , ~x). Il secondo termine può essere riscritto come∫

d4x∂i
(
δφ∂iφ

)
= −

∫
dt

∫
d3x∇ · (δφ∇φ) = −

∫
dt

∫
Σ

δφ(∇φ) · d~Σ

dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato il teorema di Gauss, e Σ è la superficie che racchiude il volume di integrazione;
se tale volume è tutto lo spazio, possiamo scegliere come Σ una sfera con raggio R → ∞. Affinchè le equazioni del
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moto siano quelle che ci aspettiamo, ovvero �φ = 0, è necessario che anche l’integrale di superficie dia contributo
nullo, e questo equivale a richiedere che il termine δφ(∇φ) vada a zero più velocemente di 1

r2 . Questa richiesta è non
banale, perchè non sempre è concesso imporre arbitrarie condizioni al contorno; se pensiamo ad esempio ad un’onda
sferica, questa scala come 1

r , dunque il termine di superficie scala come 1
r2 , e il contributo all’integrale è finito. Un

caso importante in cui i termini di bordo sono importanti è proprio la relatività generale, in cui l’energia e l’impulso
totali del sistema sono definiti da un integrale di bordo, e non di volume come accade di solito.

Il campo elettromagnetico

Se vogliamo scrivere una lagrangiana per l’elettromagnetismo, questa per prima cosa deve dare origine alle equazioni
di Maxwell, che sono lineari nei campi; questo significa che la lagrangiana dovrà essere al più quadratica nei campi.
Le equazioni del moto inoltre sono covarianti di Lorentz e invarianti di gauge: un modo sicuro per ottenere equazioni
con queste caratteristiche è partire da una lagrangiana invariante di gauge e scalare sotto Lorentz. Gli unici oggetti
quadratici invarianti di gauge che sappiamo costruire sono FµνFµν e 1

2εµνρσF
µνF ρσ, dunque una prima lagrangiana

di prova può avere la forma
L = a1FµνF

µν + a2εµνρσF
µνF ρσ

Il secondo termine in effetti viola la parità, ovvero una trasformazione del gruppo di Lorentz esteso, e poichè in
elettromagnetismo la parità è conservata tale termine deve essere escluso dalla lagrangiana. In ogni caso, possiamo
mostrare le equazioni del moto non sono modificate dalla sua presenza:

a2εµνρσ(∂µAν − ∂νAµ)F ρσ = 2a2εµνρσ∂
µAνF ρσ = ∂µ (2a2εµνρσA

νF ρσ)− 2a2εµνρσA
ν∂µF ρσ

ma εµνρσ∂µF ρσ è identicamente nullo per l’identità di Bianchi, dunque

a2εµνρσF
µνF ρσ = ∂µ (2a2εµνρσA

νF ρσ) ≡ 2a2∂
µJµ

dove Jµ = εµνρσA
νF ρσ, cioè il termine aggiuntivo alla lagrangiana corrisponde a una divergenza totale, che non

influenza le equazioni del moto: infatti, per il teorema di Stokes, l’integrale di volume di una divergenza è uguale al
flusso attraverso la superficie che ricopre il volume di integrazione∫

d4x∂µJ
µ =

∫
Σ

dΣ · J

dove Σ è il bordo di un volume quadridimensionale. Nell’ipotesi in cui i campi vanno a zero all’infinito in modo
sufficientemente veloce, l’integrale va a zero, e le equazioni del moto quindi non ne risentono. Questo risultato è
l’analogo in meccanica analitica della possibilità di aggiungere alla lagrangiana una derivata totale rispetto al tempo
senza influenzare le equazioni del moto. Esistono comunque casi in cui non possiamo imporre opportune condizioni al
contorno per i campi, dunque il termine non va a zero: è il caso delle teorie non abeliane come la QCD, in cui questa
stessa corrente dà contributi di tipo istantonico.

Rimaniamo quindi con una azione del tipo

S = a1

∫
d4xFµνF

µν

e dobbiamo sperare che questa fornisca le equazioni del moto giuste, altrimenti non avremmo altri invarianti da mettere
in campo. Si ha

∂µ
∂L

∂(∂µAν)
− ∂L
∂Aν

= 0

Il secondo termine non dà contributo perchè la lagrangiana dipende solo dalle derivate dei campi, allora

2a1∂µ
(
ηµαηνβ − ηµβηνα

)
Fαβ = 4a1∂µF

µν = 0
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Nel vuoto quindi otteniamo le giuste equazioni del moto. In presenza di correnti, l’azione contiene un termine di
interazione:

S =
a1

4

∫
d4xFµνF

µν + s

∫
d4xJµA

µ

dove abbiamo aggiunto un fattore 1
4 per comodità; adesso abbiamo anche il termine di derivata rispetto ai campi, per

cui
a1∂µF

µν = sJν

Affinchè le equazioni del moto siano quelle corrette, è necessario che s
a1

= 4π
c , e la scelta canonica è quella di prendere

a1 = − 1
4π e s = − 1

c :

S = − 1
16π

∫
FµνF

µνd4x− 1
c

∫
d4xJµA

µ

In linea di principio aggiungere un termine che contiene esplicitamente Aµ potrebbe rompere l’invarianza di gauge,
ma non è questo il caso: infatti sotto una trasformazione di gauge:

Aµ → Aµ + ∂µf

e si ha
δS = −1

c

∫
Jµ∂

µfd4x = −1
c

∫
∂µ(Jµf)d4x+

1
c

∫
(∂µJµ)fd4x

Il primo termine al solito scompare scegliendo opportune condizioni al contorno per i campi, mentre il secondo è nullo
perchè una qualunque corrente Jµ che voglia accoppiarsi all’elettromagnetismo deve essere conservata, cioè ∂µJµ = 0;
infatti se consideriamo

∂µF
µν =

4π
c
Jν

e ne prendiamo la derivata

∂ν∂µF
µν =

4π
c
∂νJ

ν

Ma il primo membro è identicamente nullo, da cui deve necessariamente essere ∂νJν = 0 se vogliamo che l’accoppia-
mento sia consistente. Nel caso della particella carica in interazione, avevamo

S =
∫
dxµ

dτ
Aµdτ

e anche in questo caso l’azione era invariante di gauge, infatti

δS =
∫
ẋµ∂µfdτ =

∫
dτ
∂f

∂τ

e l’ultimo membro dell’uguaglianza si annulla se sono soddisfatte opportune condizioni al contorno.

1.6.7 Simmetrie dell’azione e teorema di Noether

L’ultimo passo prima di passare alla relatività è introdurre il tensore energia-impulso per una teoria di campo o per
un sistema di particelle. L’importanza del tensore energia-impulso sta nel fatto che esso sarà la sorgente del campo
gravitazionale, alla stessa stregua della corrente Jµ dell’elettromagnetismo. A livello di teoria dei campi, il tensore
energia-impulso si introduce iniziando a discutere le leggi di conservazione associate a un sistema di campi; tali leggi si
determinano grazie al teorema di Noether, che data una simmetria permette di associarvi una legge di conservazione:
per ogni simmetria continua, infatti, è possibile definire una corrente conservata. Questo risultato non si trasla auto-
maticamente nel fatto di avere anche una carica conservata: ancora una volta, per ogni corrente conservata esisterà
una corrispondente carica conservata soltanto se sono soddisfatte opportune condizioni al contorno, e non sempre
questo accade.
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Consideriamo una trasformazione di coordinate infinitesima

xµ → x
′µ = x

′µ(x) ∼ xµ + δxµ

Questa induce automaticamente una trasformazione anche sui campi

φi(x)→ φ
′i(x′) = φi(x) + δφi(x)

Sotto una trasformazione generica, dunque, un campo φi(x) viene mandato in un nuovo campo φ
′i(x′). Per come inter-

pretiamo le trasformazioni esse non cambiano il punto fisico in cui calcoliamo il campo, ma semplicemente trasformano
le sue coordinate, mentre per quanto riguarda le componenti del campo queste in generale risulteranno combinate in
maniera lineare. La linearità della combinazione è una proprietà dovuta al fatto che le nostre trasformazioni sono
elementi di un gruppo, e richiediamo che i campi trasformino in particolari rappresentazioni lineari di questo gruppo.
La più generale trasformazione dovrà quindi avere la forma

φ
′i(x′) = Λi jφj(x)

Se abbandonassimo queste limitazioni, in generale potremmo avere trasformazioni che al secondo membro presentano
potenze arbitrarie dei campi. La trasformazione x 7→ x′(x) si dice una simmetria dell’azione se si ha∫

D′
d4x′L

(
φ
′i(x), ∂′µφ

′i(x), x′
)

=
∫
D

d4xL
(
φi(x), ∂µφi, x

)
Il punto non banale sta nel fatto che a primo e secondo membro la lagrangiana L è la stessa: ovviamente trasfor-
mando tutto, anche la lagrangiana, l’uguaglianza sarebbe banale perchè deriverebbe semplicemente dall’invarianza
dell’integrale sotto cambio di coordinate. Sotto queste ipotesi, la prima conseguenza è che le equazioni del moto della
teoria sono covarianti sotto questa simmetria; ad esempio, poichè le equazioni del moto derivanti dalle due azioni si
ottengono usando le equazioni di Eulero-Lagrange:

∂

∂xµ
∂L

∂ (∂µφi)
− ∂L
∂φi

= 0

∂

∂x′µ
∂L

∂
(
∂′µφ

′i
) − ∂L

∂φ′i
= 0

Osserviamo che le due equazioni sono connesse proprio dalla trasformazione di coordinate x 7→ x′(x) (e dalla
conseguente φi 7→ φ

′i(φj)), ovvero sono covarianti sotto tale trasformazione:

∂

∂x′µ
∂L

∂
(
∂′µφ

′i
) − ∂L

∂φ′i
=

∂xν

∂x′µ
∂

∂xν
1
∂xλ

∂x′µ

∂L
∂ (∂λΛi jφj)

− ∂L
∂Λi jφj

=

=
∂

∂xµ
∂L

∂ (∂µΛi jφj)
− ∂L
∂Λi jφj

= (Λ−1)j i

(
∂

∂xµ
∂L

∂ (∂µφj)
− ∂L
∂φj

)
Altri due punti fondamentali:

1. nella definizione di simmetria dell’azione l’uguaglianza tra i due integrali deve valere per qualsiasi dominio di
integrazione D;

2. in generale non avremo L(φ) = L(φ′): nel caso particolare in cui questo accade si parla di invarianza in forma
della lagrangiana, ed è una caratteristica delle simmetrie interne, realizzate da trasformazioni che non coinvolgono
lo spazio-tempo; in tal caso si ha infatti D = D′ e dunque si avrà anche L(φ) = L(φ′).
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Il teorema di Noether ci garantisce che se abbiamo una simmetria continua della lagrangiana, corrispondentemente
esiste una quantità conservata θµ, definita da

θµ = − ∂L
∂(∂µφi)

4φi(x)− δxµL

dove per 4φi si intende la variazione in forma del campo, ovvero la variazione che si ottiene facendo ruotare il campo
ma non il punto:

4φi(x) = φ
′i(x)− φi(x)

Tale oggetto può essere riscritto come

4φi(x) = φ
′i(x)− φi(x) = φ

′i(x)− φ
′i(x′) + φ

′i(x′)− φi(x)

Il termine φ
′i(x′)−φi(x) è per definizione la variazione totale δφi, mentre il termine φ

′i(x)−φ′i(x′) può essere espanso:

4φi(x) = −δxµ∂µφ
′i(x) + δφi

Poichè ci limitiamo al prim’ordine dello sviluppo, e δxµ è già un termine del prim’ordine, il campo φ′ = φ + δφ + ...

può essere preso all’ordine zero, possiamo confondere cioè φ′ ∼ φ:

4φi(x) = −δxµ∂µφi(x) + δφi

Poichè la corrente θµ è conservata, se i campi soddisfano le equazioni del moto (si dice che i campi sono on shell),
allora ∂µθµ = 0. Ad esempio se consideriamo la corrente elettromagnetica per uno scalare:

Jµ = e (φ∗∂µφ− φ∂µφ∗)

Questa corrente deriva dalla lagrangiana
L = ∂µφ

∗∂µφ

che è invariante sotto la simmetria U(1):
φ′ = eiαφ ∼ (1 + iα)φ

φ
′∗ = e−iαφ∗ ∼ (1− iα)φ∗

In questo caso la trasformazione è interna dunque δxµ = 0, e resta soltanto il contributo della variazione in forma per
i due campi φ e φ∗, per cui la corrente conservata

θµ = i

(
∂L

∂(∂µφ)
φ− ∂L

∂(∂µφ∗)
φ∗
)

= i (φ∂µφ∗ − φ∗∂µφ)

Definiamo Jµ = ieθµ, e consideriamone la quadridivergenza:

∂µJ
µ = e (∂µφ∗∂µφ+ φ∗∂µ∂

µφ− ∂µφ∂µφ∗ − φ∂µ∂µφ∗) = e (φ∗�φ− φ�φ∗)

Se i campi soddisfano le equazioni del moto, cioè �φ = 0 e �φ∗ = 0, abbiamo che effettivamente la corrente è
conservata; nel caso con massa, le equazioni sono semplicemente �φ = m2φ e �φ∗ = −m2φ∗ e il risultato è analogo.

Quantità conservate

Se abbiamo una corrente conservata, nell’ipotesi che i campi soddisfino opportune condizioni al contorno esiste una
carica Q conservata, cos̀ı definita:

Q =
∫
t=cost

d3xJ0(~x)
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Inoltre si scopre che Q è un invariante relativistico, ovvero non dipende dal sistema di riferimento considerato. Os-
serviamo che l’invarianza della lagrangiana sotto una certa simmetria non è in generale preservata dalle condizioni al
contorno con cui risolviamo le equazioni del moto: in questo caso abbiamo comunque una corrente conservata, ma non
una carica. Immaginiamo ad esempio di risolvere le equazioni del moto per il campo scalare con le seguenti condizioni
al contorno:

φ(∞) = φ∗(∞)

Tali condizioni chiaramente rompono la simmetria perchè le trasformazioni di U(1) vincolerebbero i campi ad avere
un’espressione diversa all’infinito:

U(1) :
{
4φ(x) = iαφ(x)
4φ∗(x) = −iαφ∗(x)

⇒
{
φ′(∞) = (1 + iα)φ(∞)
φ
′∗(∞) = (1− iα)φ∗(∞)

In questo caso le soluzioni non possono dare origine ad una carica conservata:

0 =
∫
t=cost

d3x∂µJ
µ =

∫
t=cost

d3x∂0J
0 +

∫
t=cost

d3x∂iJ
i =

∫
t=cost

d3x∂0J
0 +

∫
Σ

dΣni(φ∂iφ∗ − φ∗∂iφ)

Q =
∫
t=cost

d3xJ0 = ie

∫
d3x(φ∂0φ∗ − φ∗∂0φ)(??????????)

In ogni caso ci limiteremo sempre a campi che soddisfano sempre le giuste condizioni al contorno.
In realtà il risultato è più generale, e la carica Q può essere definita come

Q =
∫

Σ

dV Jµn
µ

dove Σ è una qualunque superficie spaziale e nµ è il suo vettore normale. Una superficie spaziale è una superficie
tridimensionale (o in generale d− 1 dimensionale, se d è la dimensione dello spazio) in cui la normale alla superficie è
sempre un vettore di tipo tempo, ovvero nµnµ. Ad esempio, se consideriamo la superficie t = costante, il suo vettore
normale è

nµ =


1
0
0
0


ed è chiaramente di tipo tempo. Per dimostrare che Q è conservata, consideriamo due superfici spaziali: le superfici
spaziali Σ1 e Σ2 sono definite a t = t1 e t = t2, e sono grandi ma non infinite, ad esempio possiamo pensare a due
grosse sfere.

Figura 1.7: Ipersuperficie
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Queste due superfici rappresentano le “basi” di un ipercilindro, che avrà una superficie laterale V e una superficie
totale S = V + Σ1 + Σ2. L’integrale ∫

S

∂µJ
µd4x

è nullo perchè ∂µJµ = 0. Allora per il teorema di Gauss-Green:∫
Σ1

JµnΣ1
µ dVΣ1 +

∫
Σ2

JµnΣ2
µ dVΣ2 +

∫
V

JµnVµ dVV = 0

Per quanto riguarda il flusso attraverso V , allargare il cilindro equivale ad allargare le sfere, e se J scala in modo
sufficientemente veloce il contributo del flusso attraverso la superficie laterale diventa rapidamente trascurabile. Al-
l’aumentare della base dell’ipercilindro, dunque, gli unici contributi restano quelli di Σ1 e Σ2; osserviamo che lo stesso
ragionamento varrebbe anche se le due Σi non fossero a tempi costanti, a patto che non si intersechino. Concludiamo
che ∫

Σ1

Jµn
µ
Σ1
dVΣ1 = −

∫
Σ2

Jµn
µ
Σ2
dVΣ2

Ma nel teorema di Gauss il flusso è sempre considerato uscente, quindi possiamo eliminare il segno - invertendo
l’orientazione della normale alla superficie a tempo t1 < t2 (per convenzione nµ è orientato nella direzione di tempo
crescente) (figura 2).

Figura 1.8:

In questo senso, possiamo scrivere ∫
Σ1

Jµn
µ
Σ1
dVΣ1 =

∫
Σ2

Jµn
µ
Σ2
dVΣ2

Ma l’integrale appena scritto è lo stesso integrale che definisce la carica Q, per cui abbiamo dimostrato che essa non
dipende dalla particolare striscia temporale a cui la calcoliamo. La dimostrazione però ci informa anche che Q è
un invariante relativistico: infatti, se effettuiamo una trasformazione di Lorentz sulle coordinate le superfici Σ1 e Σ2

continuano ad essere superfici spaziali dato che i loro vettori normali restano time-like.

Tensore energia-impulso di Noether

Il tensore energia-impulso di Noether è la corrente conservata associata all’invarianza sotto traslazioni: il gruppo di
simmetria della relatività ristretta è il gruppo di Poincarè, e comprende sia il gruppo di Lorentz che il gruppo delle
traslazioni. Sotto traslazioni si ha

x
′µ = xµ + aµ ⇒ δxµ = aµ

e gli indici dei campi non vengono ruotati; in altre parole, sotto traslazioni la variazione totale di un campo è nulla:

φ
′i(x′) = φi(x)
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per cui la variazione in forma è data da
∆φi(x) = −aµ∂µφi(x)

La corrente conservata si scrive come:

θµ =
∂L

∂ (∂µφi)
aα∂αφ

i − aµL = aα
(

∂L
∂ (∂µφi)

∂αφ
i − δµαL

)
Osserviamo adesso che aα è arbitrario, il che significa che possiamo definire il seguente oggetto

Tµ α =
∂L

∂ (∂µφi)
∂αφ

i − δµαL

Osserviamo che soltanto l’indice µ è conservato, mentre nessuna proprietà vale a priori per l’indice α: la sua presenza
ci informa semplicemente che abbiamo non una ma quattro correnti conservate, il che è ragionevole dato che una
traslazione spazio-temporale può essere effettuata in quattro possibili direzioni. Le cariche conservate sono

Pα =
∫
t=cost

d3xT 0
α

oppure, reintroducendo aα, abbiamo un’unica carica

Q(a) =
∫
t=cost

d3xT 0
αa

α

Ma dal teorema di Noether sappiamo che Q è un invariante relativistico, qualunque sia aα: poichè quest’ultimo è un
quadrivettore, affinchè Q(a) sia un invariante è necessario che anche T 0

α trasformi come un quadrivettore, ovvero
le quattro cariche conservate si riorganizzano come le quattro componenti di un quadrivettore. Questo non è strano
perchè le leggi di conservazione associate alle traslazioni sono l’energia e l’impulso, e ci aspettiamo che dal tensore di
Noether derivi il quadrimpulso del nostro sistema di campi. Per convincersi che effettivamente le Pα hanno a che fare
con energia e impulso, consideriamo la componente 0

0 del tensore di Noether:

T 0
0 =

∂L
∂ (∂0φi)

∂0φ
i − L

ma per definizione, questa è la densità di hamiltoniana del sistema.
Osserviamo che la corrente Jµ che compare nel teorema di Noether non è unica: data una simmetria infatti possono

esistere infinite correnti conservate associate, tutte collegate da una trasformazione di questo tipo:

Jµ → J
′µ = Jµ + ∂νf

νµ

dove fνµ è un oggetto antisimmetrico nello scambio degli indici, che prende il nome di superpotenziale. La nuova
corrente J

′µ è anch’essa conservata dato che

∂µJ
′µ = ∂µJ

µ + ∂µ∂νf
νµ = ∂µJ

µ = 0

per l’antisimmetria di fµν . Possiamo chiederci se a infinite correnti conservate corrispondano infinite cariche conservate,
ma la risposta è negativa:∫

t=cost

d3xJ
′0 =

∫
t=cost

d3xJ0 +
∫
t=cost

∂νf
0ν = Q+

∫
t=cost

∂if
0i =

perchè f00 = 0. Se rinominiamo f0i ≡ F i, abbiamo

= Q+
∫
t=cost

∂iF
i = Q+

∫
∂(t=cost)

~F · ~ndV
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Se F è una funzione buona dei campi, ovvero decade all’infinito con sufficiente rapidità, il termine aggiuntivo si cancella
e la carica risultante da J

′µ è la stessa.
Consideriamo il tensore energia-impulso del campo elettromagnetico:

L = − 1
16π

FµνFµν

4Aµ = −aν∂νAµ

θµ = − ∂L
∂(∂µAν)

4− δxµL = −aλ 1
4π
Fµν∂λAν +

aµ

16π
FµνFµν = −a

λ

4π

(
Fµν∂λAν − δµλ

1
4
FµνFµν

)
⇒ Tµem ν = − 1

4π

(
Fµα∂νAα −

1
4
δµν (FρσF ρσ)

)
É possibile verificare immediatamente che il tensore energia-impulso è conservato dell’indice µ:

∂µT
µ
em ν = − 1

4π

(
∂µF

µα∂νAα + Fµα∂µ∂νAα −
1
4
∂ν (FρσF ρσ)

)
=

= − 1
4π

(
1
2
Fµα∂ν (∂µAα − ∂αAµ)− 1

4
∂ν (FρσF ρσ)

)
= − 1

4π

(
1
2
Fµα∂νFµα −

1
4
∂ν (FρσF ρσ)

)
=

= − 1
4π

(
1
4
∂ν (FµαFµα)− 1

4
∂ν (FρσF ρσ)

)
= 0

Questo tensore dipende esplicitamente dal potenziale Aµ, e per questo fallisce l’invarianza di gauge:

δfT
µ
ν = − 1

4π
Fµα∂ν∂αf

Questo significa che se integriamo il tensore energia-impulso su un volumetto finito, il risultato dipenderà in generale
dalla scelta di gauge: questo ci impedisce innanzitutto di definire l’energia e l’impulso contenuti all’interno di un
volumetto finito V . Fortunatamente le cariche conservate, che sono integrate su tutto lo spazio, risultano gauge-
invarianti:

Pν =
∫
t=cost

d3xT 0
ν

δPν =
∫
d3xδfT

0
ν =

∫
d3x

(
− 1

4π
F 0α∂ν∂αf

)
= − 1

4π

∫
d3x∂α

(
F 0α∂νf

)
ovvero il termine aggiuntivo è una divergenza totale, che non dà contributi se i campi soddisfano opportune condizioni
al contorno.

Allo stato attuale siamo in grado di ricavare da Tµ ν soltanto l’energia e l’impulso totali del sistema, ma sappiamo
che in elettromagnetismo è possibile calcolare anche l’energia e l’impulso contenuti in un volumetto finito: infatti, la
densità di energia di un sistema elettromagnetico è data da

Eem =
~E2 + ~B2

8π

e questa quantità è perfettamente gauge-invariante.
Dobbiamo a questo punto ricordare che in realtà esiste un insieme infinito di correnti conservate, connesse l’una

all’altra dall’aggiunta di un opportuno superpotenziale. Consideriamo ad esempio il superpotenziale cos̀ı definito:

Sµα ν =
1

4π
FµαAν
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dove gli indici antisimmetrici del superpotenziale sono µ e α. In questo modo

(Tnew)µ ν = (Told)µ ν +
1

4π
∂α (FµαAν) = (Told)µ ν +

1
4π

(∂αFµα)Aν +
1

4π
Fµα∂αAν

dove

(Told)
µ
ν = − 1

4π

(
Fµα∂νAα −

1
4
δµν (FρσF ρσ)

)
dunque

(Tnew)µ ν = − 1
4π

(
Fµα (∂νAα − ∂αAν)− 1

4
δµν (F ρσFρσ)

)
=

= − 1
4π

(
FµαFνα −

1
4
δµν (F ρσFρσ)

)
Il nuovo tensore energia-impulso non dipende più dal campo Aµ, ed è quindi totalmente gauge-invariante: si può
verificare che la componente (Tnew)0

0 è esattamente ~E2+ ~B2

8π ≡ u dove u è la densità di energia elettromagnetica. Per
quanto riguarda le componenti spaziali:

T 0
i = − 1

4π
(
F 0jFij

)
=

1
4π
εjikEjBk = − 1

4π

(
~E × ~B

)i
= −1

c
Si

dove ~S è il vettore di Poynting. Il fatto che ∂µTµ 0 = 0 si reinterpreta quindi come

∂u

∂x0
=

1
c
∇ · ~S ⇒ ∂u

∂t
= ∇ · ~S

ovvero la variazione di energia in un volume è pari al flusso del vettore di Poynting attraverso la superficie che racchiude
il volume stesso. Per quanto riguarda la conservazione delle componenti spaziali:

∂Sj
∂t

= ∂iT
i
j

dove T i j è il cosiddetto tensore degli sforzi, la cui denominazione proviene dalla teoria dell’elasticità:

T i j =
1

4π

(
EiEj +BiBj − 1

2
δij
(
~E2 + ~B2

))
In elettromagnetismo il vettore di Poynting ha una duplice interpretazione: da una parte è legato alla variazione di
energia, quando consideriamo l’equazione di conservazione associata a T 0

0, dall’altra dà informazioni sull’impulso
del sistema, quando consideriamo l’equazione associata a T 0

i e integriamo su una qualsiasi superficie spaziale. Se
vogliamo generalizzare al caso in cui siano presenti delle sorgenti, prima di tutto l’energia non si conserverà perchè
parte di essa potrà essere trasferita alle sorgenti stesse: in tal caso la divergenza del tensore energia-impulso non è più
nulla, e si ha

∂µT
µν = − 1

4π
F ναJα

ma il membro di destra non è altro che la densità di forza di Lorentz, che agisce sulle sorgenti: ovviamente, se abbiamo
una forza che agisce sul sistema, questo non è più conservativo e bisogna tenere conto del lavoro compiuto dalle forze.
Ad esempio per la densità di energia si ha

∂u

∂t
= ∇ · ~S +

1
4π

~J · ~E

dove ~J · ~E è proprio il lavoro compiuto dal campo elettrico sulle correnti.
Il tensore energia-impulso che abbiamo costruito ha anche un’altra proprietà: alziamo infatti il secondo indice con

la metrica

(Tnew)µν = − 1
4π

(
FµαF να −

1
4
ηµν (F ρσFρσ)

)
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Il tensore cos̀ı ottenuto è quindi simmetrico nello scambio µ↔ ν.
Questa procedura ha partorito un tensore energia-impulso simmetrico e totalmente gauge-invariante, dove quest’ul-

tima proprietà ci consente di parlare di densità di energia e di impulso anche in regioni finite di spazio. É l’ultimo caso
in cui riusciamo ad ottenere entrambe queste proprietà, infatti si può mostrare che per particelle con spin maggiore
di 1 non è possibile costruire un tensore energia-impulso che sia contemporaneamente simmetrico e gauge-invariante.

Inoltre, il tensore (Tnew)µν gode anche della proprietà di avere traccia nulla. Questa non è una proprietà fortuita,
infatti se consideriamo un riscalamento delle coordinate:

xµ → λxµ

Sotto questa trasformazione i potenziali, che hanno dimensione dell’inverso di una lunghezza, riscalano corrisponden-
temente come

Aµ → λ−1Aµ

dunque l’azione elettromagnetica risulta invariante sotto una trasformazione di scala. La corrente di Noether associata
a questa simmetria è

Jµ = xν(Tnew)µ ν

e se imponiamo che sia conservata otteniamo

∂µx
ν(Tnew)µ ν = xν∂µ(Tnew)µ ν + δνµ(Tnew)µ ν = 0

ma ∂µ(Tnew)µ ν = 0, dunque si deve avere (Tnew)µ µ = 0: questo significa che una teoria invariante sotto trasformazioni
di scala, o dilatazioni, ha un tensore energia-impulso a traccia nulla.

Simmetria sotto Lorentz

Consideriamo adesso il caso in cui l’azione sia invariante sotto il gruppo di Lorentz. Per capire come trasforma un
campo sotto Lorentz, dobbiamo caratterizzare a livello infinitesimo le trasformazioni del gruppo, ovvero studiare gli
elementi vicini all’identità:

Λµ ν = δµν + ωµ ν

Una trasformazione di Lorentz è una trasformazione tale che

ηµν = Λα µΛβ νηαβ =

Se sostituiamo la rappresentazione infinitesima:

=
(
δαµ + ωα µ

) (
δβν + ωβ ν

)
ηαβ = ηµν + ωνµ + ωµν

Dunque deve risultare ωνµ + ωµν = 0, ovvero ωµν è un oggetto antisimmetrico, con 6 parametri indipendenti,
esattamente come i parametri del gruppo di Lorentz. A livello infinitesimo, quindi

δxµ = ωµ νx
ν (ωµν + ωνµ = 0)

Se un campo ha degli indici, le trasformazioni di Lorentz oltre a ruotare il punto ruoteranno in generale anche gli
indici del campo. In generale, dato un campo φi appartenente ad una qualche rappresentazione del gruppo di Lorentz,
avremo

φ
′i(x′) = M i

jφ
j(x)

Se la trasformazione è infinitesima, potremo espanderla in un intorno dell’identità

φ
′i(x′) ∼ (δij + Ωi j)φj(x)
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dove gli Ωi j sono i generatori del gruppo di Lorentz nella particolare rappresentazione a cui appartiene φi. La
variazione totale del campo sarà:

δφi(x) = Ωi jφj(x)

Quando specifichiamo una trasformazione di Lorentz in realtà forniamo le velocità per i boost e gli angoli per le
rotazioni, ovvero un set di 6 parametri raccolti nella matrice antisimmetrica ωµν . Ωi j non è altro che la stessa
trasformazione in una rappresentazione diversa, e sarà quindi funzione di questi stessi parametri:

Ωi j = Ωi j(ω)

All’ordine lineare:
Ωi j(ω)φj =

1
2
ωαβ

(
Ωαβ

)i
jφ
j

dove il fattore 1
2 tiene conto dell’antisimmetria. Consideriamo ad esempio la variazione del campo Aµ:

δAµ = ωµ νA
ν = ωαβ

(
ηµαδβµ

)
Aµ =

1
2
ωαβ

(
ηµαδβν − δαν ηβµ

)
Aν

Gli indici α, β giocano lo stesso ruolo del caso generale, mentre gli indici µ ν sono l’analogo di i j : l’oggetto
(
ηµαδβν − δαν ηβµ

)
è quindi il generatore del gruppo di Lorentz nella cosiddetta rappresentazione vettoriale. Nel caso di un campo scalare
i generatori sono tutti nulli, ovvero Ω ≡ 0, perchè il gruppo di Lorentz è rappresentato come l’identità sullo spazio
vettoriale cui appartiene il campo scalare.

Determineremo adesso la corrente conservata associata all’invarianza sotto il gruppo di Lorentz, assumendo di
avere anche invarianza sotto traslazioni, e quindi un tensore energia-impulso di Noether. La variazione totale del
campo può essere scritta come

δφi =
1
2
ωαβ

(
Ωαβ

)i
jφ
j ≡ Ωi jφj

La variazione in forma si ottiene come
4φi = −ωµ νxν∂µφi + Ωi jφj

per cui

θµ = − ∂L
∂(∂µφi)

4φi − δxµL =
∂L

∂(∂µφi)
ωλ νx

ν∂λφ
i − δµαωα νxνL −

1
2
ωαβ

∂L
∂(∂µφi)

(Ωαβ)i j =

= Tµ αω
α
νx

ν − 1
2
ωαβ

∂L
∂(∂µφi)

(Ωαβ)i jφj

Analogamente al caso delle traslazioni, in cui a ognuna della quattro direzioni indipendenti corrispondeva una corrente
conservata, le trasformazioni di Lorentz dipendono da sei parametri per cui ci aspettiamo sei correnti conservate; per
rendere manifesto questo fatto, raccogliamo i parametri:

θµ = Tµ αω
α
νx

ν − 1
2

∂L
∂(∂µφi)

ωαβ
(
Ωαβ

)i
jφ
j =

1
2
ωαβ

(
Tµαxβ − Tµβxα − ∂L

∂(∂µφi)
(
Ωαβ

)i
jφ
j

)
Possiamo quindi definire un tensore a 3 indici:

Mµαβ = Tµαxβ − Tµβxα − ∂L
∂(∂µφi)

(
Ωαβ

)i
jφ
j

antisimmetrico nello scambio degli indici α, β. Ci aspettiamo che le leggi di conservazione sotto Lorentz siano legate
in qualche modo al momento angolare ~J o ad una sua generalizzazione del tipo

Jµν ∼ xµpν − xνpµ
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In effetti, in una teoria di campo il quadrimpulso Pα è legato alla componente T 0α del tensore energia-impulso, dunque
il termine Tµαxβ−Tµβxα sembrerebbe avere la forma corretta. Il termine ∂L

∂(∂µφi)

(
Ωαβ

)i
jφ
j viceversa infatti dipende

da come trasformano i campi sotto Lorentz, dunque tiene conto dei gradi di libertà di spin: ad esempio, se lo spin del
campo è 0, 1

2 o 1, avremo
Ωαβ = 0 (spin 0)

Ωαβ =
1
4

[γα, γβ ] (spin
1
2

)

Ωαβ = ηµαδβν − δαν ηβµ (spin 1)

La procedura di Belifante

Se i campi sono on shell, Mµαβ è conservato nell’indice µ:

0 = ∂µM
µαβ =

∂µTµα︸ ︷︷ ︸
=0

xβ + T βα − Tαβ −

∂µTµβ︸ ︷︷ ︸
=0

xα − ∂µ
∂L

∂(∂µφi)
(
Ωαβ

)i
jφ
j

dove abbiamo utilizzato la conservazione di Tµν dovuta alla nostra assunzione di invarianza sotto traslazioni. Allora

Tαβ − T βα = −∂µ
∂L

∂(∂µφi)
(
Ωαβ

)i
jφ
j

Questo significa che se la teoria è invariante sotto il gruppo di Poincarè la parte antisimmetrica del tensore energia-
impulso di Noether non è arbitraria, bens̀ı è legata alla divergenza della parte di spin. Per una particella di spin 0,
Ωαβ = 0, e il tensore energia-impulso risulta correttamente simmetrico.

Tuttavia questa interpretazione è fuorviante, poichè la divisione del momento angolare in parte orbitale e parte di
spin non ha realmente senso fisico nel caso di una teoria relativistica: infatti è possibile mostrare che scegliendo un
opportuno superpotenziale la parte antisimmetrica del tensore energia-impulso può essere eliminata. Il termine che
rompe la simmetria è proprio

∂µ
∂L

∂(∂µφi)
(
Ωαβ

)i
jφ
j

La sua forma, antisimmetrica nei due indici α, β, ci suggerisce di definire il seguente superpotenziale:

Cµα;ν = C1

(
∂L

∂ (∂µφi)
(Ωαν)i jφj −

∂L
∂ (∂αφi)

(Ωµν)i jφj
)

+ C2

(
∂L

∂ (∂νφi)
(Ωµα)i jφj

)
Per costruzione, Cµα;ν è antisimmetrico negli indici µ, α; definiamo allora il nuovo tensore energia-impulso

TµνB = Tµν + ∂αC
µα;ν

o tensore energia-impulso di Belifante. Mostreremo che esiste una scelta di C1 e C2 tale che TµνB risulti simmetrico:

TµνB − T
νµ
B = Tµν − T νµ + C1

(
∂α

∂L
∂ (∂µφi)

(Ωαν)i jφj − ∂α
∂L

∂ (∂αφi)
(Ωµν)i jφj

)
+

+C2

(
∂α

∂L
∂ (∂νφi)

(Ωµα)i jφj
)
− C1

(
∂α

∂L
∂ (∂νφi)

(Ωαµ)i jφj − ∂α
∂L

∂ (∂αφi)
(Ωνµ)i jφj

)
−

−C2

(
∂α

∂L
∂ (∂µφi)

(Ωνα)i jφj
)

Vediamo subito che se scegliamo C1 = −C2 alcuni termini si cancellano:

TµνB − T
νµ
B = Tµν − T νµ − 2C1

(
∂α

∂L
∂ (∂αφi)

(Ωµν)i jφj
)
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Ma Tµν −T νµ = −∂α ∂L
∂(∂αφi)

(Ωµν)i jφj , dunque è sufficiente scegliere C1 = − 1
2 per cancellare la parte antisimmetrica

del tensore di Belifante. In questo modo TµνB è un tensore simmetrico, e la corrente

Mµ;αβ
B = xαTµβB − xβTµαB

è conservata nell’indice µ.

La particella libera

Cercheremo di scoprire adesso qual’è la corrente associata ad una particella libera. L’azione per una particella libera
è

S =
∫
dτ
√
ηµν ẋµxν

Questa non è una teoria di campo ma una teoria di particelle, dunque una trasformazione di Lorentz può soltanto
ruotare le variabili xµ. La corrente conservata è data da

J =
∂L
∂ẋµ

Ωµ νxν(τ) =
1
2
ωαβ

(
ηαµδβν − ηβµδαν

)
pµx

ν = ωαβ
(
pαxβ − pβxα

)
L’argomento della xµ, il tempo proprio, è un invariante relativistico, dunque non viene toccato dalla trasformazione.
Fattorizzando i parametri otteniamo la forma relativistica del momento angolare

Jαβ = pαxβ − pβxα

Per un sistema di particelle:

J =
1
2

∑
i

(xµi p
ν
i − xνi p

µ
i )

1.6.8 Dualità elettromagnetica

Le equazioni di Maxwell in termini di Fµν e del suo duale ∗Fµν sono date da{
∂µF

µν = 4π
c J

ν

∂µ ∗ Fµν = 0

Dirac per primo notò che in assenza di sorgenti si ha Jν = 0, e le equazioni di Maxwell diventano simmetriche: le
equazioni diventano cioè invarianti sotto una arbitraria combinazione lineare dei due campi Fµν e ∗Fµν :

F
′µν = aFµν + b ∗ Fµν

∗F
′µν = cFµν + d ∗ Fµν

In questo momento stiamo considerando Fµν e il suo duale come campi arbitrari e indipendenti, in particolare non
pensiamo più a Fµν come a ∂µAν−∂νAµ: saranno infatti in seguito le equazioni di Maxwell, in particolare ∂µ∗Fµν = 0,
a informarci che Fµν è esprimibile in termini di un potenziale Aµ. In ogni caso, se Fµν e ∗Fµν soddisfano le equazioni
di Maxwell, per linearità lo faranno anche F

′µν e ∗F ′µν . In termini dei campi ~E e ~B:

~E′ = α~E + β ~B

~B′ = γ ~E + δ ~B

Introduciamo il seguente oggetto

Fµν =
(
Fµν

∗Fµν

)
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Le equazioni di Maxwell si riscrivono come
∂µFµν = 0

e perdono parte della enorme simmetria che avevano considerando i campi F e ∗F come oggetti separati. Il vettore
Fµν infatti non è arbitrario, e se ne prendiamo lo ∗:

∗Fµν =
(
∗Fµν
−Fµν

)
= JFµν

dove J =
(

0 1
−1 0

)
è la matrice simplettica 2 × 2. Le equazioni di Maxwell saranno quindi invarianti sotto tutte

quelle trasformazioni lineari che preservano la condizione ∗F ′ = JF , ovvero

F →MF

⇒ ∗F ′ = JF ′

∗ (MF) = J (MF)

ma l’operazione di ∗ commuta con M , dunque avremo

M∗F ≡MJF = JMF ⇒MJ = JM

L’insieme delle matrici M 2× 2 con questa proprietà forma un gruppo, detto gruppo simplettico Sp(1).
Una base per le matrici 2× 2 è costituita dalle matrici σ1, σ2, σ3 e l’identità, e poichè J ≡ iσ2, le uniche matrici

che commutano con σ2 avranno la forma

M = aI + ibσ2 =
√
a2 + b2

(
a√

a2 + b2
+

ib√
a2 + b2

σ2

)
Possiamo sempre porre a√

a2+b2
≡ cos θ e λ ≡

√
a2 + b2, in questo modo

M = λ (cos θ + i sin θσ2) = λ

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
La matrice M dunque è una rotazione di SO(2), riscalata per una costante arbitraria, ma un riscalamento arbitrario
corrisponderebbe a ridefinire la scala delle cariche e pertanto lo ignoreremo: il gruppo SO(2) residuo è detto gruppo
di dualità elettromagnetico.

Una volta restaurata la presenza della corrente elettrica, la simmetria è apparentemente rotta:{
∂µF

µν = 4π
c J

ν
e

∂µ ∗ Fµν = 0

ma può essere ripristinata introducendo una corrente magnetica:{
∂µF

µν = 4π
c J

ν

∂µ ∗ Fµν = 4π
c J

ν
m

Anche per le correnti è possibile introdurre un unico vettore

Iν =
(
Jνe
Jνm

)
in modo che le equazioni di Maxwell si scrivano

∂µFµν =
4π
c
Iν
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Il monopolo di Dirac

Le equazioni di Maxwell nel vuoto mostrano una certa simmetria tra i campi ~E e ~B, e suggeriscono che in linea di
principio non ci sia nessun motivo di privilegiare l’uno o l’altro. Tuttavia il nostro mondo sembra privilegiare il campo
elettrico, per il quale esistono i monopoli, diversamente da quanto accade per il campo magnetico. L’introduzione di
una corrente magnetica tuttavia rende nuovamente simmetriche le equazioni:{

∂µF
µν = 4π

c J
ν
e

∂µ ∗ Fµν = 4π
c J

ν
m

A questo punto esistono due possibilità:

1. supponiamo che esistano sia la carica elettrica che la carica magnetica, e che stiano in un rapporto universale
della forma g = ke, dove g è la carica magnetica e k è una costante. In tal caso, con una rotazione possiamo
sempre trovare un sistema di riferimento in cui Jνm = 0, ovvero possiamo sempre scegliere un set di campi
privilegiati in cui le equazioni di Maxwell hanno la forma che assumono nel nostro mondo:{

∂µF
µν = 4π

c J
ν
e

∂µ ∗ Fµν = 4π
c J

ν
m

⇒

{
∂µF

′µν = cos θ∂µFµν + sin θ∂µ ∗ Fµν = 4π
c (cos θ + k sin θ) Jνe = 4π

c J
′ν
e

∂µ ∗ F
′µν = − sin θ∂µFµν + cos θ∂µ ∗ Fµν = 4π

c

(
− 1
k sin θ + cos θ

)
Jνm = 4π

c J
′ν
m

Scegliendo θ = arctan k le equazioni si riducono infatti a{
∂µF

′µν = 4π
c J

′ν
e

∂µ ∗ F
′µν = 0

con J
′ν =

√
1 + k2Jνe .

2. Se viceversa supponiamo che le cariche elettriche e le cariche magnetiche siano indipendenti, l’elettromagnetismo
assume un volto nuovo. Innanzitutto, l’esistenza di un quadripotenziale Aµ era strettamente legata al fatto che
l’equazione ∂µ ∗ Fµν = 0 fosse risolubile esattamente in termini di un Fµν antisimmetrico, ma questa proprietà
viene meno se è presente una corrente Jνm, in quanto non è più possibile sfruttare l’identità di Bianchi per cui
∂µ ∗ Fµν ≡ 0 se Fµν = ∂µAν − ∂νAµ.

Seguiremo la seconda ipotesi, per cui assumeremo l’esistenza di una carica magnetica statica, indipendente e isolata.
In assenza di cariche elettriche le equazioni di Maxwell si scrivono

1) ∇ · ~E = 0 2) ∇ · ~B = 4πgδ3(~x)

3) ∇× ~E = −1
c

∂ ~B

∂t
4) ∇× ~B =

1
c

∂ ~E

∂t

Dato che g è una carica magnetica statica cercheremo soluzioni statiche, dunque ∇ × ~E = 0 e ∇ × ~B = 0, ovvero i
campi elettrici e magnetici nel limite statico si disaccoppiano, e poichè le equazioni 1) e 3) sono risolte da ~E = 0 non
abbiamo propagazione di onde. Restano le due equazioni

∇ · ~B = 4πgδ3(~x)

∇× ~B = 0

Tali equazioni sono l’analogo delle equazioni dell’elettrostatica, pertanto avranno la stessa soluzione:

~B =
g

r2
r̂ (campo di monopolo)
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Per rivelare un monopolo dovremmo innanzitutto sapere come il nostro rivelatore reagisce in presenza del campo da
esso generato, ovvero dovremmo conoscere le modalità di interazione della materia col monopolo. Ma il campo di
monopolo è pur sempre un campo magnetico, dunque la sua interazione con la materia è immediatamente ricavata
dalla sostituzione minimale: l’hamiltoniana per un sistema di particelle è

H =
n∑
i=1

p2
i + V (xi)

dunque dopo la sostituzione minimale avremo

H =
n∑
i=1

(
pi +

e

c
Ai

)2

+ V (xi)

Questa relazione vale sia in meccanica classica che in meccanica quantistica, ma ci troviamo subito davanti a un
problema: in elettrodinamica l’esistenza del potenziale vettore ~A era garantita dall’annullarsi della divergenza di ~B,
ma se esiste un campo di monopolo si ha ∇ · ~B 6= 0 e non è possibile definire un vettore ~A tale che ∇× ~A = ~B. L’idea
di Dirac fu la seguente: la divergenza di ~B è data da

∇ · ~B = 4πgδ3(x)

ovvero è zero dappertutto eccetto in un punto, in altre parole il potenziale vettore è definito ovunque a parte nell’origine.
Supponiamo allora di connettere al monopolo una “stringa” di singolarità, tale da generare un campo ~Bstr con la
seguente proprietà:

∇ ·
(
~Bmon + ~Bstr

)
= 0

Figura 1.9: Stringa di singolarità

In tal caso possiamo definire un potenziale vettore ~A, tale che ∇× ~A = ~Bmon+ ~Bstr. Apparentemente abbiamo giocato
sporco, modificando il problema e aggiungendo ad hoc un nuovo campo in modo da far tornare le cose; in realtà Dirac
aggiunse la richiesta che la fisica non dovesse dipendere dal campo ~Bstr, ovvero che questo fosse inosservabile. ~Bstr
dunque è soltanto un oggetto fittizio che rende matematicamente consistente la nostra procedura, e che allo stesso
tempo è del tutto ininfluente per la fisica. Consideriamo due possibili scelte di ~Bstr:

• ~B(+) = −4πgδ(x)δ(y)θ(z)ẑ, ovvero un campo ~Bstr concentrato nella direzione z positiva.

• ~B(−) = 4πgδ(x)δ(y)θ(−z)ẑ, lo stesso ma in direzione negativa.

Per una nota proprietà della θ, la sua derivata è proprio la delta di Dirac, per cui derivando rispetto a z i due campi
per calcolarne la divergenza, ricostruiamo con la δ3(~x) un termine −4πgδ3(~x) che va a cancellare il contributo di
divergenza del campo di monopolo.

Se consideriamo la regione R3/{(0, 0, z)}, l’equazione da risolvere è

~Bmon = ∇× ~A

perchè fuori dall’asse z ~Bstr = 0. Dunque
g

r2
r̂ = ∇× ~A
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Figura 1.10: Diverse scelte del campo ~Bstr

La forma dell’equazione ci suggerisce di passare in coordinate polari:

~A = (Ar, Aθ, Aφ) ≡ Ar r̂ +Aθ θ̂ +Aφφ̂

∇ =
(
∂

∂r
,

1
r

∂

∂θ
,

1
r sin θ

∂

∂φ

)
g

r2
r̂ = ∇× ~A =

r̂

r sin θ

[
∂

∂θ
(Aφ sin θ)− ∂Aθ

∂φ

]
+
θ̂

r

[
1

sin θ
∂Ar
∂φ
− ∂

∂r
(rAφ)

]
+
φ̂

r

[
∂

∂r
(rAθ)−

∂Ar
∂θ

]
dove l’equazione si intende valida su R3/{(0, 0, z)}. Prima di risolvere quest’equazione, ci ricordiamo che ~A è
determinato a meno del gradiente di una funzione arbitraria:

~A ∼ ~A+∇f

In coordinate polari, il gradiente è

∇f = r̂
∂f

∂r
+
θ̂

r

∂f

∂θ
+

φ̂

r sin θ
∂f

∂φ

Dunque è sempre possibile scegliere una f opportuna che annulli la componente radiale di ~A:

∂f

∂r
= −Ar

Tale scelta di gauge si dice gauge radiale. Pur avendo messo a zero Ar non abbiamo esaurito tutte le possibili scelte
di gauge, infatti il gradiente di una qualunque funzione di θ e φ non ha componenti in direzione radiale. Se Ar = 0,
l’equazione si trasforma come

g

r2
r̂ = ∇× ~A =

r̂

r sin θ

[
∂

∂θ
(Aφ sin θ)− ∂Aθ

∂φ

]
+
θ̂

r

[
− ∂

∂r
(rAφ)

]
+
φ̂

r

[
∂

∂r
(rAθ)

]
Una ulteriore osservazione è che poichè il campo di monopolo è solo radiale, le componenti di ∇× ~A lungo θ̂ e φ̂ devono
annullarsi, ovvero

∂

∂r
(rAφ) = 0

∂

∂r
(rAθ) = 0

ma queste equazioni si risolvono banalmente come

Aφ =
f(θ, φ)
r
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Aθ =
g(θ, φ)
r

Questo risultato ci suggerisce di cercare una funzione f ′(θ, φ) tale che:

g(θ, φ)
r

+
1
r

∂

∂θ
f ′(θ, φ) = 0

In questo modo anche Aθ = 0 e dell’equazione iniziale resta soltanto

1
r sin θ

∂

∂θ

[
f(θ, φ)
r

sin θ
]

=
g

r2

⇒ ∂

∂θ
(f(θ, φ) sin θ) = g sin θ

Questa equazione ha come soluzione

f =
C(φ)− g cos θ

sin θ
con C(φ) costante arbitraria che dipende soltanto da φ. Abbiamo quindi trovato un potenziale

~A =
1

r sin θ
(C(φ)− g sin θ) φ̂

che genera il campo di monopolo dappertutto eccetto sull’asse z.
Se scegliamo il campo di stringa ~B(+), posizionato lungo l’asse z positivo, l’asse z negativo (caratterizzato da

θ = π) non presenta singolarità pertanto non c’è motivo di avere un potenziale vettore ~A singolare per z < 0. Imporre
la regolarità per z negativi equivale ad imporre C(φ) + g = 0, dato che sinπ = 0:

~A(+) = − g

r sin θ
(1 + cos θ) φ̂

In questo modo è sparita la singolarità per θ = π, mentre è rimasta quella a θ = 0: ma questo è necessario perchè la
stringa di singolarità è concentrata sull’asse z positivo.

Se scegliamo ~B(−) dobbiamo imporre che ~A sia non singolare θ = 0, dunque:

~A(−) =
g

r sin θ
(1− cos θ) φ̂

dove stavolta la singolarità in θ = π compensa esattamente quella derivante da ~B(−). Se andiamo a studiare la
differenza tra i due potenziali ~A(+) e ~A(−):

~A(+) − ~A(−) = − g

r sin θ
((1 + cos θ)− (1− cos θ)) φ̂ =

−2g
r sin θ

φ̂

Se ricordiamo l’espressione del gradiente in coordinate polari:

∇f =
∂f

∂r
r̂ +

1
r

∂f

∂θ
θ̂ +

1
r sin θ

∂f

∂φ
φ̂

il termine −2g
r sin θ φ̂ può essere riscritto come

−2g
r sin θ

φ̂ =
1

r sin θ
∂

∂φ
(−2gφ) φ̂

ovvero la differenza tra i due potenziali corrisponde ad una trasformazione di gauge:

~A(+) − ~A(−) = ∇ (−2gφ)

Questo risultato è concorde con la richiesta di indipendenza della fisica dal campo ~Bstr, dato che l’elettromagnetismo è
invariante sotto trasformazioni di gauge; in realtà si può mostrare che il campo di singolarità ~Bstr può essere collocato
lungo una qualsiasi curva infinitamente estesa che parta dall’origine, e il risultato di ciascuna curva differisce dagli
altri per una trasformazione di gauge.
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La quantizzazione della carica elettrica

L’argomento sopra presentato vale in meccanica classica: sappiamo infatti che in meccanica quantistica il campo
fondamentale è il potenziale vettore ~A, e non i campi ~E e ~B. Il potenziale vettore viene introdotto nell’equazione di
Schroedinger per una particella mediante la sostituzione minimale

− ~2

2m

(
∇− ie

c~
~A

)2

ψ = Eψ

e si manifesta a livello di funzione d’onda come un fattore di fase: se ψ è una soluzione dell’equazione

− ~2

2m
∇2ψ = Eψ

la soluzione dell’equazione con ~A sarà semplicemente

ψ′ = exp{ ie
c~

∫
γ

~A · d~x}ψ

dove γ è un particolare cammino seguito dalla particella.
Un cambio di gauge della forma

~A→ ~A+∇f

si traduce in un ulteriore fattore di fase, che lascia la fisica inalterata:

− ~2

2m

(
∇− ie

c~

(
~A+∇f

))2

ψ = Eψ

ψ′′ = e
ie
c~ fψ′

L’invarianza di gauge si manifesta in meccanica quantistica in maniera più profonda: non interessa più soltanto i
campi e i potenziali ma anche la materia, ovvero la funzione d’onda. Nel nostro caso possiamo passare da ~A(+) a ~A(−)

mediante una trasformazione di gauge, che possiamo riassorbire in una ridefinizione della funzione d’onda come

ψ′ = e−2i egc~φψ

La funzione ψ′′ deve essere monodroma: se φ varia di 2π, ψ′′ deve tornare in se stessa, il che è verificato soltanto se

e−2i eg~c 2π = 1

Ma questo implica che 2 eg~c = n con n ∈ Z, cioè la meccanica quantistica ha un accoppiamento consistente col monopolo
magnetico solo se g è un multiplo intero della quantità ~c

2e : da questo segue che se esiste almeno un monopolo in natura,
la carica elettrica è quantizzata.

Dalla relazione tra le due cariche, osserviamo che se le cariche elettriche sono piccole, quelle magnetiche sono
corrispondentemente grandi: la simmetria tra i campi elettrici e magnetici scambia quindi mondi in cui le cariche
elettriche sono piccole con mondi in cui le cariche magnetiche sono grandi, e per questo si parla di dualità strong-weak.
In termini di campi, si passa da una teoria fortemente accoppiata ad una teoria duale debolmente accoppiata.

Osserviamo che la meccanica quantistica ha fatto un altro servizio, riducendo in maniera drammatica la simmetria:
se deve valere la condizione di quantizzazione della carica magnetica, infatti, dell’SO(2) iniziale restano ammesse
soltanto le trasformazioni di Z2, ovvero le rotazioni di θ = 0 e θ = π. Si ha

Jµe = e

(
δ3(x)
~vδ3x

)
=

~c
2g

(
δ3(x)
~vδ3(x)

)

58



Jµm = g

(
δ3(x)
~vδ3(x)

)


cos θJµe + sin θJµm =
(

~c
2g cos θ + g sin θ

)( δ3(x)
~vδ3(x)

)
≡ e′

(
δ3(x)
~vδ3(x)

)
− sin θJµe + cos θJµm =

(
−~c

2g sin θ + g cos θ
)( δ3(x)

~vδ3(x)

)
≡ g′

(
δ3(x)
~vδ3(x)

)
Se anche dopo la rotazione deve continuare a valere la relazione g′ = ~c

2e′ , si deve avere(
−~c

2g
sin θ + g cos θ

)
=

~c

2
(

~c
2g cos θ + g sin θ

)
ma questa uguaglianza è verificata solo se θ = 0, π.

1.7 Esercizi

1. Dimostrare che per una matrice di Lorentz vale

Λµ αΛν βηαβ = ηµν

dove ηµν è l’inversa della matrice di Minkowski ηµν .

2. Dimostrare che vale la formula:

εµναβερστδ = −
∑

σ∈Perm(µναβ)

(−1)σδσ(µ)
ρ δσ(ν)

σ δσ(α)
τ δ

σ(β)
δ

In realtà tale prodotto si può vedere come un determinante formale:

εµναβερστδ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δµρ δνρ δαρ δβρ
δµσ δνσ δασ δβσ
δµτ δντ δατ δβτ
δµδ δνδ δαδ δβδ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Inoltre, si può mostrare che valgono anche

εµναβεµρστ = −
(
δνρδ

α
σ δ

β
τ + δνσδ

α
τ δ

β
ρ + δντ δ

α
ρ δ

β
σ − δνσδαρ δβτ − δνρδατ δβσ − δντ δασ δβρ

)
εµναβεµνρσ = −2

(
δαρ δ

β
σ − δασ δβρ

)
εµναβεµναρ = −2(4− 1)δβσ = −6δβσ

εµναβεµναβ = −4!

3. Espandere l’equazione ∂µJµ = 0 dove
∂µ =

(
1
c
∂
∂t ∇

)
Jµ =

(
ρc
~J

)
e verificare che essa dà luogo all’equazione di continuità.
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4. Verificare che le equazioni di Maxwell −4φ+ 1
c2
∂2φ
∂t2 −

1
c
∂
∂t

(
∇ · ~A+ 1

c
∂φ
∂t

)
= 4π

c ρc

−4 ~A+ 1
c2
∂2 ~A
∂t2 +∇

(
∇ · ~A+ 1

c
∂φ
∂t

)
= 4π

c
~J

possono essere scritte in forma covariante.

5. determinare le leggi di trasformazione dei campi ~E e ~B sotto la trasformazione di Lorentz:

Λ =


γ −γβ 0 0
−γβ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



Fµν =


0 −E1 −E2 −E3

E1 0 −B3 B2

E2 B3 0 −B1

E3 −B2 B1 0



F ′ = ΛFΛT =


γ −γβ 0 0
−γβ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




0 −E1 −E2 −E3

E1 0 −B3 B2

E2 B3 0 −B1

E3 −B2 B1 0




γ −γβ 0 0
−γβ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 =

=


γ −γβ 0 0
−γβ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




βγE1 −γE1 −E2 −E3

γE1 −βγE1 −B3 B2

γ(E2 − βB3) γ(B3 − βE2) 0 −B1

γ(E3 + βB2) −γ(B2 + βE3) B1 0

 =

=


0 −γ2

(
1 + β2

)
E1 −γ

(
E2 − βB3

)
−γ
(
E3 + βB2

)
−γβ 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


6. Calcolare la corrente di Noether associata alla simmetria dell’azione elettromagnetica sotto trasformazioni di

scala, e mostrare che si ottiene
Jµ = xνTµ ν

7. Dire come variano le equazioni di conservazione per le componenti spaziali del tensore energia-impulso elettro-
magnetico in presenza di una sorgente Jµ.

8. Dimostrare che si può costruire un superpotenziale per M , in termini del quale si ottiene

Mµαβ
B = xαTµβB − xβTµα

Suggerimento: siamo partiti da un Mµαβ della forma

Mµαβ = xαTµβB − xβTµα − ∂L
∂ (∂µφi)

(
Ωαβ

)i
jφ
j

Provare a far vedere che MB e M differiscono per un superpotenziale, sfruttando il fatto che TB − T è un
superpotenziale.
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9. Mostrare che l’azione
S = − 1

4π

∫
d4x

(
~E2 − ~B2

)
apparentemente non invariante sotto le traformazioni

~E′ = cos θ ~E − sin θ ~B

~B′ = − sin θ ~E − cos θ ~B

lo è comunque.
Suggerimento: pensare a come sono realizzate le trasformazioni a livello dell’azione.
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Capitolo 2

Geometria differenziale

2.1 Varietà differenziabili

Definizione 1. Una varietà differenziabile M è uno spazio topologico di Hausdorff per cui esiste una famiglia di aperti
{Uα} con la proprietà ⋃

α

Uα = M

Ognuno degli Uα è munito di un omeomorfismo φα : Uα → Rn, che lo mappa in un aperto di Rn. Il parametro n è la
dimensione della varietà, e deve essere lo stesso per ogni aperto.

Supponiamo inoltre che due aperti Uβ , Uγ ∈ {Uα} abbiano intersezione non nulla:

Uβ ∩ Uγ 6= ∅

In generale, la regione in comune sarà descritta nei due aperti da coordinate diverse:

φβ : Uβ → Rn

φγ : Uγ → Rn

dunque richiederemo che l’applicazione

hβγ = φβ ◦ φ−1
γ : φγ (Uβ ∩ Uγ)→ φβ (Uβ ∩ Uγ)

sia C∞, invertibile, e con inversa anch’essa C∞, sia cioè un diffeomorfismo C∞.

Le funzioni hβγ si dicono funzioni di transizione e hanno le seguenti proprietà:

1. hαα = I, infatti hαα = φα ◦ φ−1
α ;

2. h−1
αβ = hβα, infatti: (

φα ◦ φ−1
β

)−1

= φβ ◦ φ−1
α

3. Se Uα, Uβ e Uγ sono tre intorni con rispettive funzioni coordinate φα, φβ e φγ , si verifica che (proprietà di
cociclo)

hαγ = hαβhβγ

infatti
hαγ = φα ◦ φ−1

γ = φα ◦ φ−1
β ◦ φβ ◦ φ

−1
γ = hαβhβγ
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L’insieme {Uα, φα} si dice atlante. In generale una varietà può ammettere più di un atlante: si dice allora che due
atlanti sono compatibili se la loro unione è ancora un atlante. Ad esempio siano {Uα, φα} e {Vβ , ψβ} due atlanti per
la varietà M , la loro unione

{Uα, φα} ∪ {Vβ , ψβ}

Se
⋃
α Uα = M e

⋃
β Vβ = M , automaticamente

⋃
α Uα ∪

⋃
β Vβ = M ; la compatibilità risiede allora nel mostrare

che comunque prese φα, ψβ , la funzione φα ◦ ψ−1
β è un diffeomorfismo C∞. L’unione di tutti gli atlanti compatibili si

dice atlante massimale, e si dice che quest’ultimo fornisce una struttura differenziabile alla varietà. Tale struttura ci
permetterà infatti di definire una nozione di differenziabilità per le applicazioni tra varietà.

2.1.1 Applicazioni tra varietà

Introduciamo il concetto di applicazione tra varietà: sia F : M → N una applicazione continua (la continuità è
una proprietà che possiamo richiedere dato che M e N sono spazi topologici). Vogliamo definire una nozione di
differenziabilità per F in un punto p di M : in linea di principio questa domanda non ha senso perchè su Rn la
differenziabilità è definita mediante un rapporto incrementale che a denominatore presenta la differenza tra due punti
infinitamente vicini. Su una varietà differenziabile tale differenza non è definita, pertanto dovremo procedere in modo
diverso.

Poichè la varietà è differenziabile, preso un qualsiasi punto p ∈ M questo apparterrà ad un aperto Uα ⊂ M e
avrà delle coordinate in Rm mediante la funzione φα; analogamente l’immagine di p in N tramite F , F (p), apparterrà
anch’essa ad un intorno Vα ⊂ N , e avrà delle coordinate in Rn tramite ψα. Per la continuità, possiamo sempre
trovare un intorno di p che venga mappato da F in un intorno di F (p) che sia contenuto dentro Vα, pur di metterci
sufficientemente vicini a p; possiamo definire la seguente funzione:

f = ψα ◦ F ◦ φ−1
α : Rm ⊃ Uα → Vα ⊂ Rn

Tale funzione viene detta rappresentante locale di F ed è una applicazione da Rm in Rn, e possiamo applicare l’usuale
nozione di differenziabilità: diremo quindi che l’applicazione F è differenziabile in p ∈ M se il suo rappresentante
locale f è differenziabile in φα(p). Diremo inoltre che l’applicazione F è C∞ se f lo è. Sfruttando l’invertibilità delle
funzioni di transizione si può mostrare che questa definizione è indipendente dalla carta scelta.

In particolare, consideriamo una funzione che associa ad ogni punto di una varietà M un numero:

f : M → R

Se x ∈ Rn è l’immagine mediante la carta φ di un punto p di M , scriveremo con abuso di linguaggio f(x) intendendo(
f ◦ φ−1

)
(x), dove f ◦ φ−1 : Rn → R.

2.2 Vettori e campi vettoriali

Su una varietà differenziabile M il concetto di vettore è strettamente legato al concetto di derivazione. Sia p un punto
di M , e γ(t) una curva su M con le seguenti proprietà

γ :]− a, a[→M

γ(0) = p

Se φ : Up → Rn è una carta e φ ◦ γ : R → Rn è il rappresentante locale di γ, definiremo un vettore V applicato in p

come:

V ≡ lim
t→0

φ ◦ γ(t)− φ ◦ γ(0)
t

=
dφ ◦ γ
dt

∣∣∣∣
t=0
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Due curve γ1 e γ2 entrambe passanti per p a t = 0 si dicono equivalenti se d(φ◦γ1)
dt (0) = d(φ◦γ1)

dt (0); inoltre è possibile
mostrare che questa definizione di vettore è indipendente dalla scelta delle coordinate.

Esiste un modo alternativo per definire i vettori: oltre a γ, consideriamo anche le funzioni f : M → R e definiamo
la funzione

f ◦ γ :]− a, a[→ R

Tale funzione ha derivata perfettamente definita, dunque considereremo

d

dt
(f ◦ γ) (0)

e definiremo questo oggetto derivata direzionale di f in p lungo la curva γ. Lo stesso oggetto può essere scritto isolando
la funzione f

d

dt
(f ◦ γ) (0) ≡ γ̇(0)(f)

definendo di fatto l’operatore γ̇(0) : M → R. Per capire a cosa corrisponde questa costruzione possiamo pensare al
caso di Rn:

γ : R→ Rn

f : Rn → R

γ = {xµ(t)}

(f ◦ γ) (t) = f(x(t))

⇒ d

dt
f(x(t))

∣∣∣∣
t=0

= ẋµ(t)
d

dxµ
f

∣∣∣∣
t=0

= ẋµ(0)∂µf(x(0)) ≡ ẋ(0) · ∇f (x(0))

Questa è a tutti gli effetti la definizione di derivata direzionale su Rn, e il vettore è nascosto nella direzione lungo la
quale deriviamo. Su una varietà la definizione è ben posta anche senza l’introduzione di coordinate, ma se vogliamo
effettuare un calcolo analogo dobbiamo usare una carta φ:

f ◦ γ =
(
f ◦ φ−1

)
◦ (φ ◦ γ)

Infatti (φ ◦ γ) (t) è la rappresentazione in coordinate della curva, mentre
(
f ◦ φ−1

)
≡ f̃ è la rappresentazione in

coordinate di f . In definitiva f ◦γ ≡ f̃(xµ(t)):su Rn questa scrittura è globalmente valida, su una varietà differenziabile
in generale lo sarà solo localmente, in particolare nel dominio di validità della carta φ. Se consideriamo la derivata di
f̃ :

d

dt
f̃(xµ(t))

∣∣∣∣
t=0

= ẋµ(0)∂µf̃(x(0))

La curva γ definisce un vettore tangente alla varietà nel punto p, le cui componenti nella base indotta dalla funzione
φ sono proprio le ẋµ(0). Tali componenti sono sempre accompagnate a delle derivate che agiscono su una funzione,
in altre parole un vettore su una varietà definisce una procedura di derivazione: dato un vettore con componenti vµ

per qualche carta φ, ad esso possiamo sempre associare la derivazione vµ∂µ dove ∂µ sono le derivate lungo le direzioni
coordinate definite dalla stessa carta φ. Al fine di scegliere una base comoda, se il punto p ∈ M ha coordinate {xµ0}
considereremo le curve cos̀ı definite:

γ1 =
{
x1

0(t) = x1
0 + txi0(t) = xi0 (i 6= 1)

γ2 =
{
x2

0(t) = x2
0 + txi0(t) = xi0 (i 6= 2)

.

.
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γn =
{
xn0 (t) = xn0 + txi0(t) = xi0 (i 6= n)

Ognuna delle curve si muove su una delle direzioni coordinate di Rn: nel piano questo equivarrebbe a muoversi solo
lungo la direzione x o y. Le derivazioni associate a queste curve sono

γ1 → ∂1

γ2 → ∂2

.

.

γn → ∂n

In questo modo otteniamo n derivazioni ∂1, ..., ∂n, dove n è la dimensione della varietà M . Poichè ogni vettore potrà
sempre essere rappresentato come combinazione lineare di ∂1, ..., ∂n, tale insieme di derivazioni costituisce una base
dello spazio dei vettori tangenti a M in p:

V = V µ∂µ

La derivata direzionale rispetto a V di una funzione f nel punto p si indica talvolta come

Vp(f) = V µ(φ(p))∂µ(f ◦ φ−1)

In questo modo è immediato scoprire come trasformano i vettori sotto cambio di coordinate: supponiamo che il punto
p si trovi nell’intersezione di due intorni U e V con funzioni coordinate φ e ψ, dunque abbia coordinate φ(p) = xµ,
ψ(p) = yµ nei due intorni. Un vettore generico v avrà coordinate vµ(x) sulla base ∂

∂xµ definita da φ, e coordinate ṽµ(y)
sulla base ∂

∂yµ definita da ψ: il passaggio da un set di coordinate all’altro avviente tramite la funzione di transizione
h = ψ ◦ φ−1 : Rn → Rn, in altre parole yµ = yµ(x) e le derivate trasformano di conseguenza come

∂

∂xµ
=
∂yν

∂xµ
∂

∂yν

ovvero secondo lo jacobiano della trasformazione. Poichè un vettore v in un punto p esiste indipendentemente dalla
base in cui è espresso, si deve avere

vµ(φ(p))
∂

∂xµ
= ṽµ(ψ(p))

∂

∂yµ

ma per quanto detto

vµ(φ(p))
∂

∂xµ
= vµ(φ(p))

∂yν

∂xµ

∣∣∣∣
x=φ(p)

∂

∂yν
= ṽµ(ψ(p))

∂

∂yµ

⇒ ṽν(ψ(p)) =
∂yν

∂xµ

∣∣∣∣
x=φ(p)

vµ(φ(p)) ≡ Jν µ(φ(p))vµ(φ(p))

Si può mostrare che per come abbiamo definito i vettori, essi costituiscono effettivamente uno spazio vettoriale, in
particolare sono chiusi sotto somma e moltiplicazione per una costante. Ad esempio, per mostrare che se Vp è un
vettore anche cVp con c ∈ R lo è, possiamo considerare la curva γ(t) (o un qualsiasi altro rappresentante della classe
di equivalenza da essa definita) e la curva γ(ct): per t = 0, entrambe passano per p, e derivando rispetto al parametro
si ottiene:

d

dt
f ◦ γ(ct)

∣∣∣∣
t=0

= c
d

ds
f ◦ γ(s)

∣∣∣∣
t=0

= cV µ(φ(p))∂µf(0)

dove s = ct. Lo spazio vettoriale definito dai vettori tangenti in un punto p si dice spazio tangente alla varietà M nel
punto p e si indica con TpM . Tale spazio ha sempre la stessa dimensione della varietà: infatti il numero di vettori
di base indipendenti che possiamo scrivere è pari esattamente al numero di curve coordinate che possiamo scegliere.
Infine, una applicazione smooth (ovvero C∞) che associa ad ogni punto della varietà un vettore tangente si dice campo
vettoriale.
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2.3 Funzionali lineari e 1-forme

Ogni volta che abbiamo uno spazio vettoriale, possiamo sempre considerarne il duale. Se TpM è lo spazio tangente,
indicheremo con T ∗pM lo spazio dei funzionali lineari su TpM o spazio cotangente. Su TpM , la base {∂µ} si dice base
canonica o base olonoma, e corrispondentemente possiamo definire una base canonica dxµ su T ∗pM , detta base duale,
in questo modo:

dxµ(∂ν) ≡ δµν
Un funzionale ω ∈ T ∗pM può essere espanso sulla base canonica come

ω = ωµdx
µ

Poichè ω è un funzionale lineare sui vettori, se v ∈ TpM è definito un accoppiamento naturale di questo tipo:

ω(V ) = ω(vα∂α) = vαωβdxβ(∂α) = vαωβδ
β
α = vαωα

Questa definizione è identica al caso della relatività speciale, perchè dipende unicamente dalla struttura di spazio
vettoriale, sia esso uno spazio tangente alla varietà o lo spazio vettoriale di Minkowski. Sotto cambio di coordinate la
regola di trasformazione delle forme è vincolata da quella dei vettori: poichè l’oggetto ω(v) è indipendente dalla base
scelta dovrà assumere lo stesso valore in qualunque sistema di coordinate: se ωα, vβ e ω̃α, ṽβ sono le componenti della
forma ω e del vettore v in due carte differenti, si dovrà avere

ω(v) = ωαv
α = ω̃β ṽ

β

Poichè sappiamo che ṽβ = Jβ αv
α, avremo

ωαv
α = ω̃βJ

β
αv

α ⇒ ωα = ω̃βJ
β
α ⇒ ω̃β = (J−1)α βωα

Ovvero se i vettori trasformano con la matrice jacobiana del cambio di coordinate, i funzionali trasformano con la
matrice inversa trasposta.

Una applicazione smooth che associa ad ogni punto di M un funzionale su T ∗pM si dice una 1-forma.

2.4 Tensori e campi tensoriali

Come abbiamo visto, è possibile equipaggiare ogni punto di una varietà differenziabile con uno spazio tangente TpM
e uno spazio cotangente T ∗pM . Se consideriamo il seguente oggetto:

×(q)T
∗
pM ×(r) TpM

ovvero il prodotto diretto di q volte lo spazio cotangente e r volte lo spazio tangente, definiremo un tensore di rango
(q, r) come una applicazione multilineare da ×(q)T

∗
pM ×(r) TpM in R. In coordinate:

T (ω1, ..., ωq; v1, ..., vr) = (ω1)µ1
...(ωq)µqv

ν1
1

...vνrr T (dxµ1 , ..., dxµq ; ∂ν1 , ..., ∂νr ) ≡ (ω1)µ1
...(ωq)µqv

ν1
1

...vνrr T
µ1...µq
ν1...νr

Grazie alla multilinearità, per conoscere l’azione di un tensore su un set di vettori e forme è sufficiente conoscerne
l’azione su di una base, in questo caso la base canonica dei vettori e delle forme. Poichè anche l’accoppiamento di un
tensore con i suoi argomenti è indipendente dalla base, le componenti di un tensore trasformeranno concordemente
con la posizione dei loro indici, ad esempio

T
′µν

αβ = T ρσ λτ
∂yµ

xρ
∂yν

xσ
∂xλ

yα
∂xτ

yβ
≡ Jν σJµ ρT ρσ λτ

(
J−1

)λ
α

(
J−1

)τ
β

Una applicazione smooth che associa a ogni punto della varietà un tensore di tipo (q, r) si dice campo tensoriale di
tipo (q, r); campi vettoriali e 1-forme sono particolari esempi di campi tensoriali, rispettivamente di tipo (1, 0) e (0, 1).

Il campo tensoriale più importante della geometria riemanniana è il cosiddetto tensore metrico riemanniano: data
una varietà M , una metrica riemanniana è un campo tensoriale di tipo (0, 2) che soddisfa:
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1. ∀p ∈M , gp(v, w) = gp(w, v);

2. gp(u, u) ≥ 0.

Queste due proprietà definiscono un prodotto scalare definito positivo sullo spazio tangente ad ogni punto. Le
componenti della metrica sono definite da

gµν = g(∂µ, ∂ν)

dunque il tensore g può essere espanso su una base:

g = gµνdx
µ ⊗ dxν ≡ gµνdxµdxν

Si può dimostrare che data una qualsiasi varietà paracompatta esiste sempre una metrica riemanniana.
Le metriche riemanniane non sono molto utili per la relatività: la definizione può essere estesa a comprendere

anche le cosiddette metriche pseudoriemanniane, ovvero metriche in cui cade la seconda ipotesi ed è sostituita da:

• gp(u, v) = 0 ∀v ⇒ u = 0, ovvero il prodotto scalare definito da g è non degenere (oppure det gµν = 0);

Il tensore ηµν di Minkowski è un particolare esempio di metrica pseudoriemanniana.
Poichè la matrice gµν è invertibile possiamo introdurne l’inverso, gµν , definito da:

gµαgαν = δµν

Quando è presente, una metrica e il suo inverso generano un isomorfismo naturale tra spazio tangente e spazio
cotangente: dato un vettore

vµ → vµgµν ≡ vν

e data una forma
ωµ → gµνων ≡ ωµ

Le metriche pseudoriemanniane si classificano in base alla segnatura del prodotto scalare che definiscono, ovvero il
numero di 1 e -1 presenti sulla diagonale della forma quadratica, una volta ridotta in forma normale. Dato che la
metrica è un campo tensoriale smooth e il suo determinante è sempre diverso da zero, la sua segnatura è indipendente
dal punto scelto. Una metrica del tipo

gµν = diag(−1, ...,−1︸ ︷︷ ︸
p

, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
q

)

si dice metrica con segnatura (p, q), o semplicemente metrica (p, q): ad esempio la metrica di Minkowski è una metrica
(3, 1). In generale, chiameremo metrica lorentziana una metrica con segnatura (3, 1): data una metrica lorentziana, i
vettori tangenti alla varietà possono essere classificati in base alla loro norma:

• tipo luce: v2
p = 0;

• tipo tempo: v2
p > 0;

• tipo spazio: v2
p < 0.

2.5 Forme differenziali

Abbiamo visto che le 1-forme sono elementi dello spazio duale a TpM , lo spazio cotangente T ∗pM .
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Definizione 2. Una r−forma T è un campo tensoriale di tipo (0, r) alternante, ovvero completamente antisimmetrico
nei suoi argomenti:

T (v1, ..., vi, ..., vj , ..., vr) = −T (v1, ..., vj , ..., vi, ..., vr) ∀i, j

o in componenti
Tµ1...µi...µj...µr = −Tµ1...µj...µi...µr

É conveniente introdurre una base per le forme a partire da quella canonica per i campi tensoriali: se {dxµ} è una
base per le 1-forme, con µ = 1, ..., dim(M), una base per tensori (0, r) in generale è data da

dxµ1 ⊗ ...⊗ dxµr

Poichè le forme differenziali sono oggetti completamente antisimmetriche non distingueremo l’ordinamento dei vari
elementi e una base potrà essere scritta come∑

p∈Sr

dxµp1 ⊗ ...⊗ dxµpr sign(p)

dove Sr è il gruppo delle permutazioni di r oggetti.
Esempi

1. Per un tensore di rango (0, 2) (come la metrica) una base è data dal prodotto tensoriale dxµ1 ⊗ dxµ2 , e la
corrispondente base delle 2-forme si ottiene come:

dxµ1 ⊗ dxµ2 → dxµ1 ⊗ dxµ2 − dxµ2 ⊗ dxµ1

2. Per le 3-forme:

dxµ1 ⊗ dxµ2 ⊗ dxµ3 → dxµ1 ⊗ dxµ2 ⊗ dxµ3 + dxµ2 ⊗ dxµ3 ⊗ dxµ1 + dxµ3 ⊗ dxµ1 ⊗ dxµ2−

−dxµ2 ⊗ dxµ1 ⊗ dxµ3 − dxµ3 ⊗ dxµ2 ⊗ dxµ1 − dxµ1 ⊗ dxµ3 ⊗ dxµ2

ovvero abbiamo sommato sulle permutazioni cicliche e anticicliche dei tre indici µ1 , µ2 e µ3 , che portano
rispettivamente segno 1 e -1.

In generale sottointenderemo la scrittura dei vari termini derivanti dall’antisimmetrizzazione definendo il cosiddetto
prodotto wedge, o prodotto esterno ∧:

dxµ1 ⊗ ...⊗ dxµr → dxµ1 ∧ ... ∧ dxµr

Il prodotto esterno sta ad indicare un prodotto tensoriale totalmente antisimmetrico. Una volta costruita la base, le
r-forme possono essere espanse in componenti: convenzionalmente si usa definire le 0-forme come le funzioni M → R,
mentre per forme di ordine superiore, ad esempio le 1-forme

ω = ωµd
µ

Per le 2-forme, una prima espansione ingenua potrebbe essere:

F = Fµνdx
µ ∧ dxν

ma il coefficiente Fµν deve essere anch’esso antisimmetrico perchè una sua eventuale parte simmetrica saturata con
dxµ ∧ dxν non dà contributo. Inoltre, essendo dxµ ∧ dxν = −dxν ∧ dxµ la somma è da intendersi per µ < ν, o
equivalentemente possiamo dividere per il numero di permutazioni di 2 oggetti:

F =
1
2!
Fµνdx

µ ∧ dxν
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Per le 3-forme:
H =

1
3!
Hµνλdx

µ ∧ dxν ∧ dxλ

In generale per una r-forma:

ω =
1
r!
ωµ1...µrdx

µ1 ∧ ... ∧ dxµr

dove i coefficienti ωµ1...µr sono totalmente antisimmetrici nello scambio degli indici.
Il processo di costruzione di r−forme volge al termine una volta che r raggiunge la dimensione della varietà: se

r > dim(M) infatti due indici della r−forma dovranno necessariamente essere uguali, rendendo nulla l’espansione; ad
esempio in 5 dimensioni possiamo avere al massimo delle 5-forme. La dimensione dello spazio delle r−forme, che si
indica con Λr(M), si ottiene osservando che il numero di combinazioni possibili di n elementi presi r alla volta è dato

dal coefficiente binomiale
(
n

r

)
: (

n

r

)
=

n!
r!(n− r)!

o analogamente, una volta scelto il primo indice tra gli n possibili, per l’antisimmetria il secondo può assumere soltanto
n− 1 valori, e cos̀ı via fino all’(r − 1)-esimo che può scegliere tra n− (r − 1) valori; poichè non è importante l’ordine,
divideremo per il numero di permutazioni di r oggetti:

n(n− 1)...(n− r + 1)
r!

=
n!

r!(n− r)!
=
(
n

r

)
Il valore cos̀ı determinato corrisponde al numero di elementi di base indipendenti che possiamo costruire. Notiamo
subito una dualità tra lo spazio delle r-forme e lo spazio delle (n − r)-forme, che a causa di una nota proprietà del
binomiale risultano avere stessa dimensione: (

n

r

)
=
(
n

n− r

)
Possiamo definire la cosiddetta algebra esterna delle r-forme su M , come somma diretta dei vari spazi:

Λ(M) = ⊕nr=0Λr(M)

dotata del seguente prodotto: se ω ∈ Λr(M) e η ∈ Λs(M) (entrambe appartengono a Λ(M)), e la loro espansione in
coordinate è

ω =
1
r!
ωµ1...µrdx

µ1 ∧ ... ∧ dxµr

η =
1
s!
ηµ1...µsdx

µ1 ∧ ... ∧ dxµs

definiremo il prodotto ω ∧ η come

ω ∧ η ≡ 1
r!

1
s!
ωµ1...µrηµ1...µsdx

µ1 ∧ ... ∧ dxµr ∧ dxµ1 ∧ ... ∧ dxµs

ovvero semplicemente giustapponiamo gli elementi di base delle due forme aggiungendo un prodotto wedge, e antisim-
metrizzando il prodotto delle componenti.

Ad esempio, se ω = ωµdx
µ ed η = ηνdx

ν :

ω ∧ η = ωµηνdx
µ ∧ dxν =

1
2!

(ωµην − ωνηµ) dxµ ∧ dxν

cioè la vera e propria componente di ω ∧ η è ωµην − ωνηµ.
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Se F = 1
2!Fµνdx

µ ∧ dxν e ω = ωµdx
µ:

F ∧ ω =
1
2!
Fµνωλdx

µ ∧ dxν ∧ dxλ =
1
2!

1
3!

(Fµνωλ + Fνλωµ + Fλµων − Fµλων − Fνµωλ − Fλνωµ) dxµ ∧ dxν ∧ dxλ =

=
1
3!

(Fµνωλ + Fνλωµ + Fλµων) dxµ ∧ dxν ∧ dxλ

Osserviamo che per come è definito il prodotto ω ∧ η, l’ordine delle due forme non è irrilevante, infatti:

η ∧ ω =
1
s!

1
r!
ηµ1...µsωµ1...µrdx

µ1 ∧ ... ∧ dxµs ∧ dxµ1 ∧ ... ∧ dxµr

Se vogliamo riportare il prodotto dxµ1 ∧ ...∧ dxµs ∧ dxµ1 ∧ ...∧ dxµr nello stesso ordine del caso precedente, dobbiamo
far effettuare s salti, a ognuno degli r elementi di base di ω, ciascuno dei quali comporta un segno -:

ω ∧ η = (−1)r·s η ∧ ω

In particolare, scopriamo che
η ∧ η = (−1)r

2

η ∧ η

ovvero se η è una forma di rango dispari il prodotto wegde con se stessa è identicamente nullo.
La dimensione dell’algebra esterna Λ(M) si ottiene sommando le dimensioni dei vari sottospazi:

dim (Λ(M)) =
n∑
r=0

(
n

r

)
= 2n

Tale risultato si può ottenere analogamente considerando l’elemento di base dxµ1 ∧ ... ∧ dxµn , ovvero il prodotto
antisimmetrizzato di n elementi di base dxµi , e osservando che ognuno di essi può esserci o non esserci (2 possibilità),
il che dà origine a 2n possibilità.

2.5.1 Derivata esterna

É possibile introdurre sull’algebra esterna una nozione di derivata che generalizza a uno spazio curvo il concetto di
rotore: se ω una r-forma, definiamo l’operatore

d : Λr(M)→ Λr+1(M)

ω =
1
r!
ωµ1...µrdx

µ1 ∧ ...dxµr

dω ≡ 1
r!
∂[λωµ1...µr]dx

λ ∧ dxµ1 ∧ ...dxµr

dove le parentesi quadre indicano l’antisimmetrizzazione degli indici. Ad esempio consideriamo delle 1-forme in 3
dimensioni:

A = Aidx
i = Axdx+Aydy +Azdz

dA = ∂iAjdx
i ∧ dxj =

1
2!

(∂iAj − ∂jAi) dxi ∧ dxj

⇒ (dA)ij = ∂iAj − ∂jAi

dunque la matrice dei coefficienti è 3× 3 e antisimmetrica, dunque avrà soltanto tre componenti diverse da zero:

(dA)12 = ∂1A2 − ∂2A1 ≡
(
∇× ~A

)
3

(dA)23 = ∂2A3 − ∂3A2 ≡
(
∇× ~A

)
1
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(dA)31 = ∂3A1 − ∂1A3 ≡
(
∇× ~A

)
2

ovvero la derivata esterna di una 1-forma in tre dimensioni è equivalente al rotore del corrispondente vettore, poichè
le 2-forme sono duali alle 1-forme, e l’isomorfismo tra forme e vettori generato dalla metrica δij è banale.

In spazi curvi, viceversa, la derivata esterna agisce per definizione su forme. Consideriamo il quadripotenziale
dell’elettromagnetismo Aµ =

(
φ, ~A

)
: con la metrica possiamo definire la forma

A = Aµdx
µ

e considerarne la derivata esterna

dA = ∂λAµdx
λ ∧ dxµ =

1
2

(∂λAµ − ∂µAλ) dxλ ∧ dxµ ≡ 1
2
Fµνdx

λ ∧ dxµ

Ovvero se definiamo la field strenght dell’elettromagnetismo come una 2-forma, cioè del tipo F = 1
2Fµνdx

λ ∧ dxµ, le
sue componenti sono definite dall’equazione

F = dA

Questa definizione vale automaticamente su qualsiasi varietà ed è invariante sotto qualsiasi cambio di coordinate.
Consideriamo una seconda applicazione della derivata esterna ad una r−forma:

d (dω) =
1
r!
∂α∂λωµ1...µrdx

α ∧ dxλ ∧ dxµ1 ∧ ... ∧ dxµr ≡ 0

per l’antisimmetria degli elementi di base nello scambio α↔ λ. Dunque se F = dA si ha

dF = d2A = 0

ma espandendo la forma dF :

dF =
1
2
∂λFµνdx

λ ∧ dxµ ∧ dxν =
1
3!

(∂λFµν + ∂µFνλ + ∂νFλµ) dxλ ∧ dxµ ∧ dxν

Le componenti di questa 3-forma devono annullarsi identicamente, cioè si deve avere

∂λFµν + ∂µFνλ + ∂νFλµ = 0

Questo corrisponde alla seconda equazione di Maxwell:

0 = ∂λFµν + ∂µFνλ + ∂νFλµ =
1
2
ελαµν∂λFµν = ∂β ∗ F βα

ovvero anche la seconda equazione di Maxwell si può in forma indipendente dalle coordinate.

2.5.2 Derivata interna

Possiamo definire un secondo tipo di derivata sull’algebra esterna delle forme. Se X = Xµ∂µ è un campo vettoriale
su M e ω è una r-forma, definiamo

iX : Λr(M)→ Λr−1(M)

iX(ω) =
1

(r − 1)!
Xνω[νµ2...µr]dx

µ1 ∧ ... ∧ dxµr

Ancora una volta abbiamo i2X = 0 per l’antisimmetria:

i2X(ω) = XνXµω[νµµ3...µr] ≡ 0
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2.6 Pull-back e push-forward

Sia f una applicazione differenziabile tra due varietà M ed N :

f : M → N

Tramite questa applicazione possiamo mettere in corrispondenza non soltanto i punti tra le varietà, ma anche i rispettivi
spazi tangenti o cotangenti.

Sia p un punto di M , mappato in f(p) punto di N . Se γ è una curva su M che passa per p è immediato osservare
che la curva f ◦ γ passa per f(p), perciò possiamo stabilire la seguente corrispondenza: al vettore vp associato alla
curva γ nel punto p (o meglio alla derivata direzionale lungo γ), associamo il vettore (f∗v)f(p) definito dalla derivata
della curva f ◦γ nel punto f(p). Date due carte φ e ψ su M ed N rispettivamente, p avrà coordinate x = φ(p), mentre
f(p) avrà coordinate y = ψ(f(p)). Avremo:

xµ(t) = φ(γ(t))

yµ(t) = f̃µ(x(t)) (≡ ψ(f(γ(t))))

⇒ ẏµ(t) =
∂f̃µ

∂xα
(x(t))ẋα(t)

Per t = 0 ẋα(0) ≡ vα ed otteniamo effettivamente le componenti del vettore f∗v:

(f∗v)µ(y) =
∂f̃µ(x)
∂xα

(x(0))vα(x)

Osserviamo che questa espressione ha la stessa forma della regola di trasformazione dei vettori, a parte il fatto che
la jacobiana non è relativa ad un cambio di coordinate ma ad una mappa tra varietà. In astratto, ricordiamo che i
vettori v ∈ TpM agiscono sulle funzioni h : M → R, mentre i vettori w ∈ Tf(p)M agiscono sulle funzioni h′ : N → R,
dunque il vettore f∗v è definito in base alla sua azione su una funzione h′:

(f∗(v)) (h′) ≡ v(h′ ◦ f)

dove h′ ◦ f è una funzione da M in R. L’applicazione

f∗ : TpM → Tf(p)N

si dice push-forward.
Mentre il push-forward associa ad un vettore di M un vettore di N , è possibile definire un’altra applicazione che

associa ad una forma di N una forma di M : data l’inversione di marcia rispetto al caso precedente l’applicazione
prende il nome di pull-back. Se ω ∈ T ∗f(p)N , la funzione f∗ le associa una forma f∗ω ∈ T ∗pM definendo la sua azione
su un vettore v ∈ TpM :

(f∗ω, v) ≡ (ω, f∗v)

In componenti si ha

(f∗ω)α = ωµ
∂f̃µ

∂xα
≡ ωµJµ α

Questo spiega anche perchè le forme vengono portate indietro anzichè in avanti: l’applicazione f non è in generale
un diffeomorfismo dunque il suo jacobiano J non sarà invertibile, pertanto il suo trasposto è l’unico endomorfismo di
T ∗pM che possiamo definire in maniera canonica.
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2.7 Diffeomorfismi ed embedding

Una classe molto utile di mappe è costituita dalle mappe del tipo

f : M →M

Se f è surgettiva e iniettiva, si dice che f è un diffeomorfismo di M . Un’altra classe interessante è composta dalle
mappe f : M → N con dim(M) ≤ dim(N). In particolare consideriamo mappe con le seguenti proprietà:

1. f∗ : TpM → Tf(p)N è un’iniezione, ovvero il rango della matrice jacobiana fµ

xα è massimo. In tal caso diremo che
la funzione f definisce una immersione di M dentro N ;

2. f è iniettiva ed è anche una immersione. In tal caso diremo che f è un embedding.

In pratica, la proprietà 1) per il teorema del Dini ci informa che l’applicazione è localmente invertibile, ovvero lo-
calmente M può essere “immersa” in N . La 2) assicura che l’invertibilità è globale, ovvero possiamo M può essere
immerso in maniera 1:1 in N : in altre parole M è una sottovarietà di N . Ad esempio, supponiamo di avere un cerchio
(varietà unidimensionale) e di volerlo immergere in R2 (varietà bidimensionale):

Figura 2.1: Esempio di embedding (sinistra) e di immersione (sinistra)

L’ellisse di sinistra è un embedding, dato che punti diversi del cerchio sono mappati in punti diversi, mentre questo
l’oggetto di destra è soltanto una immersione, dato che l’origine corrisponde agli angoli 0 e π.

2.7.1 Metrica indotta e lunghezza di una curva

L’operazione di pull-back può essere estesa a tensori di rango (0, r), detti tensori covarianti, in questo modo: se
f : M → N è un’applicazione differenziabile e T ∈ (T ∗f(p)N)r, allora il tensore f∗T ∈ (T ∗pN)r è definito da

(f∗T )p(v1, ..., vr) = T (f∗v1, ...f∗vr)

Se f è un embedding da M in N , in particolare M è una sottovarietà di N , e se N ha una metrica M la eredita
mediante pull-back: possiamo infatti definire una metrica su M come

gM = f∗gN

In coordinate, se fµ(x) è la mappa tra le due varietà:

g(M)
mn (x) =

∂fµ

∂xm
∂fν

∂xn
g(N)
µν

Consideriamo ad esempio la sfera S2 embedded in R3, e vediamo quale metrica viene indotta sulla sfera dalla metrica
di R3. Una mappa da S2 in R3 può essere definita dal passaggio in coordinate polari:

xµ =


x = R sin θ cosφ
y = R sin θ sinφ
z = R cos θ
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La metrica di R3 è
ds2 = dx2 + dy2 + dz2

oppure, in componenti, gµν = δµν . La metrica indotta su S2 sarà allora

ds2
S2

= gθθdθ
2 + 2gθφdθdφ+ gφφdφ

2

dove le componenti si ottengono applicando la regola:

gθθ = δµν
∂xµ

∂θ

∂xν

∂θ
=
(
∂xµ

∂θ

)2

=
(
∂x

∂θ

)2

+
(
∂y

∂θ

)2

+
(
∂z

∂θ

)2

=

= R2 cos2 θ cos2 φ+R2 cos2 θ sin2 φ+R2 sin2 θ = R2

gθφ = δµν
∂xµ

∂θ

∂xν

∂φ
=
∂x

∂θ

∂x

∂φ
+
∂y

∂θ

∂y

∂φ
+
∂z

∂θ

∂z

∂φ
= −R2 cos θ cosφ sin θ sinφ+R2 cos θ sinφ sin θ cosφ = 0

gφφ = R2 sin2 θ

da cui
ds2 = R2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
Data una metrica riemanniana la lunghezza di una curva xµ(t) di estremi a e b è definita da

Lab =
∫ b

a

dτ

√
gµν(x(τ))

dxµ(τ)
dτ

dxν(τ)
dτ

Ad esempio possiamo considerare l’embedding del cerchio di raggio R sin θ0 nella sfera S2 definito da θ0 7→ (θ0, φ).
La metrica sul cerchio indotta dall’immersione nella sfera si ottiene sostituendo all’interno della metrica della sfera
θ = θ0, e si ha

ds2
S1

= R2 sin2 θ0dφ
2

L’integrale

L0,2π =
∫ 2π

0

dφ

√
gφφ

dφ

dφ

dφ

dφ

che rappresenta la lunghezza della curva immersa in S2, restituisce proprio il valore checi aspettiamo, 2πR sin θ.
Se la metrica non è riemanniana non è detto che gµν ẋµẋν sia positivo, e dovremo quindi distinguere tra le curve:

diremo che una curva è di tipo tempo se gµν ẋµẋν > 0, mentre diremo che è di tipo spazio gµν ẋ
µẋν < 0. Le curve che

corrispondono a moti fisici devono essere sempre globalmente di uno stesso tipo: diversamente, corrisponderebbero a
traiettorie che entrano o escono dal cono luce, ovvero a moti con velocità superiori a quella della luce. Con questa
distinzione, per curve di tipo tempo la definizione di lunghezza rimane quella usuale

Lt =
∫ b

a

√
gµν ẋµẋν

mentre per curve di tipo spazio

Ls =
∫ b

a

√
−gµν ẋµẋν

Un’altra differenza tra il caso euclideo e quello pseudoriemanniano è la seguente: le curve estremali del funzionale lun-
ghezza, le geodetiche, sono curve di minima lunghezza nel caso riemanniano e di massima nel caso pseudoriemanniano
di massima. Fisicamente questo si può capire pensando al paradosso dei gemelli: due gemelli si trovano in origine
all’evento iniziale (x1, ~x), il primo (“1”) resta fermo nel punto ~x mentre l’altro (“2”) comincia a muoversi seguendo
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la traiettoria in figura. Entrambi si incontrano nuovamente nell’evento (x2, ~x). La lunghezza delle due traiettorie,
calcolata con la metrica minkoskiana, restituisce

L1 =
∫ x2

x1

c2
√
η00

dt

x0

dt

x0
= x2 − x1

mentre

L2 =
∫ x2

x1

c2

√
η00

dt

x0

dt

x0
+ ηii

dxi

dx0

dxi

dx0
=
∫ x2

x1

√
1− v2

c2
< x1 − x2

dato che l’integrando è minore di 1. Dunque la traiettoria seguita dal gemello fermo, una linea retta, risulta essere la
retta di massima lunghezza, contrariamente a quanto accade in geometria euclidea. Osserviamo comunque che a rigore
il paradosso dei gemelli non può essere trattato all’interno della relatività ristretta, a causa del punto di inversione
nella traiettoria del gemello in moto, cui il suo sistema di riferimento smette di essere inerziale.

Figura 2.2: Traiettorie seguite dai due gemelli

2.8 Integrazione su varietà

Consideriamo una varietà di dimensione n e una particolare carta

φ : U → Rn

Scegliamo una n-forma

ω =
1
n!
ωµ1...µndx

µ1 ∧ ... ∧ dxµn

Poichè il rango della forma è il massimo possibile, possiamo sempre riordinare gli elementi della base in modo da avere

ω = ω1...ndx1 ∧ ... ∧ dxn

Definiamo a questo punto l’integrale di una n-forma sull’aperto U come∫
U

ω
DEF≡

∫
φ(U)

ω1...ndnx

dove dnx è la misura di Lebesgue o di Riemann. Verifichiamo che questa definizione è consistente, ovvero è indipendente
dal sistema di coordinate scelto: consideriamo un diffeomorfismo F : M →M che associa

xµ 7→ yµ
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in particolare xµ = Fµ(y). La regola di trasformazione per una n forma è

ω = ω1...ndx1 ∧ ... ∧ dxn = ω1...n
∂x1

∂yµ1
... ∂x

n

∂yµn
dyµ1 ∧ ... ∧ dyµn =

Poichè il prodotto dyµ1 ∧ ... ∧ dyµn è completamente antisimmetrico, si ha

∂x1

∂yµ1
... ∂x

n

∂yµn
dyµ1 ∧ ... ∧ dyµn = det

∣∣∣∣∂xµ∂yν

∣∣∣∣ dy1 ∧ ... ∧ dyn

da cui

ω = ω1...n det
∣∣∣∣∂xµ∂yν

∣∣∣∣ dy1 ∧ ... ∧ dyn = ω1...n det
(
J−1

)
dy1 ∧ ... ∧ dyn

ma questo deve anche essere uguale a ω′1...ndy
1 ∧ ... ∧ dyn, dunque

ω′1...n = ω1...n det
(
J−1

)
Possiamo quindi scrivere∫

F (φ(U))

ω′1...nd
ny =

∫
F (φ(U))

ω1...n det
(
∂xµ

∂yν

)
dny = sign

(
det
(
∂xµ

∂yν

))∫
φ(U)

ω1...ndnx

Nel futuro considereremo soltanto varietà orientabili:

Definizione 3. Una varietà M si dice orientabile se possiamo scegliere un atlante tale che det
(
Jφij

)
> 0 per ognuna

delle funzioni di transizione φij.

Dunque per varietà orientabili l’integrale è invariante e la definizione è ben posta. L’utilità di lavorare con varietà
orientabili sta nel fatto che nel calcolo di un integrale i vari intorni contribuiscono tutti con lo stesso segno, ad esempio
se due intorni Ui e Uj hanno intersezione non vuota, l’integrale su Ui ∪ Uj può essere scomposto in questo modo∫

Ui∪Uj
=
∫
Ui

+
∫
Uj

−
∫
Ui∩Uj

Figura 2.3: Intersezione tra due intorni Ui, Uj

2.8.1 Partizione dell’unità

Formalmente, l’integrale su una varietà è definito introducendo la cosiddetta partizione dell’unità.

Definizione 4 (Varietà paracompatta). Sia M una varietà differenziabile. M si dice paracompatta se esiste un
ricoprimento {Ui} di aperti di M tale che ogni punto di M è ricoperto da un numero finito di Ui.

Definizione 5 (Partizione dell’unità). Sia {εi(p)} una famiglia di funzioni differenziabili che soddisfa le seguenti
proprietà:
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1. 0 ≤ εi(p) ≤ 1;

2. εi(p) = 0 se p 63 Ui;

3.
∑
i εi(p) = 1 ∀p ∈M .

Allora {εi(p)} si dice partizione dell’unità.

Una volta definita la partizione dell’unità, l’integrale di una forma differenziale su una varietà viene definito come∫
M

ω =
∑
i

∫
φi(Ui)

εi(p)ω1...ndnx

2.8.2 Forma-volume

L’integrazione di funzioni è definita introducendo la cosiddetta forma-volume: se ω è una qualsiasi n-forma sulla
varietà, ovunque non nulla, definiamo l’integrale di una funzione f : M → R come∫

M

f
DEF≡

∫
M

ωf

Se la varietà è dotata di una metrica esiste una forma volume canonica e mai nulla, gµν(x). Le sue proprietà di
trasformazione sotto diffeomorfismi sono le seguenti:

gµν(x) = g′αβ(y)
∂xα

∂yµ
∂xβ

∂yν

dunque

det g = det g
(

det
(
∂xα

∂yµ

))2

In particolare il determinante di g′αβ avrà lo stesso segno del determinante di gµν , per cui se la metrica è euclidea
possiamo considerare la radice quadrata di ambo i membri:√

det g ≡ √g =
√
g′
∣∣∣∣det

(
∂yµ

∂xν

)∣∣∣∣ = det
(
∂yµ

∂xν

)
dove nell’ultima uguaglianza abbiamo sfruttato il fatto che i diffeomorfismi che consideriao hanno determinante
positivo. Nel caso minkowskiano il determinante di gµν è negativo pertanto scriveremo

√
−g =

√
−g′

(
∂yµ

∂xν

)
Ci accorgiamo quindi che la radice del determinante della metrica trasforma come una n-forma, possiamo quindi
definire

ω =
1
n!
√
−gε̃µ1...µndx

µ1 ∧ ... ∧ dxµn ≡ 1
n!
εµ1...µndx

µ1 ∧ ... ∧ dxµn

dove ε̃µ1...µn ed εµ1...µn sono rispettivamente il simbolo ed il tensore di Levi-Civita n−dimensionali. Per una varietà
dotata di metrica minkowskiana la definizione canonica dell’integrale sulla varietà è allora∫

M

f =
∫
M

f
√
−gd4x

Consideriamo adesso il caso di una r−forma su una varietà n-dimensionale: la nostra definizione di integrale si applica
soltanto se il rango della forma ha lo stesso valore della dimensione della varietà su cui integriamo. Se N è una
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sottovarietà r−dimensionale di M esiste un embedding F : N →M che ci permette di definire il pull-back della forma
ω ∈ Λr(M):

ω ∈ Λr(M)→ F ∗ω ∈ Λr(N)

Definiremo dunque ∫
N

F ∗ω
DEF≡

∫
F (N)

ω

Una volta introdotta l’integrazione sulle varietà, si può mostrare che vale il seguente

Teorema 1 (Teorema di Stokes). Se N è una varietà di dimensione n e ω è una n-forma, vale∫
N

dω =
∫
∂N

ω

Ad esempio, sia N una varietà 2-dimensionale e sia ∂N il suo bordo. Se consideriamo la 1−forma A = Aidx
i:∫

N

dA =
1
2

∫
N

(∂iAj − ∂jAi) dxi ∧ dxj =
∫
∂N

Aidx
i

In uno spazio piatto questo risultato riproduce il teorema di Stokes: il flusso del rotore di ~A attraverso una superficie
S è pari alla circuitazione di ~A lungo il bordo della superficie.

2.8.3 Operatore ∗ di Hodge

In presenza di una metrica la forma-volume canonica è definita da

η =
√
|g|εµ1...µndx

µ1 ∧ ... ∧ dxµn

dove εµ1...µn =
√
|g|ε̃µ1...µn è il tensore di Levi-Civita n−dimensionale. Usando la metrica possiamo definire anche il

tensore di Levi-Civita controvariante:

εµ1...µn = gµ1ν1 ...gµnνnεν1...νn =
√
|g|gµ1ν1 ...gµnνn ε̃ν1...νn ≡ g−1ε̃ν1

...νn

dove le componenti di ε̃ν1...νn sono le stesse di ε̃ν1...νn , essendo entrambi semplicemente dei simboli e non dei tensori.
Dunque

εµ1...µn =
sign(g)√
|g|

ε̃ν1
...νn

Definiriamo l’operatore ∗ di Hodge di una p-forma F :

F = Fµ1...µpdx
µ1 ∧ ... ∧ dxµp

∗ : Λp(M)→ Λn−p(M)

F 7→ ∗F =
1

p!(n− p)!
Fµ1...µpε

µ1...µp
ν1...νn−pdx

ν1 ∧ ... ∧ dxνn−p ≡ 1
p!(n− p)!

Fµ1...µpεµ1...µpν1...νn−pdx
ν1 ∧ ... ∧ dxνn−p

Proviamo a calcolare ∗ ∗ F :
∗∗ : Λp → Λp

∗ ∗ F =
1

(n− p)! (p!)2Fµ1...µpε
µ1...µp

ν1...νn−pε
ν1...νn−p

α1...αpdx
α1 ∧ ... ∧ dxαp ≡

≡ 1
(n− p)! (p!)2Fµ1...µpε

µ1...µpν1...νn−pεν1...νn−pα1...αpdx
α1 ∧ ... ∧ dxαp
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Il prodotto εµ1...µpν1...νn−pεν1...νn−pα1...αp dà come risultato

εµ1...µpν1...νn−pεν1...νn−pα1...αp =
sign(g)√
|g|

√
|g|ε̃µ1...µpν1...νn−p ε̃ν1...νn−pα1...αp =

= (−1)p(n−p)sign(g)ε̃µ1...µpν1...νn−p ε̃α1...αpν1...νn−p = (−1)p(n−p)sign(g)(n− p)!δ[µ1
α1

...
δ
µp]
αp

per cui

∗ ∗ F = (−1)p(n−p)
sign(g)

(n− p)!(p!)2
(n− p)!Fµ1...µpδ

[µ1
α1

...
δ
µp]
αp dx

α1 ∧ ... ∧ dxαp =

La saturazione di Fµ1...µp con δ
[µ1
α1

...δµp]
αp , entrambi antisimmetrici, dà luogo a p!Fα1...αp , e abbiamo infine

∗ ∗ F = (−1)p(n−p)
sign(g)
p!

Fα1...αpdx
α1 ∧ ... ∧ dxαp = (−1)p(n−p)sign(g)F

In particolare, in 4 dimensioni e in presenza di una metrica minkowskiana abbiamo semplicemente

∗ (∗F ) = (−1)1+p(4−p)
F

2.8.4 Equazioni di Maxwell e forme differenziali: il codifferenziale δ

Mediante il duale di Hodge è possibile definire una nuova derivata, detta codifferenziale:

δ : Λp(M)→ Λp−1

δ ≡ − ∗ d∗

Infatti se F è una p− forma, ∗F è (n − p)-forma, d ∗ F una (n − p + 1)-forma, e infine − ∗ d ∗ F una (p− 1)-forma.
Osserviamo che δ2 = ∗d ∗ ∗d∗ = sign(g)(−1)p(n−p) ∗ dd∗ = 0 perchè d2 = 0.

Se F è la 2-forma che definisce la field strenght del campo elettromagnetico, δF sarà una 1-forma e possiamo
impostare l’equazione

δF = J

dove J = Jµdx
µ è una opportuna 1-forma. Applicando una seconda volta il codifferenziale otteniamo identicamente

zero a primo membro, dunque δJ = 0. Esplicitando

∗J =
1

1!3!
Jµεµα1α2α3dx

α1 ∧ dxα2 ∧ dxα3

d ∗ J =
1
3!
∂λ

(
Jµ
√
|g|
)
ε̃µα1α2α3dx

λ ∧ dxα1 ∧ dxα2 ∧ dxα3

− ∗ d∗ = − 1
4!1!

1
3!
∂λ

(
Jµ
√
|g|
)
ε̃µα1α2α3ε

λα1α2α3 = − 1
3!
sign(g)√
|g|

∂λ

(
Jµ
√
|g|
)
ε̃µα1α2α3 ε̃

λα1α2α3 =

= −sign(g)√
|g|

∂λ

(
Jµ
√
|g|
)
δλµ = −sign(g)√

|g|
∂µ

(
Jµ
√
|g|
)

Dunque la condizione δJ = 0 si traduce in
∂µ

(
Jµ
√
|g|
)

= 0

che nel caso di metrica costante torna ad essere la familiare equazione di conservazione della corrente elettromagnetica.
Se F = 1

2Fµνdx
µ ∧ dxν possiamo calcolare δF :

∗F =
1

2!2!
Fµνεµναβdx

α ∧ dxβ
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d ∗ F =
1

2!2!
∂ρ

(√
|g|Fµν

)
ε̃µναβdx

ρ ∧ dxα ∧ dxβ

∗d ∗ F =
1

2!2!3!
3!∂ρ

(√
|g|Fµν

)
ε̃µναβε

ραβ
γdx

γ =
1

2!2!
∂ρ

(√
|g|Fµν

)
ε̃µναβε

ραβσgσγdx
γ =

=
1

2!2!
∂ρ

(√
|g|Fµν

)
ε̃µναβ ε̃

ρσαβ sign(g)√
|g|

gσγdx
γ =

1
2!2!

sign(g)√
|g|

∂ρ

(√
|g|Fµν

)
δρ[µδ

σ
ν]gσγdx

γ =

=
1
2!
sign(g)√
|g|

∂ρ

(√
|g|F ρ γ

)
dxγ

− ∗ d ∗ F = − 1
2!
sign(g)√
|g|

∂ρ

(√
|g|F ρ γ

)
dxγ

In uno spazio piatto −∗ d ∗F si riduce quindi alla divergenza del tensore Fµν : per una opportuna scelta della 1-forma
J le equazioni di Maxwell inomogenee possono essere scritte in uno spazio curvo come

δF =
4π
c
J

Dunque, la teoria di Maxwell può essere generalizzata ad uno spazio curvo mediante l’ausilio di derivata esterna e ∗
di Hodge.

2.9 Derivata covariante e trasporto parallelo

In una varietà piatta come Rn una operazione che appare naturale è il trasporto parallelo di un vettore applicato in un
punto, inteso come spostamento rigido del suo punto di applicazione. Tuttavia quando abbiamo definito i vettori su
una varietà curva M abbiamo sottolineato come questi siano intrinsecamente legati al proprio punto di applicazione:
presi due punti p e q i rispettivi spazi tangenti TpM e TqM sono assolutamente scorrelati, e dato un campo vettoriale
V questo implica che operazioni assolutamente normali in uno spazio piatto come il rapporto incrementale

V (q)− V (p)
q − p

perdano di significato a causa dell’impossibilità di sommare o sottrarre punti della varietà. Non appare chiaro inoltre
come confrontare i due vettori V (p) e V (q): anche se avessero numericamente stesse componenti rispetto alla carta φ
che mappa p e q in Rn, poichè la geometria (ad esempio la metrica) su una varietà curva cambia da punto a punto i
loro moduli saranno in generale diversi.

Dobbiamo quindi introdurre una nozione di spostamento del punto di applicazione dei vettori in modo da poter
confrontare in maniera consistente spazi tangenti diversi. Il trasporto parallelo della meccanica può essere codificato
in un set di regole formulate in modo indipendente dal sistema di coordinate scelto: per spostare un vettore da un
punto P a un punto P ′, si consideri la curva di minima lunghezza che congiunge P con P ′ e l’angolo che il vettore
forma con tale curva in P ; il trasporto parallelo del vettore è quindi effettuato mantenendo costanti per tutto il moto
il suo modulo e il suo angolo con la geodetica. Su una varietà riemanniana le curve di minima lunghezza sono le
geodetiche e gli angoli si ottengono mediante prodotti scalari, dunque questa nozione coincide col trasporto parallelo
ingenuo della meccanica se la varietà è Rn dotata della metrica euclidea gij = δij : se ẋi(t) ≡ ẋi sono le componenti
del vettore tangente alla retta xi(t) e vi sono le componenti del vettore nel punto iniziale xi ≡ xi(0), l’angolo tra i due
vettori è dato da

∠(v, ẋ(0)) =
g(v, ẋ)√

g(v, v)g(ẋ, ẋ)
=
viẋi
v2ẋ2
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Indicheremo con v‖(t) il vettore trasportato parallelamente lungo la curva nei vari punti x(t), tale che v‖(0) = v. In
questa maniera le sue componenti sono definite dalla relazione

d

dt

(
vi‖(t)ẋi
v2
‖ẋ

2

)
= 0

Il vettore tangente ẋ è costante per definizione di retta, mentre il modulo v2 è costante per ipotesi, dunque l’equazione
che definisce il trasporto parallelo su Rn si riduce a

dvi(t)
dt

= 0

ovvero all’equazione per la costanza delle componenti del vettore nel trasporto.
La procedura che abbiamo definito è coerente e dà i giusti risultati su uno spazio piatto come Rn ma non è

immediatamente generalizzabile ad uno spazio curvo, dove le curve di minima lunghezza in generale non saranno più
rette: ad esempio su un sfera le geodetiche sono individuate dagli archi di cerchio massimo. Sul piano inoltre possiamo
pensare di trasportare parallelamente un vettore seguendo un cammino come in figura: trasportando parallelamente
il vettore lungo il cammino x→ x+h→ z → x il vettore finale coincide con quello iniziale, in altre parole il trasporto
parallelo di un vettore sul piano lungo un cammino chiuso costruito con spezzate di geodetica lascia invariato il vettore.

Figura 2.4: Trasporto parallelo sul piano e sulla sfera

Consideriamo adesso sulla sfera il polo nord e due punti sull’equatore connessi mediante archi di cerchio massimo, cioè
tratti di geodetica: se v è un vettore tangente alla geodetica di partenza il suo angolo col vettore tangente è nullo, e il
trasporto parallelo manitiene questa condizione fino al punto y in cui l’angolo con la geodetica equatoriale risulta essere
retto. Nel punto z il vettore cambia nuovamente geodetica tornando parallelo al secondo meridiano, infine nel punto di
partenza x il vettore finale risulta formare un angolo non nullo con quello iniziale: applicando direttamente alla sfera
la definizione di trasporto parallelo su Rn abbiamo ottenuto una procedura che in generale non conserva i vettori nel
trasporto lungo cammini chiusi composti da spezzate di geodetica. In particolare, la differenza di comportamento tra
Rn e la sfera risiede nell’angolo formato dai vettori iniziale e finale ed è legata alle proprietà di curvatura degli spazi
in questione: per ottenere una nozione di trasporto parallelo che abbia certe caratteristiche indipendentemente dalla
curvatura dello spazio dobbiamo definire un nuovo modo di fare le derivate e introdurre il concetto di connessione.

Se X(1,0)(M) è l’insieme dei campi vettoriali sulla varietà M , sia ∇ : X(1,0)(M) × X(1,0)(M) → X(1,0)(M) un
operatore differenziale che soddisfa le seguenti proprietà:

∇(X,Y ) ≡ ∇XY

1. ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ;
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2. ∇x+yZ = ∇XZ +∇Y Z;

3. ∇fXZ = f∇XZ, dove f : M → R;

4. ∇X(fY ) = X(f)Y + f∇XY (Leibniz).

Un oggetto che soddisfa queste quattro proprietà viene detto connessione affine, o derivata covariante. Se {eµ} è una
base dello spazio dei campi vettoriali la derivata di ∇eλeµ sarà ancora un campo ∈ X(1,0)(M) dunque esprimibile come
combinazione lineare degli elementi della base:

∇eλeµ = Λαλµeα

I coefficienti Γαλµ ci informano di come i vettori di base cambiano direzione e modulo spostandosi lungo una certa
direzione, e rappresentano l’espressione in componenti della connessione affine. Una volta specificati i Γ, se X = Xµeµ
e Y = Y νeν possiamo calcolare la derivata covariante di X lungo il campo Y :

∇XY = ∇XµeµY νeν = Xµ∇eµ (Y νeν) = Xµeµ (Y ν) +XµY νΓαµνeα

Se scegliamo la base canonica eµ ≡ ∂µ abbiamo:

∇XY = Xµ (∂µY α) ∂α +XµY νΓαµν∂α = Xµ
(
∂µY

α +XµY νΓαµν
)
∂α

Se X = eµ abbiamo:
∇eµY ≡ ∇µY =

(
∂µY

λ + Γλµν
)
∂λ

dunque l’espressione in componenti della derivata covariante è

(∇µY )λ =
(
∂µY

λ + Γλµν
)
∂λ

Possiamo estendere la definizione di derivata covariante a 1-forme e a tensori di rango più elevato postulando che la
derivata covariante soddisfi Leibniz con il prodotto tensoriale e commuti con la contrazione canonica forma-vettore,
ovvero

∇ : X(1,0)(M)× X(r,q)(M)→ X(r,q)(M)

∇X(T ⊗ S) = (∇XT )⊗ S + T ⊗∇XS

ω ⊗X C→ ω(X)⇒ ∇(ω ⊗X) C→ ∇(ω(X))

dove C indica l’operazione di contrazione. Per definizione X(0,0)(M) è l’insieme delle funzioni su M , e assumeremo che
la derivata covariante agisca sulle funzioni come la derivata direzionale:

∇Xf = X(f)

In componenti la derivata covariante di una forma si ottiene considerando il tensore (1, 1) ω⊗X = ωµf
νdxµ⊗∂ν : per

definizione
∇Y (ω ⊗X) ≡ ∇Y ω ⊗X + ω ⊗∇XY

Contraendo gli indici:
Y µ∂µ (ω(X)) = (∇Y ω) (X) + ω(∇XY )

⇒ (∇Y ω) = Y µ∂µ (ω(X))− ω(∇XY )

In componenti:
ω = ωµdx

µ ; Y = ∂µ ; X = ∂λ

(∇µω)λ = ∂µωλ − ω (∇µ∂λ =) = ∂µωλ − ω
(
Γαµλ∂λ

)
= ∂µωλ − Γαµλωα
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Mettendo a confronto le derivate covarianti di vettori e 1-forme:

(∇µv)λ ≡ ∇µvλ = ∂µv
λ + Γλµαv

α

(∇µω)λ ≡ ∇µωλ = ∂µωλ − Γαµλωα

Per un tensore di rango arbitrario:

∇λTµ1...µn
ν1...νp = ∂λT

µ1...µn
ν1...νp + Γµ1

λα1
Tα1...µn

ν1...νp + ... + ΓµnλαnT
µ1...αn

ν1...νp−

−Γβ1
λν1

Tµ1...µn
β1...νp − ...− ΓβpλνpT

µ1...µn
ν1...βp

Ad esempio consideriamo
∇λTµν = ∂λT

µν + ΓµλαT
αν + ΓνλαT

µα

∇λTµ ν = ∂λT
µ
ν + ΓµλαT

α
ν − ΓαλνT

µ
α

2.9.1 Curve autoparallele

Se γ(t) è una curva indicheremo simbolicamente con ẋµ(t) il suo vettore tangente. Se v è un vettore applicato su un
punto p appartenente alla curva, diremo che v‖(t) è il trasportato di v parallelamente alla curva se si ha

∇ẋv‖(t) = 0

o più in generale
∇ẋv‖(t) = f(t)ẋ(t)

Esplicitamente si ha (
∇ẋv‖(t)

)α = ẋµ∂µv
α
‖ (t) + Γαρσẋ

ρvσ‖ (t) = 0

oppure
dvα‖ (t)

dt
+ Γαρσẋ

ρvσ = 0

Vedremo in seguito che su uno spazio piatto è sempre possibile scegliere un sistema di coordinate tale che i Γ si
annullano identicamente, ad esempio su Rn in coordinate cartesiane la definizione di trasporto parallelo torna ad
essere quella che ci aspettiamo, cioè

dvα‖ (t)

dt = 0. Osserviamo che γ(t) è una curva generica, non più una geodetica, e
l’unica memoria del circuito seguito dal trasporto parallelo è contenuta nei Γ. Per semplicità in seguito indicheremo
con v(t) ≡ v‖(t) il trasportato di v per ogni valore t del parametro.

Un caso particolare è quando il vettore tangente ad una curva è trasportato parallelamente a se stesso muovendosi
lungo la curva: in tal caso l’equazione diventa

ẍα + Γαρσẋ
ρẋσ = 0

e viene detta equazione delle curve autoparallele. Nel piano le curve autoparallele sono rette, dunque la sua generaliz-
zazione ad uno spazio curvo è una curve autoparallela; scopriremo che sotto opportune ipotesi le curve autoparallele
coincidono con le curve geodetiche.
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2.9.2 Simboli di Christoffel

Tutti i concetti introdotti finora non fanno riferimento alla metrica, dato che il parallelismo è una nozione di geometria
affine e non di geometria metrica. Tuttavia se la varietàM ha dimensione d i coefficienti Γ che definiscono la connessione
affine costituiscono un set di d3 funzioni del tutto arbitrarie, e l’unico criterio per sceglierle è fornito dalle caratteristiche
che possedere la connessione stessa. Ad esempio pretenderemo che il trasporto parallelo conservi le lunghezze e gli
angoli tra i vettori: una connessione affine che ha questa proprietà si dice connessione metrica, dato che nello spazio
piatto gli angoli e lunghezze sono definiti tramite il prodotto scalare indotto dalla metrica. In particolare, se abbiamo
due vettori v e w trasportati parallelamente lungo una curva γ con vettore tangente ẋ, il prodotto scalare g((v(t), w(t)))
non deve cambiare sotto trasporto parallelo:

∇ẋg (v(t), w(t))) = 0

Ma se i vettori sono trasportati parallelamente, soddisfano entrambi ∇ẋv = ∇ẋw = 0, e poichè il prodotto scalare
(v, w) equivale a considerare la contrazione doppia

X(2,2) 3 g ⊗ v ⊗ w C2−→ g(v, w) ∈ X(0,0)

possiamo utilizzare le proprietà della derivata covariante per ottenere

∇ẋ (g (v, w)) = (∇ẋg) (v, w) + g (∇ẋv, w) + g (v,∇ẋw) = 0

⇒ ∇ẋ (g (v, w)) = (∇ẋg) (v, w) = ẋµ (∇µg) (v, w) = 0

Dunque, l’unico modo affinchè il prodotto scalare sia conservato è che ∇ẋg = 0: questa condizione prende il nome di
compatibilità metrica. Una prima conseguenza è la possibilità di abbassare e alzare gli indici con la metrica passando
attraverso le derivate covarianti, ovvero gµν si comporta come una metrica costante rispetto alla derivata covariante,
come accadeva con ηµν e la derivata usuale ∂µ. Tuttavia la richiesta di compatibilità metrica è molto stringente e
vincola la forma dei coefficienti della connessione: consideriamo infatti

(∇λg) (∂µ, ∂ν) = ∂λgµν − Γαλµgαν − Γαλνgµα

Tale espressione deve annullarsi per la conservazione del prodotto scalare sotto trasporto parallelo. Per convenienza
definiamo adesso il simbolo

Γν,λµ ≡ gανΓαλµ

Osserviamo che questo è soltanto un abbassamento formale, dato che non sappiamo quali siano le proprietà di tra-
sformazione dei coefficienti della connessione. Per risolvere l’equazione utilizziamo il seguente trucco: riscriviamo
l’equazione permutando ciclicamente i tre indici

∂λgµν − Γν,λµ − Γµ,λν = 0

∂µgνλ − Γλ,µν − Γν,µλ = 0

∂νgλµ − Γµ,νλ − Γλ,νµ = 0

Sommando le prime due equazioni e sottraendo la terza otteniamo:

∂λgµν + ∂µgνλ − ∂νgλµ + (Γµ,νλ − Γµ,λν) + (Γλ,νµ − Γλ,µν)− (Γν,λµ + Γν,µλ) = 0

Sommiamo a destra e sinistra 2Γν,λµ:

∂λgµν + ∂µgνλ − ∂νgλµ + (Γµ,νλ − Γµ,λν) + (Γλ,νµ − Γλ,µν)− (Γν,µλ − Γν,λµ) = 2Γν,λµ
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da cui
Γν,λµ =

1
2

(∂λgµν + ∂µgνλ − ∂νgλµ) +
1
2
(
Γµ,[νλ] + Γλ,[νµ] + Γν,[λµ]

)
Ricordando che Γν,λµ = gναΓαλµ, moltiplichiamo a destra e sinistra per gβν :

Γβλµ =
1
2
gβν (∂λgµν + ∂µgλν − ∂νgλµ) +

1
2
gβν

(
Γµ,[νλ] + Γλ,[νµ] + Γν,[λµ]

)
Dunque la richiesta di compatibilità metrica vincola i coefficienti della connessione ad essere determinati dalle derivate
prima della metrica e dalla loro parte antisimmetrica negli indici bassi. L’utilità di questa espressione è chiara una
volta che conosciamo le proprietà di trasformazione dei Γ sotto cambio di coordinate:

∇∂µ∂ν = Γαµν∂α

Passando da coordinate x a coordinate x′ = x′(x), i nuovi coefficienti saranno definiti da

∇∂′µ∂
′
ν = Γ

′α
µν∂
′
α

Ma
∂′µ ≡

∂

∂x′µ
=

∂xρ

∂x′µ
∂

∂xρ

dunque

Γ
′α
µν∂
′
α = ∇∂′µ (∂′ν) =

∂xρ

∂x′µ
∇ρ
(
∂xλ

∂x′ν
∂λ

)
=

∂xρ

∂x′µ
∂x
′β

∂xρ︸ ︷︷ ︸
=δβµ

∂2xσ

∂x′β∂x′ν
∂σ +

∂xρ

∂x′µ
∂xλ

∂x′ν
Γσρλ∂σ

Riesprimendo la base {∂µ} in termini della base {∂′β}:

Γ
′α
µν∂
′
α =

∂2xσ

∂x′µ∂x′ν
∂x
′α

∂xσ
∂′α +

∂xρ

∂x′µ
∂xλ

∂x′ν
∂x
′α

∂xσ
Γσρλ∂

′
α

dunque

Γ
′α
µν =

∂2xσ

∂x′µ∂x′ν
∂x
′α

∂xσ
+
∂xρ

∂x′µ
∂xλ

∂x′ν
∂x
′α

∂xσ
Γσρλ

In assenza del primo termine la legge di trasformazione per Γ sarebbe esattamente di tipo tensoriale, ma la presenza
di un termine non omogeneo ci costringe a concludere che Γµαβ non è un tensore di rango (1, 2): in particolare il suo
annullarsi è una proprietà dipendente dal sistema di coordinate.

Osserviamo che il termine inomogeneo è simmetrico nello scambio dei due indici bassi, dunque considerando la
combinazione antisimmetrica

Γα[µλ] = Γαµλ − Γαλµ
questa non contiene termini inomogenei dunque trasforma come un tensore, infatti si definisce il cosiddetto tensore di
torsione:

Tαµλ ≡ Γα[µλ] = −Γαλµ
mentre la particolare combinazione

Γµ,[νλ] + Γλ,[νµ] + Γν,[λµ]

viene detta tensore di contorsione.
La relatività generale è basata su spazi in cui il tensore di torsione è nullo, dunque i coefficienti della connessione

si possono scrivere come

Γβµν =
1
2
gβλ (∂µgνλ + ∂νgµλ − ∂λgµν)

ovvero sono univocamente determinati dalla metrica e prendono il nome di simboli di Christoffel. Questo risultato è il
contenuto del teorema fondamentale della geometria riemanniana (e pseudoriemanniana): su una varietà riemanniana
(o pseudoriemanniana) dotata di una metrica gµν esiste una unica connessione compatibile con la metrica e a torsione
nulla.

85



2.9.3 Geodetiche

Adesso mostreremo sotto quali condizioni le linee autoparallele sono anche curve estremali per il funzionale lunghezza:
consideriamo una varietà lorenziana M con metrica gµν ed una curva di tipo tempo xµ :]a, b[→M

gµν ẋ
µẋν > 0

Il funzionale che descrive la lunghezza di questa curva è

S =
∫ q

p

√
gµν ẋµẋνdt

La curva estremale di questo funzionale si ottiene dalle equazioni di Eulero-Lagrange:

d

dt

[
2gαβ ẋβ

2
√
gµν ẋµẋν

]
=

∂αgρσẋ
ρẋσ

2
√
gµν ẋµẋν

⇒ ẋρ∂ρgαβ ẋ
β√

gµν ẋµẋν
+ gαβ

d

dt

(
xβ√

gµν ẋµẋν

)
=

∂αgρσẋ
ρẋσ

2
√
gµν ẋµẋν

Osserviamo che il primo e il terzo termine sono dello stesso tipo, dunque possono essere raccolti:

gαβ
d

dt

(
xβ√

gµν ẋµẋν

)
+

ẋρẋσ√
gµν ẋµẋν

1
2

(∂ρgασ + ∂σgαρ − ∂αgρσ) = 0

dove abbiamo sfruttato la simmetria del prodotto ẋρẋσ. Moltiplicando per gαλ:

d

dt

(
ẋλ√

gµν ẋµẋν

)
+

ẋρẋσ√
gµν ẋµẋν

1
2
gαλ (∂ρgασ + ∂σgαρ − ∂αgρσ)︸ ︷︷ ︸

=Γλρσ

= 0

L’equazione è molto simile a quella delle linee autoparallele, a meno della radice
√
gµν ẋµẋν ; tuttavia, poichè gµν

dipende soltanto dalle coordinate, anche stavolta l’azione S è invariante rispetto al parametro della curva. Definiamo
allora il cosiddetto tempo proprio della curva:

τ(t) =
∫ t

t0

√
gµν ẋµẋνdt

′

Poichè
√
gµν ẋµẋν è una funzione positiva la funzione τ è monotona nel parametro t la relazione tra i due parametri è

invertibile; ma se deriviamo rispetto a τ entrambi i membri:

dτ

dτ
= 1 =

√
gµν ẋµẋν

dt

dτ
=

√
gµν

∂xµ

∂t

∂xν

∂t

dt

dτ
=

√
gµν

∂xµ

∂τ

∂xν

∂τ

Scegliendo il tempo proprio per parametrizzare la curva l’equazione delle curve estremali diventa

d2xλ

dτ2
+
dxρ

dτ

dxσ

dτ
Γλρσ = 0

ovvero coincide con l’equazione delle curve autoparallele, che alla luce di questo risultato si interpretano in due modi:
o come linee che puntano sempre nella stessa direzione o come le curve di lunghezza estremale.

Il principio di equivalenza di Einstein prevede che data una porzione sufficientemente piccola dello spazio-tempo
sia sempre possibile trovare un sistema di riferimento in cui il campo gravitazionale può essere fatto sparire, o meglio
può essere riassorbito nella geometria dello spazio-tempo; in assenza di altre interazioni una particella non sarà più
soggetta ad alcuna forza, pertanto si muoverà di moto libero: in uno spazio piatto il moto libero è caratterizzato da
una traiettoria rettilinea, ma come abbiamo visto in uno spazio curvo questo si traduce in una traiettoria autoparallela.
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2.10 Torsione e curvatura

Non essendo un tensore, la connessione non possiede caratteristiche indipendenti dal sistema di coordinate scelto, ma
abbiamo già visto che alcune delle sue proprietà (ad esempio la simmetria) sono caratterizzate dal tensore di torsione,
formalmente definito da

T : X(1,0)(M)× X(1,0)(M)→ X(1,0)(M)

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ]

Dove [X,Y ] è il commutatore di due campi vettoriali:

[X,Y ] = Xµ∂µ (Y ν∂ν)− Y ν∂ν (Xµ∂µ) = Xµ (∂µY ν) ∂ν +XµY ν∂µ∂ν − Y ν (∂νXµ) ∂µ − Y νXµ∂ν∂µ =

= Xµ (∂µY ν) ∂ν − Y ν (∂νXµ) ∂µ = (Xµ∂µY
ν − Y µ∂µXν) ∂ν

Dunque il commutatore di due campi vettoriali è ancora un campo vettoriale, di componenti (Xµ∂µY
ν − Y µ∂µXν):

poichè l’insieme dei campi vettoriali è chiuso sotto commutazione, esso costituisce un’algebra di Lie, associata al
gruppo di Lie dei diffeomorfismi su M . Possiamo verificare che il tensore di torsione appena definito coincide con la
parte antisimmetrica del coefficiente di connessione: se scegliamo X = ∂µ e Y = ∂ν

T (∂µ, ∂ν) = ∇∂µ∂ν −∇∂ν∂µ + [∂µ, ∂ν ] =
(
ΓαµνΓανµ

)
∂α

dunque
Tαµν∂α =

(
Γαµν − Γανµ

)
∂α

Un altro tensore importante è il tensore di curvatura, o tensore di Riemann:

R : X(1,0)(M)× X(1,0)(M)× X(1,0)(M)→ X(1,0)(M)

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

Se Z = ∂λ le componenti del tensore di curvatura sono:

R (∂µ, ∂ν) ∂λ = ∇µ∇ν∂λ −∇ν∇µ∂λ −∇[∂µ,∂ν ]∂λ = ∇µ (Γανλ∂α)−∇ν
(
Γαµλ∂α

)
=

= ∂µΓανλ∂α + ΓανλΓβµα∂β − ∂νΓαµλ∂α − ΓαµλΓβνλ∂β =
(
∂µΓβνλ + ΓανλΓβµα − ∂νΓβµλ − ΓαµλΓβνα

)
∂β

Simbolicamente si usa scrivere
R(∂µ, ∂ν)∂λ = Rβ λ,µν∂β

dove la virgola separa gli indici antisimmetrici µ, ν.

2.10.1 Interpretazione geometrica

Il tensore di Riemann contiene informazioni sulla variazione di un vettore v quando viene trasportato parallelamente
lungo un cammino chiuso infinitesimo. Il vettore trasportato parallelamente infatti soddisfa all’equazione differenziale

dvα

dt
+ Γαβλẋ

βvλ

con la condizione iniziale v(0) = v. Se abbiamo una curva infinitesima xβ = xβ(0) + tδβ possiamo risolvere l’equazione
perturbativamente:

vλ(t) = vλ(0)
dvλ

dt
(0)t+O(t2) = vλ(0)− tΓλβρδβvρ +O(t2)

Costruiamo un cammino chiuso infinitesimo con quattro vertici P , Q, R e S. Sia γ la curva che unisce i punti P e Q,
ed η la curva che unisce Q ed R.
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Figura 2.5: Cammino chiuso infinitesimo

Se xµ(t) è una parametrizzazione di γ con xµ(0) = Pµ e xµ(1) = Qµ, indicheremo con δµ il vettore tangente alla curva
nel punto Pµ: al prim’ordine l’espansione di γ è

φµ(γ) = xµ(0) + tδµ +O(t2)

Una costruzione analoga può essere fatta per la curva η:

φ(η) = xµ(0) + sξµ +O(s2)

Un vettore vµ(t) applicato in P trasportato parallelamente a γ soddisfa l’equazione differenziale:

dvµ

dt
+ Γµαβ

dxα

dt
vβ = 0

con la condizione iniziale vµ(0) = vµ. Al prim’ordine v(t) = v(0) + tdv(0)
dt ≡ v(P ) + tdv(P )

dt , dunque

vµ(t) = vµ(P )− tΓµαβ(P )δαvβ(P )

Per t = 1 si ha il vettore trasportato parallelamente nel punto Q:

vµ(Q) = vµ(P )− Γµαβ(P )δαvβ(P )

Se vogliamo trasportare ancora il vettore dal punto Q ael punto R:

vµ(R) = vµ(P )− Γµαβ(P )δα = vµ(P )− Γµαβ(Q)ξα
(
vβ(P )− Γβλσ(P )δλvσ(P )

)
=

= vµ(P )−
(

Γµαβ(P ) + δρ∂ρΓ
µ
αβ(P )

)
ξα
(
vµ(P )− Γµλσ(P )δλvσ(P )

)
=

= vβ(P )− Γµαβ(P )ξαvβ(P )− Γµαβ(P )ξαΓβλσ(P )δλvσ(P )− δρ∂ρΓµαβ(P )ξαvβ(P )− δρ∂ρΓµαβ(P )ξαΓβλσ(P )δλvσ(P )

Possiamo trascurare il termine proporzionale a δ2ξ perchè di ordine 2 in δ, e rimaniamo con

vµ(R) = vβ(P )− Γµαβ(P )ξαvβ(P )− Γµαβ(P )ξαΓβλσ(P )δλvσ(P )− δρ∂ρΓµαβ(P )ξαvβ(P )

Se adesso invertiamo l’ordine degli spostamenti e consideriamo la differenza tra i due risultati, l’unico termine che
sopravvivo è quello proporzionale al termine εδ:

δvµ = −δρεαvβ
(
∂ρΓ

µ
αβ − ∂αΓβρβ + ΓµρτΓταβ − ΓµατΓτρβ

)
≡ −δρεαvβRµ β,ρα
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ovvero la differenza tra i due cammini è proporzionale al tensore di Riemann.
Il significato geometrico della torsione è più immediato: consideriamo due vettori εµ e δµ, e trasportiamo paralle-

lamente prima εµ lungo la curva a cui è tangente δµ, poi δµ lungo la curva a cui è tangente εµ. Sullo spazio piatto
la differenza dei due vettori finali è nulla, ovvero le punte dei due vettori finali si toccano in modo da chiudere un
parallelogramma; su uno spazio curvo in generale questo non è vero:

εµ‖ = εµ − Γµαβδ
αεβ

Trasportando ε lungo δ abbiamo
δµ + εµ − Γµαβ(P )δαεβ

Scambiando i due vettori si ha
δµ + εµ − Γµαβε

αδβ

La differenza tra i due vettori è (
Γµαβ − Γµβα

)
εαδβ

e corrisponde al vettore che congiunge le due punte: imporre torsione nulla coincide con l’imporre la chiusura del
parallelogramma infinitesimo definito da ε e δ.

2.10.2 Le identità di Bianchi

Le proprietà del tensore di Riemann saranno di fondamentale importanza per derivare le equazioni di Einstein:

1. R(X,Y )Z = −R(Y,X)Z; è immediato dalla definizione;

2. Prima identità di Bianchi:
R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0

In coordinate si ha

R (∂α, ∂β) ∂λ +R (∂β , ∂λ) ∂α +R (∂λ, ∂α) ∂β ≡ Rρ λ,αβ +Rρ α,βλ +Rρ β,λα = 0

Per dimostrare questa proprietà, definiamo un simmetrizzatore:

C (T (X,Y, Z)) ≡ T (X,Y, Z) + T (Y, Z,X) + T (Z,X, Y )

Applicando C alla derivata covariante lungo Z della torsione:

C (∇Z (∇XY −∇YX − [X,Y ]))

Poichè la torsione è nulla, tutta l’espressione è nulla, dunque:

C (∇Z∇XY −∇Z∇YX −∇Z [X,Y ]) = 0

Poichè sommiamo su tutte le permutazioni cicliche, possiamo riordinare ciclicamente gli indici:

C (∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇Z [X,Y ]) = 0

ma poichè la torsione è nulla ∇Z [X,Y ] = ∇[X,Y ]Z + [[X,Y ], Z], e poichè il commutatore soddisfa l’identità di
Jacobi, si ha C ([[X,Y ], Z]) = 0, dunque:

C
(
∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

)
= 0

Ma il termine simmetrizzato non è che il tensore di Riemann R(X,Y )Z:

⇒ C (R(X,Y )Z) = 0
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3. Seconda identità di Bianchi:

(∇XR) (Y,Z)W + (∇YR) (Z,X)W + (∇ZR) (X,Y )W = 0

oppure
C
((
∇XR

)
(Y , Z)W

)
dove la sottolineatura indica gli indici sommati ciclicamente. Sfruttiamo ancora il fatto che la torsione sia nulla:

C (R (T (X,Y ), Z)W ) = 0

C (R (∇XY,Z)W −R (∇YX,Z)W −R ([X,Y ], Z)W ) = 0

Ancora una volta possiamo riorganizzare ciclicamente gli indici:

C (R (∇ZX,Y )W +R (X,∇Z)W −R ([X,Y ], Z)W ) = 0

Se consideriamo la derivata covariante lungo Z di R(X,Y )W :

∇Z (R(X,Y )W ) = (∇ZR) (X,Y )W +R (∇ZX,Y )W +R (X,∇ZY )W +R(X,Y )∇ZW

Ma

∇Z (R(X,Y )W )−R(X,Y )∇ZW ≡ [∇Z , R(X,Y )]W = ∇Z (R) (X,Y )W +R (∇ZX,Y )W +R (X,∇ZY )W

Se sommiamo ciclicamente il primo e il secondo membro:

C ([∇Z , R(X,Y )]W ) = C (∇Z (R) (X,Y )W ) + C (R ([X,Y ], Z)W )

Dobbiamo mostrare che il termine sottolineato è nullo, dunque mostriamo che

C ([∇Z , R(X,Y )]W )− C (R ([X,Y ], Z)W ) = 0

Se scegliamo X = ∂µ, Y = ∂λ e Z = ∂ρ, abbiamo che il secondo termine è identicamente nullo a causa del
commutatore [X,Y ], mentre per il secondo

C ([∇µ, R (∂λ, ∂ρ])W ) = C ([∇µ, [∇λ,∇ρ]]) = 0

per l’identità di Jacobi. In componenti si ha

∇λRµ ρ,αβ +∇αRµ ρ,βλ +∇βRµ ρ,λα = 0

2.10.3 Altre proprietà del tensore di curvatura

Il tensore di curvatura gode di altre proprietà, alcune delle quali esplicitamente legate all’annullarsi della torsione e
alla compatibilità metrica:

• Consideriamo la seguente espressione in componenti:

Rλ α,µνv
α = ∇µ∇νvλ −∇ν∇µvλ ≡ [(∇µ,∇ν ]v)λ

ovvero il tensore di Riemann equivale al commutatore di due derivate covarianti.
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• Le derivate covarianti come sappiamo agiscono anche su forme e tensori: vediamo allora cosa succede applicando
l’operatore [∇µ,∇ν ] ad un tensore della forma Tαβ : per Leibniz avremo

[∇µ,∇ν ]Tαβ = Rα λ,µνT
λβ +Rα λ,µνT

αλ

Nel caso di una forma:
([∇µ,∇ν ]ω)λ

possiamo sfruttare la compatibilità metrica:

([∇µ,∇ν ]ω)λ = gλα ([∇µ,∇ν ]ω)λ = gλαR
α
ρ,µνω

ρ = Rλρ,µνω
ρ = −Rρλ,µνωρ = −Rρ λ,µνωρ

• Se consideriamo l’inverso della metrica, gµν , abbiamo ∇µgαβ per la compatibilità con la metrica, dunque

0 = [∇µ,∇ν ]gαβ = Rα λ,µνg
λβ + gαλRβ λ,µν ≡ Rαβ µν +Rβα µν = 0

Dunque in presenza di compatibilità metrica e torsione nulla il tensore di Riemann è antisimmetrico anche nei
primi due indici.

• L’ultima proprietà del tensore di Riemann è la seguente:

Rλµ,αβ = Rαβ,λν

Infatti per la prima identità di Bianchi sugli ultimi tre indici si ha

Rλµ,αβ = −Rλα,βµ −Rλβ,µα = Rαλ,βµ +Rβλ,µα =

Sempre per la prima identità di Bianchi sugli ultimi tre indici:

= −Rαβ,µλ −Rαµ,λβ −Rβµ,αλ −Rβα,λµ = 2Rαβ,λµ +Rµα, λβ +Rµβ,αλ +Rµλ,βα︸ ︷︷ ︸
=0

−Rµλ,βα =

= 2Rαβ,λµ −Rµλ,βα

⇒ Rλµ,αβ = Rαβ,λµ

2.10.4 Tensore di Ricci e scalare di curvatura

In base alle proprietà del tensore di Riemann possiamo definire il tensore di Ricci :

Rαβ = Rµ α,µβ

Osserviamo che la definizione del tensore di Ricci non necessita di metrica perchè il Riemann è già definito con un
indice alto. Possiamo mostrare che se la torsione è nulla e c’è compatibilità metrica, Rαβ = Rβα, infatti

Rαβ = Rµ α,µβ = Rµβ
µ
α = Rµ β,µα = Rβα

Oltre al tensore di Ricci possiamo definire lo scalare di curvatura:

R ≡ gαβRαβ

La seconda identità di Bianchi implica il seguente fatto: se in essa contraiamo µ con α:

∇λRρβ +∇αRα ρ,βλ +∇βRµ ρ,λµ = 0
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⇒ ∇λRρβ +∇αRα ρ,βλ −∇βRρλ = 0

Contraendo λ con ρ:
∇ρRρ β +∇αRαρ βρ−∇βR = 0

ma
∇αRαρ βρ = ∇αRρα ρβ = ∇αRα β

dunque

∇ρRρ β +∇αRα β −∇βR = 0⇒ ∇ρ
(
Rρ β −

1
2
δρβR

)
= 0

Ovvero il tensore
Gρ β = Rρ β −

1
2
δρβR

è covariantemente conservato. Se abbassiamo gli indici:

Gρβ = Rρβ −
1
2
gρβR

osserviamo che Gρβ è simmetrico perchè lo sono Rρβ e gρβ : dunque esso sarà covariantemente conservato in entrambi
gli indici. Questo tensore, simmetrico e covariantemente conservato, prende il nome di tensore di Einstein, ed avrà un
ruolo fondamentale in relatività generale.

2.10.5 Conteggio delle componenti del Riemann

Conteremo adesso quante sono le componenti indipendenti del tensore di Riemann: guarderemo a Rλµ,αβ come ad
una matrice i cui indici sono le coppie (λ, µ) e (α, β). Essendo coppie di indici antisimmetrici, in d dimensioni esse
potranno assumere d(d−1)

2 valori possibili; inoltre il Riemann è simmetrico nello scambio delle due coppie, e una matrice
d(d−1)

2 × d(d−1)
2 simmetrica ha soltanto

1
2
d(d− 1)

2

(
d(d− 1)

2
+ 1
)

=
d(d− 1)

8
(
d2 − d+ 2

)
elementi indipendenti. Se utilizziamo anche la prima identità di Bianchi, questa lega tra loro in maniera algebrica i
due diversi set di indici del Riemann:

Rλµ,αβ +Rλα,βµ +Rλβ,µα = 0

Questo oggetto è completamente antisimmetrico in µ, α, β, infatti se lo volessimo antisimmetrizzare dovremmo som-
mare su tutte le permutazioni cicliche e su tutte le permutazioni anticicliche; banalmente, essendo il Riemann anti-
simmetrico in α, β, possiamo riassorbire le permutazioni anticicliche con un segno - e trasformarle in cicliche. Infine,
se il Riemann è totalmente antisimmetrico in tre dei suoi indici, è automaticamente antisimmetrico anche nel quarto,
sempre grazie all’antisimmetria delle due coppie di indici: il numero di vincoli indipendenti forniti dalla prima identità
di Bianchi è dato quindi da

d(d− 1) (d− 2) (d− 3)
4!

dove abbiamo diviso per 4! perchè l’ordine degli indici non è importante. In totale abbiamo

d(d− 1)
8

(
d2 − d+ 2

)
− d(d− 1) (d− 2) (d− 3)

4!
=
d(d− 1)

(
3d2 − 3d+ 6− d2 + 5d− 6

)
24

=

=
d (d− 1)

(
2d2 + 2d

)
24

=
d2
(
d2 − 1

)
12
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Questo risultato ci informa che in una dimensione spaziale non è possibile generare un tensore di Riemann perchè non
abbiamo una coppia di indici da antisimmetrizzare; in due dimensioni viceversa il Riemann ha una sola componente:

R12,12

In tre dimensioni esiste un modo molto semplice di contare le componenti del Riemann, dualizzandolo con il tensore
di Levi-Civita 3-dimensionale εαβµ:

Tλµ = ελαβRαβ,ρσε
µρσ

Il tensore Tµν cos̀ı costruito è simmetrico grazie alla simmetria nello scambio delle coppie (αβ), (ρσ), per cui il numero
di componenti indipendenti del tensore di Riemann è pari al numero di componenti di un tensore simmetrico in 3
dimensioni: 3(3+1)

2 = 6, che coincide con 32∗8
12 = 6.In tre dimensioni anche il tensore di Einstein è simmetrico e ha

6 componenti indipendenti: si può mostrare infatti che Tµν ' Gµν , ovvero l’informazione contenuta nel Riemann e
nel tensore di Einstein è identica. La prima dimensione in cui il tensore di Riemann contiene più informazione del
tensore di Einstein è d = 4, infatti il numero di componenti indipendenti del Riemann è 42∗15

12 = 20 mentre un tensore
simmetrico in 4 dimensioni ne ha soltanto 10.

2.11 Esercizi

1. dimostrare che su una varietà la somma di due vettori in uno stesso punto p è ancora un vettore.

2. Calcolare la componente gφφ della metrica su S2 indotta dall’embedding in R3.

3. Se F = Fµνdx
µ ∧ dxν e G = Gµνdx

µ ∧ dxν , determinare le componenti di F ∧G.

4. Dimostrare la proprietà associativa del prodotto esterno:

(ω ∧ η) ∧ ξ = ω ∧ (η ∧ ξ)

5. Calcolare i coefficienti di connessione del piano in coordinate polari e in coordinate cartesiane.

6. Definendo la matrice jacobiana

Jα λ =
∂x
′α

∂xλ

e la matrice (
Γ̂µ
)α

λ = Γαµλ

dimostrare che (
Γ′µ
)

= J−1 (∂µJ) + J−1ΓµJ

7. Data l’equazione delle linee autoparallele:
ẍα + Γαρσẋ

ρẋσ = 0

e considerando la metrica della sfera:
ds2 = R2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
scrivere l’equazione delle linee autoparallele e dimostrare che sono cerchi massimi.

8. Considerare uno spazio piatto con la metrica di Minkowski in 2+1 dimensioni:

dT 2 − dρ2 − ρ2dθ2

con la seguente identificazione:
(t, θ) ∼ (t+ 2πj, θ + 2π)

Verificare che lo spazio rimane senza curvatura, e che un parallelogramma lungo l’asse temporale non si chiude.
Osservazione: questa geometria può nascere considerando il campo gravitazionale generato da un filo infinito.
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9. Dimostrare la seconda identità di Bianchi senza usare i vettori di base.

10. Mostrare che se ∇µgαβ = 0, anche ∇µgαβ = 0.
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Capitolo 3

Relatività generale

3.1 Il principio di equivalenza

Einstein tentò di capire come funzionasse realmente l’interazione gravitazionale. La sua idea principale fu quella di
tornare al principio di equivalenza nella sua forma debole:

Il moto di un oggetto in un campo gravitazionale è indipendente dalla sua massa

In altre parole, il rapporto tra la massa inerziale che compare nella seconda equazione della dinamica ~F = mi~a e la
massa gravitazionale che compare a secondo membro nell’equazione del moto

~F =
mgM

r2
~r

è una costante universale che non dipende dalle caratteristiche interne del sistema:

mg

mi
= costante

In tal caso possiamo ridefinire le unità di misura facendo in modo che questa costante sia 1, consistemente con una
moltitudine di esperimenti, tra cui quello più famoso è quello di Eötvös: l’apparato sperimentale originario consisteva
in due masse agli estremi di un’asta rigida, appesa dal suo centro tramite un sottile filo. L’esperimento era predisposto
in modo tale che se le masse inerziali e gravitazionali dei corpi alle estremità della sbarra fossero state diverse, le due
forze non si sarebbero cancellate esattamente e nel tempo l’asta sarebbe ruotata: l’esito fu negativo con una precisione
di 1 su 20 milioni (un pò sospetta), successivamente migliorata a 1 su 100 miliardi.

Ovviamente dobbiamo guardare al moto di un oggetto in campo gravitazionale schermandolo dalle altre interazioni:
supponiamo ad esempio di essere in un campo gravitazionale costante, in tal caso tutti gli oggetti in qualsiasi punto
del nostro laboratorio verranno attratti verso terra con la stessa accelerazione.

Einstein osservò che lo stesso risultato può essere ottenuto se il laboratorio risulta essere uniformemente accelerato
rispetto ad un sistema inerziale: anche in tal caso infatti qualsiasi oggetto cadrà verso il pavimento del laboratorio
con accelerazione costante. Questa è una conseguenza del fatto che il rapporto mg

mi
è 1, e se il nostro laboratorio si

trova in caduta libera in un campo gravitazionale, gli effetti di quest’ultimo sono annullati e oggetti che inizialmente
si muovevano di moto uniforme continueranno a farlo: in altre parole il nostro sistema è divenuto inerziale.

Siamo giunti quindi alla conclusione che in virtù dell’uguaglianza tra massa inerziale e gravitazionale, dal punto di
vista delle leggi della meccanica un sistema di riferimento in accelerazione uniforme è indistinguibile da un sistema in
un campo gravitazionale uniforme. Qui sta il salto logico di Einstein, che generalizzò il principio di equivalenza debole
(WEP : Weak Equivalence Principle)introducendo il cosiddetto principio di equivalenza di Einstein (EEP):
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1. Vale il principio di equivalenza debole;

2. dato un campo gravitazionale, questo localmente è indistinguibile da un sistema uniformemente accelerato;

3. le misure fisiche sono indipendenti dal tempo e dal luogo in cui sono effettuate.

Il punto saliente del principio è che il campo gravitazionale non è più necessariamente costante; esso vale per tutte le
leggi fisiche valide in sistemi inerziali, ma Einstein non si pronunciò sulle interazioni gravitazionali: esiste il cosiddetto
principio di equivalenza forte, che estende il principio di Einstein includendo anche le interazioni dovute alla gravità.

Ci rendiamo subito conto che se cade l’ipotesi di località un sistema di riferimento che accelera uniformemente e
un sistema di riferimento in caduta libera in un campo gravitazionale non costante (come quello della terra) sono ben
distinguibili: ad esempio possiamo lasciar cadere due oggetti e osservare le traiettorie, ottenendo che in un sistema
accelerato gli oggetti si muoveranno lungo rette parallele, mentre in un campo gravitazionale tenderanno a convergere
verso la sorgente del campo, diminuendo in particolare la loro distanza.

Figura 3.1: Traiettorie di due corpi accelerati o in caduta libera

In altre parole, anche se non possiamo osservare direttamente il campo gravitazionale, il principio di equivalenza
ammette che possano essere osservate le sue differenze, in termini tecnici le cosiddette forze di marea: impareremo
che esse corrispondono ad una curvatura dello spazio-tempo, in altre parole possiamo rendere conto di una eventuale
curvatura dello spazio tramite misure non locali.

Osserviamo in ogni caso che l’aggettivo “locale” va interpretato nel senso più restrittivo del termine, cioè “locale”
non soltanto nello spazio bens̀ı nello spazio-tempo: possiamo infatti accorgerci della non equivalenza tra due sistemi
anche facendo misure per lunghi periodi di tempo. Il principio di equivalenza di Einstein in definitiva vale esattamente
soltanto per campi costanti, oppure in presenza di una distribuzione infinita e uniforme di materia.

3.1.1 Il redshift gravitazionale

Consideriamo un sistema in moto accelerato con accelerazione ~a, solidale con un emitter e un receiver di onde elet-
tromagnetiche, a loro volta separati da una distanza z: l’emitter invia un raggio di luce, che in condizioni normali
impiegherebbe un tempo ∆t = z

c per raggiungere il receiver.

Una volta emesso il raggio, però, sia l’emitter che il receiver accelerano e al tempo δt entrambi avranno maturato una
velocità v = a∆t = a zc . Ci aspettiamo un analogo relativistico dell’effetto Doppler, e per determinare questo effetto
consideriamo il potenziale Aµ per un’onda elettromagnetica, per studiarne il cambio di frequenza nel passaggio da un
sistema di riferimento a riposo a uno in movimento. Innanzitutto un’onda elettromagnetica nel vuoto soddisfa alle
equazioni {

�Aµ = 0
∂µAµ = 0

96



Figura 3.2:

Poichè Aµ è un quadrivettore anche εµ(k) lo è, e necessariamente eik·x dovrà essere una funzione scalare, in particolare
anche kµ è un quadrivettore. Le due condizioni dunque implicano che Aµ = εµ(k)ei~k·x con k2 = 0 ed εµkµ = 0. Se
imponiamo che il moto avvenga lungo l’asse x1:

k · x =
2π
λ

(
x1 − ct

)
La parte temporale del vettore d’onda è legata alla frequenza dell’onda, e in generale si ha

k ∼ ν (1, ~n)

Sotto un boost di Lorentz in direzione β̂ ci aspettiamo che la componente temporale cambi come

k
′0 = γ

(
k0 − ~β · ~k

)
Se il raggio viene emesso nella direzione x1 si ha più semplicemente

k
′0 = γ

(
k0 − βk

)
ma poichè Aµ soddisfa l’equazione d’onda, abbiamo anche

k2εµ(k)eik·x = 0

il che implica k2 = 0, cioè k2
0 = (k1)2 o ancora k0 = k1, per cui la componente temporale diventa

k
′0 = γ

(
k0 − βk0

)
= γk0 (1− β) =

√
1− β
1 + β

k0

Il legame tra k0 e la lunghezza d’onda è

k0 =
2πc
λ

da cui si ottiene
2πc
λ′

=
2πc
λ

√
1− β
1 + β

⇒ 1
λ′

=
1
λ

√
1− β
1 + β

Se β � 1 tale relazione si può approssimare come

1
λ′
∼ 1
λ

(1− β)⇒ 4λ
λ
∼ β

In questo fenomeno dunque otteniamo una variazione di lunghezza d’onda pari a 4λλ = az
c2 . Per il principio di equiva-

lenza il sistema deve essere indistinguibile dal caso in cui ci troviamo sulla terra, sottoposti ad un campo gravitazionale
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costante pari a ~g, e facciamo cadere un emettitore da una torre verso un receiver posto al suolo sulla verticale: dobbia-
mo ottenere esattamente δλ

λ = gz
c2 . Ma il numeratore del membro di destra non è altro che la differenza di potenziale

tra la cima della torre e il suolo:

Figura 3.3: Stesso esperimento in campo gravitazionale

4λ
λ

=
φ(z2)− φ(z1)

c2

Il principio di equivalenza quindi prevede un redshift sia nel caso di un sistema uniformemente accelerato che di un
sistema sottoposto ad un campo gravitazionale costante. Einstein non aveva a disposizione l’apparato sperimentale
adatto per verificare questa predizione, furono in seguito Pound e Rebka a darne un riscontro sperimentale, tuttavia
Einstein si convinse di aver ragione utilizzando la meccanica quantistica: un principio sacro in fisica, cui non vorremmo
mai rinunciare, è il principio di conservazione dell’energia; in base ad esso, e all’equivalenza tra massa ed energia,
possiamo prevedere il redshift anche senza invocare il principio di equivalenza. Consideriamo infatti un fotone con
energia hν che viene emesso dalla cima della torre verso il suolo: a questa energia è possibile associare una massa
equivalente meq = hν

c2 . Quando arriva al suolo, il fotone dovrà avere la stessa energia di quando è stato emesso, dunque
avremo

E = T + V = hν +
hν

c2
gz2 = hν′ +

hν

c2
gz1 = T ′ + V ′ = E′

dunque ancora una volta
ν′ − ν
ν

=
gz

c2

In definitiva, se vale il principio di conservazione dell’energia si deve avere redshift gravitazionale, concordemente con
(e indipendentemente da) quanto previsto dal principio di equivalenza. Questo è un primo suggerimento del fatto
che una descrizione appropriata degli effetti gravitazionali debba abbandonare l’idea di poter descrivere lo spazio-
tempo come una varietà lorentziana piatta, perchè in tale ambiente il redshift gravitazionale è inesorabilmente inibito:
consideriamo di nuovo l’esempio della torre di altezza h, e l’emissione di un’onda elettromagnetica di lunghezza d’onda
λ dal suolo verso la cima. L’osservatore al suolo misura l’intervallo di tempo che intercorre tra le partenze di un fronte
d’onda e di quello immediatamente successivo, espresso in termini del tempo proprio da

∆τ0 =
∫ t

(0)
f

t
(0)
i

dt

√
gµν(x, y, z = 0, t)

dxµ

dt

dxν

dt
=
∫ t

(0)
f

t
(0)
i

dt
√
g00(x, y, z = 0, t)c

L’osservatore in cima alla torre che riceve l’onda farà la stessa misurazione, trovando un tempo proprio

∆τh =
∫ t

(h)
f

t
(h)
i

dt

√
gµν(x, y, z = h, t)

dxµ

dt

dxν

dt
=
∫ t

(h)
f

t
(h)
i

dt
√
g00(x, y, z = h, t)c

98



Poichè l’intervallo di tempo proprio in questo caso coincide con il periodo dell’onda emessa o ricevuta, ci aspettiamo
che i due osservatori trovino due due risultati diversi a causa del redshift. Ma se la metrica gµν(x, z, y, t) è quella di
Minkowski, in particolare è indipendente dal tempo e dalla posizione, non abbiamo motivo di sospettare che il secondo
fronte d’onda segua una traiettoria diversa da quella del primo per raggiungere l’osservatore in cima alla torre, per
cui gli intervalli di tempo t(h)

f − t(h)
i e t(0)

f − t
(0)
i coincideranno. L’unica altra possibilità per i due integrali di essere

diversi è che gµν(x, y, z = h, t) 6= gµν(x, y, z = 0, t), ma poichè la metrica di Minkowski è costante i due risultati sono
esattamente gli stessi, ovvero uno spazio-tempo piatto non può prevedere il redshift gravitazionale.

Figura 3.4: Emissione di due fronti d’onda consecutivi in spazio-tempo piatto

Per reinterpretare il redshift gravitazionale dobbiamo quindi supporre che la metrica del nostro spazio-tempo sia
funzione del punto:

ds2 = gµν(x)dxµdxν

o equivalentemente, dobbiamo passare ad una descrizione dello spazio-tempo in termini di varietà curve.

3.1.2 Formulazione geometrica del principio di equivalenza: le coordinate normali

In base a quanto osservato per il redshift gravitazionale, curvatura dello spazio e campo gravitazionale sembrano essere
due effetti strettamente legati. Il principio di equivalenza afferma che localmente un sistema uniformemente accelerato
e un sistema sottoposto ad un campo gravitazionale sono indistinguibili, in altre parole le leggi della fisica si riducono
a quelle della relatività speciale e non è possibile rivelare la presenza di un campo gravitazionale. Dal punto di vista
della geometria questo significa che localmente possiamo sempre scegliere un sistema di coordinate equivalente a quello
Minkowskiano: consideriamo infatti un punto O dello spazio-tempo, e sia P un altro punto, sufficientemente vicino
ad O in modo che esista un’unica geodetica γ(t) che congiunge P con O, e soddisfa

γ(0) = O

γ(1) = P

Definiremo le coordinate ξµ(1) del punto P come

ξµ(P ) =
dxµ

dt
(O)

ovvero come le coordinate del vettore tangente alla geodetica, in una qualche carta. Queste coordinate prendono il
nome di coordinate normali, o coordinate di Riemann, o ancora, se la varietà è un gruppo, mappa esponenziale: infatti,
se O è l’identità del gruppo, un elemento g connesso all’origine è sempre rappresentabile in forma esponenziale come

g = eξ
aTa
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dove Ta sono i generatori del gruppo, e le ξa sono le coordinate normali dell’elemento g.
Consideriamo adesso un punto Q che sta sulla geodetica da O a P , e viene raggiunto dalla geodetica γ(t) per

0 < t0 < 1:

Figura 3.5: Sistema di coordinate normali

Osserviamo che l’equazione delle geodetiche è invariante sotto riparametrizzazioni affini, ovvero se xµ(τ) è una soluzione
dell’equazione

d2xµ(τ)
dτ2

+ Γµαβ
dxα(τ)
dτ

dxβ(τ)
dτ

= 0

anche xµ(at+ b) lo è, infatti

d2xµ(at+ b)
dt2

+ Γµαβ
dxα(at+ b)

dt

dxβ(at+ b)
dt

= a2

(
d2xµ(s)
ds2

+ Γµαβ
dxα(s)
d(s)

dxβ(s)
ds

)
= 0

dove s = at+ b. Questa libertà residua di riparametrizzazione coincide con la possibilità di scegliere l’origine e la scala
del tempo, ed è non banale dato che nello scrivere l’equazione delle geodetiche in questa forma abbiamo implicitamente
scelto il tempo proprio in modo che

√
gµν ẋµẋν sia costante.

In definitiva possiamo considerare la curva γ(t0 · t), garantito che sarà ancora una geodetica; questa nuova curva
passa per O a t = 0, e per Q per t = 1, dunque se ne prendiamo nuovamente la derivata in O:

ξµ(Q) =
d

dt
(xµ(t0 · t))

)
t=0

= t0ξ
µ(P )

Il punto Q, sulla stessa geodetica di P , ha coordinate t0ξµ(P ): analogamente qualunque altro punto sulla geodetica
caratterizzato da un valore λ del parametro avrà coordinate della forma ξµ(λ) = λξµ(P ). In queste nuove coordinate
l’equazione della stessa geodetica è data da

ξµ(λ) = λξµ(P ) 0 < λ < 1

Ma se ξµ(λ) è una geodetica soddisferà l’equazione delle geodetiche nelle nuove coordinate:

d2ξµ

dλ2
+ Γµαβ

dξα

dλ

dξβ

dλ
= 0

Poichè ξ(λ) è lineare nel parametro avremo d2ξµ

dλ2 = 0, dunque

Γµαβ(ξ(λ))ξα(P )ξβ(P ) = 0

Moltiplicando per λ2:
Γµαβξ

α(λ)ξβ(λ) = 0

Questa relazione deve valere per ogni geodetica che esce da O, dunque questa condizione ha le seguenti implicazioni:
se deriviamo una volta (

∂λΓµαβ
)
ξαξβ + Γµλβξ

β + Γµαλξ
α = 0
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Derivando una seconda volta:(
∂ρ∂λΓµαβ

)
ξαξβ +

(
∂λΓµρβ

)
ξβ +

(
∂λΓµαρ

)
ξα +

(
∂ρΓ

µ
λβ

)
ξβ + Γµλρ + (∂ρΓ

µ
αλ) ξα + Γµρλ = 0

Se O è un punto dello spazio-tempo in cui la geometria è regolare ci aspettiamo che i simboli di Christoffel siano
regolari per λ→ 0, perciò rimaniamo con

Γµλρ(0) + Γµρλ(0)⇒ Γµλρ(0)

ovvero tutti i simboli di Christoffel, calcolati in O, si annullano; questo continua a valere anche abbassando l’indice
alto con la metrica:

Γα,λρ(0) = 0

Se consideriamo la somma

Γα,λρ(0) + Γλ,αρ(0) =
1
2

(∂λgαρ(0) + ∂ρgαλ(0)− ∂αgρλ(0)) +
1
2

(∂αgλρ(0) + ∂ρg − αλ− ∂λgαρ(0)) = ∂ρgαλ = 0

Dall’annullarsi dei Γ inO ricaviamo anche l’annullarsi delle derivate prime della metrica: questo implica che espandendo
la metrica intorno ad O i termini lineari sono assenti

gµν(ξ) = gµν(0) +
1
2
Aαβξ

αξβ

Osserviamo che a meno di ruotare le coordinate normali con una trasformazione lineare (in modo che le geodetiche
rimangano rette) possiamo prendere la parte costante gµν(0) uguale ad ηµν . Per studiare la forma del termine
quadratico deriviamo una terza volta l’equazione delle geodetiche, e consideriamo solo i termini che daranno contributo
per ξ = 0:

∂λΓµρσ + ∂λΓµσρ + ∂ρΓ
µ
λσ + ∂σγ

µ
λρ + ∂ρΓ

µ
σλ + ∂σγ

µ
ρλ = 0

⇒ ∂λΓµρσ(0) + ∂ρΓ
µ
σλ(0) + ∂σΓµλρ(0) = 0

Dunque la somma ciclica delle derivate prime dei Γ (e non semplicemente la derivata) si annulla in O: se la derivata
prima fosse stata nulla avremmo dovuto concludere che il Riemann stesso era nullo in O, e data la sua natura tensoriale
sarebbe stato nullo in qualsiasi altro sistema di coordinate. Infatti, se scriviamo il Riemann nel punto O:

Rµ λ,ρσ(0) = ∂ρΓ
µ
λσ(0)− ∂σΓµλρ(0)

perchè i Γ si annullano in O. Se aggiungiamo a questa espressione lo scambiato in λ− σ:

∂ρΓ
µ
λσ(0)− ∂σΓµλρ(0) + ∂ρΓ

µ
λσ − ∂λΓµρσ(0)

Adesso, aggiungiamo e sottraiamo il termine necessario a ricostruire la somma ciclica delle derivate dei γ, ovvero
∂ρΓ

µ
σλ:

∂ρΓ
µ
λσ(0)− ∂σΓµλρ(0) + ∂ρΓ

µ
λσ(0)− ∂λΓµρσ(0)− ∂ρΓµσλ(0) + ∂ρΓ

µ
σλ(0)

La somma ciclica si annulla per il risultato precedente, rimaniamo quindi con

Rµ λ,ρσ(0) +Rµ σ,ρλ(0) = 3∂ρΓ
µ
λσ(0)

Questo risultato ci informa che in O le derivate prime dei Γ sono espresse da una somma di componenti del Riemann:
se il Riemann è diverso da zero nell’origine le derivate seconde della metrica non possono essere identicamente nulle.
Per dedurre la forma delle derivate seconde della metrica, esplicitiamo le derivate prime del Γ:

∂ρΓ
µ
λσ(0) =

1
3

(Rµ λ,ρσ(0) +Rµ σ,ρλ(0))
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Poichè la derivata prima della metrica in O è nulla, questa si comporta come una costante rispetto alla derivata e
possiamo abbassare senza conseguenze l’indice µ:

∂ρΓµ,λσ(0) =
1
3

(Rµλ,ρσ(0) +Rµσ,ρλ(0))

Allora se sommiamo lo scambiato in µ− λ

∂ρΓµ,λσ(0) + ∂ρΓλ,µσ(0) =
1
3

(Rµλ,ρσ(0) +Rµσ,ρλ(0) +Rλµ,ρσ(0) +Rλσ,ρµ(0)) = −1
3

(Rλσ,µρ(0) +Rµσ,λρ(0))

⇒ ∂ρ∂σgλµ(0) = −1
3

(Rλσ,µρ(0) +Rµσ,λρ(0))

⇒ gµν(ξ) = ηµν −
1
6
ξρξσ (Rµρ,νσ(0) +Rνρ,µσ(0)) +O(ξ3)

3.2 Campo gravitazionale e curvatura

Nel sistema di coordinate cos̀ı costruito l’affermazione che la geometria può essere fatta sparire ha un ben preciso
significato: in ogni punto dello spazio-tempo possiamo sempre scegliere un sistema di coordinate tale che la metrica
sia quella minkowskiana a meno di correzioni dell’ordine di ξ2, e siamo insensibili alle derivate prima della metrica,
che risultano essere quindi soltanto un artefatto delle coordinate, senza alcuna informazione fisica. In più, abbiamo
dimostrato che in queste coordinate l’equazione delle geodetiche passanti per l’origina si riduce all’equazione di una
retta: ragionando in modo inverso, l’equazione di una retta nello spazio euclideo

ẍµ = 0

è generalizzata in maniera naturale dall’equazione delle geodetiche

ẍµ + Γµαβ ẋ
αẋβ = 0

Nello spazio piatto il moto libero segue una traiettoria rettilinea, dunque possiamo pensare che in uno spazio curvo
la traiettoria seguita da un oggetto in caduta libera sia una geodetica: in questo senso possiamo pensare di poter
riassorbire gli effetti di deviazione dalla traiettoria rettilinea dovuti alla presenza di un campo gravitazionale, nei
coefficienti della connessione Γ.

Per verificare la consistenza di questa assunzione dovremo considerare il limite classico dell’equazione delle geode-
tiche, e confrontarlo con l’equazione di Newton

~̈x = −∇φ

Nel limite classico le velocità ẋi sono piccole rispetto alla velocità della luce, e ci aspettiamo che le varie grandezze
non dipendano dal tempo. Inoltre, per consistenza dobbiamo scegliere il tempo t come parametro per la traiettoria:

ẋµ =
(
ẋ0

ẋi

)
∼
(
c
~0

)
L’equazione delle geodetiche si scrive allora come:

ẍ0 = −Γ0
00c

2 − Γ0
0iẋ

ic− Γ0
ij ẋ

iẋj

Gli ultimi due termini sono di ordine v e v2 pertanto possono essere trascurati, rimaniamo quindi con

ẍ0 = −Γ0
00c

2
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Il simbolo di Christoffel Γ0
00 ha questa forma:

Γ0
00 = −1

2
g0λ (∂0gλ0 + ∂0g0λ − ∂λg00)

Nel limite statico, tutte le derivate rispetto al tempo sono nulle:

⇒ Γ0
00 = g0µ∂µg00

Ci aspettiamo che nel limite classico la metrica si riduca sostanzialmente alla metrica minkowskiana con piccole
correzioni, pertanto a meno di termini di ordine superiore il prodotto g0µ∂µg00 può essere tranquillamente confuso con
η0µ∂µg00, dato che il termine ∂µg00 è già del prim’ordine:

η0µ∂µg00 = ∂0g00 = 0

da cui
ẍ0 = 0

Questo primo risultato in realtà è un controllo di consistenza della nostra tacita identificazione x0 = ct: in questo
limite infatti le equazioni geodetiche danno come risultato ẍ0 = 0 ovvero x0 = at+ b, dunque pur di ridefinire scala e
origine dei tempi è lecito identificare x0 con ct. Nel caso delle coordinate spaziali:

ẍi = −Γi00c
2 = −1

2
giµ (∂0gµ0 + ∂0g0µ − ∂µg00) c2 = −1

2
δiµ (−∂µg00) = −c

2

2
∂ig00

dove ancora una volta abbiamo sfruttato il fatto che le deviazioni rispetto alla metrica di Minkowski sono piccole,
dunque gµi∂ig00 ∼ ηµi∂ig00. Confrontando con l’equazione

~̈x = −∇φ⇒ ẍi = −∂iφ

i due risultati coincidono pur di identificare g00 con 1 + 2φ
c2 .

Questo risultato mostra che nel limite classico la curvatura dello spazio è legata alla presenza di un campo gravita-
zionale. In particolare il tempo proprio di un osservatore non è più invariante sotto traslazioni: se immaginiamo due
osservatori fermi in due punti spaziali diversi, essi avranno valori di g00 diversi, e misureranno tempi propri diversi
relativamente ad intervalli analoghi (redshift gravitazionale).

Figura 3.6: g00 variabile nello spazio

Ad esempio, nel caso di campo gravitazionale costante, avremo

g00(x1) = 1 +
2gh1

c2

g00(x2) = 1 +
2gh2

c2

dove h1 e h2 è l’altezza dal suolo.
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3.2.1 L’equazione di deviazione geodetica

Il principio di equivalenza ci assicura che localmente non è possibile rivelare la presenza di un campo gravitazionale,
ma che i suoi effetti possono essere misurati mediante misure non locali effettuate in diversi sistemi di riferimento,
consideriamo quindi un set di osservatori distribuiti lungo una curva γ(s), tutti in caduta libera lungo la propria
geodetica xµ(s, t).

Figura 3.7: Moto di un set di osservatori

Se uniamo tutti i punti sulle varie traiettorie per lo stesso valore del parametro t otteniamo un’istantanea della distanza
relativa tra gli osservatori osservatore. In particolare possiamo calcolare la derivata di xµ(s, t) dispetto ad s, ovvero
la distanza relativa tra due osservatori in funzione di t:

Sµ =
∂xµ(s, t)

∂s

∣∣∣∣
t

Viceversa, Tµ ≡ ∂xµ(s,t)
∂t

∣∣∣
s

rappresenta la velocità di un singolo osservatore lungo la propria geodetica. Definiamo la
velocità di variazione della distanza relativa tra due osservatori:

v = ∇TS = Tµ∇µS

L’accelerazione sarà definita analogamente dalla derivata seconda:

a = ∇T v = ∇T∇TS

o in componenti
aµ = (T ρ∇ρ (Tσ∇σS))µ

Se pensiamo a xµ(t0, s) e xµ(t, s0) come a delle curve coordinate, S e T non sono altro che i rispettivi vettori tangenti,
dunque commuteranno tra loro:

[∂µ, ∂ν ] = 0→ [
∂

∂t
,
∂

∂s
] = 0

Poichè questa è una proprietà tra vettori è valida in qualunque sistema di riferimento, per cui avremo [T, S] = 0, cioè

Tα∂αS
µ − Sα∂αTµ = 0

Poichè la torsione è nulla:
∇TS −∇ST − [T, S] = 0⇒ ∇TS = ∇ST

e possiamo scrivere
a = ∇T∇TS = ∇T∇ST = ∇S∇TT + [∇T ,∇S ]T
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T è il vettore tangente ad una geodetica per cui ∇TT = 0, mentre inoltre il commutatore delle derivate covarianti è
proprio il tensore di Riemann:

a = R(T, S)T

In componenti
aµ = Rµ λ,ρσT

ρSσTλ

Dunque l’accelerazione relativa tra due curve geodetiche infinitesimamente vicine è pilotata dalla curvatura della
geometria e non dalla metrica, che non è mai entrata esplicitamente nei calcoli. L’equazione appena scritta prende il
nome di equazione della deviazione geodetica, e le forze derivanti dall’accelerazione geodetica non sono altro che le forze
di marea. Fisicamente il tensore di Riemann descrive la forza relativa tra due osservatori nel campo gravitazionale,
dunque il concetto di forza assoluta perde di significato: ad esempio, per rivelare le onde gravitazionali non è sufficiente
un solo bersaglio, a differenza di quanto accade in elettromagnetismo in cui per rivelare un’onda elettromagnetica è
sufficiente un solo elettrone. É possibile mostrare che se abbiamo un sistema gravitazionale la curvatura contribuirà
sempre con effetti attrattivi tra le geodetiche: intuitivamente, dal punto di vista fisico questo è ovvio se pensiamo alle
linee di flusso del campo gravitazionale generato da una massa puntiforme, che convergono tutte verso il centro di
gravità.

3.3 Le equazioni di campo di Einstein

Consideriamo le “equazioni di campo” per il campo gravitazionale classico:{
4φ = 4πGρ
md2xi

dt2 = −∇iΦ

La prima equazione somiglia molto alla prima equazione di Maxwell, e in virtù di questa somiglianza potremmo pensare
di generalizzare immediatamente ad un formalismo covariante scrivendo

�φ = 4πGρ

ma già qui ci rendiamo conto che se φ deve essere un potenziale scalare, le sue proprietà di trasformazione sotto
Lorentz saranno in generale diverse da quelle di ρ, che trasforma come la componente temporale di un quadrivettore.
In ogni caso, una lagrangiana che genera queste equazioni per il potenziale φ può essere scritta come

L = − 1
8πG

∂µφ∂
µφ−mc

∫
dτ
√
ηαβ ẋαẋβf(φ)

dove il secondo termine tiene conto di una eventuale accoppiamento di φ con una particella di massa m. La teo-
ria descritta da questa lagrangiana però non rispecchia i dati sperimentali: nel limite di particella massless infatti
l’interazione sparisce, cioè un raggio di luce che passa vicino a un pianeta non viene deviato, contrariamente a quan-
to accade in natura. Inoltre, le onde gravitazionali previste dalla teoria trasporterebbero una energia negativa, e
corrisponderebbero alla propagazione di particelle di spin 0.

Se vogliamo continuare a percorrere la strada della somiglianza con l’elettrostatica, possiamo pensare che φ cor-
risponda ad un certo potenziale scalare A0, componente temporale di un quadripotenziale gravitazionale Aµ, con
componenti spaziali ∇φ: la lagrangiana per questa teoria è

L = − 1
8πG

GµνG
µν −mc

∫
dτ
√
ηµν ẋmuẋν −m

∫
Aµdx

µ

ma anch’essa per m → 0 ha dei problemi per quanto riguarda la deviazione dei raggi di luce e il segno dell’energia
trasportata dalle onde gravitazionali (corrispondenti stavolta alla propagazione di particelle di spin 1). Inoltre, sia la
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teoria scalare che quella vettoriale non prevedono il redshift gravitazionale, in quanto sono teorie formulate nell’ambito
della relatività speciale.

L’ultima teoria proposta prima della relatività generale, tra tutte quella più vicina a descrivere correttamente
l’interazione gravitazionale, descriveva il campo gravitazionale in termini di un tensore simmetrico a due indici, hµν .
Questa teoria, detta teoria linearizzata di Einstein, ha tutte le previsioni giuste ma le sue equazioni del moto sono
inconsistenti, nel senso che non hanno soluzione quando andiamo ad accoppiare la materia e la gravità; in ogni caso
questa teoria può essere resa consistente aggiungendo dei termini opportuni, in modo da giungere alla teoria della
relatività generale.

Abbiamo concluso che gli effetti del campo gravitazionale sono racchiusi nella forma di gµν(x), la metrica dello
spazio-tempo: se vogliamo derivare la relatività generale abbiamo quindi bisogno di equazioni di campo per la metrica,
che assume il ruolo di unico campo fondamentale (esistono teorie in cui anche la connessione Γ viene trattata come
un campo). Qualunque forma esse abbiano, le equazioni di campo nel limite non relativistico si devono ridurre a

∆φ =
4π
c
ρ

ovvero all’equazione di Poisson per il campo φ. In tale limite la sorgente del campo gravitazionale è la massa, che però
non è un oggetto covariante a causa della sua equivalenza con l’energia, che trasforma come la componente temporale di
un quadrivettore (il quadrimpulso). In teoria dei campi tutta l’informazione su massa, energia ed impulso è racchiusa
all’interno del tensore energia-impulso, dunque per coerenza con la relatività speciale questo sostituirà la massa nel
ruolo di sorgente del campo gravitazionale.

Le equazioni di campo avranno quindi la forma:

Pµν = kTµν

dove Pµν è un tensore incognito da determinarein base ad una serie di ipotesi:

1. nel limite non relativistico l’equazione di campo dovrà ridursi all’equazione di Poisson, dunque il primo membro
dovrà dipendere almeno dalle derivate seconde spaziali; per covarianza, dipenderà in generale anche dalle derivate
seconde temporali (4→ �).

2. Derivate di ordine più alto sono escluse per evitare problemi con la causalità: ad esempio nel caso dell’equazione
di radiazione classica se teniamo conto dei termini di autointerazione del campo elettrico con se stesso otteniamo
l’equazione di Abraham-Lorentz.

3. Poichè la procedura di Belifante ci permette sempre di costruire un tensore energia-impulso simmetrico, richie-
deremo che anche Pµν lo sia.

4. In relatività speciale, Tµν è conservato, ovvero soddisfa a ∂µT
µν = 0; in relatività generale questa proprietà

viene promossa a
∂µT

µν = 0→ ∇µTµν = 0

dunque poichè il tensore energia-impulso è covariantemente conservato, anche il primo membro dovrà esserlo.

5. Ipotesi tecnica: assumeremo che la dipendenza di Pµν dalle derivate seconde sia al più lineare.

Si può mostrare che in quattro dimensioni queste ipotesi sono sovrabbondanti, in particolare possiamo eliminare la 3)
e la 5): in tal caso infatti è sufficiente postulare la conservazione covariante del primo membro e la sua dipendenza al
più dalle derivate seconde.

Sotto le nostre ipotesi possiamo quindi scrivere

Pµν
(
∂2g, ∂g, g

)
= kTµν
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Dato che in ogni punto x0 possiamo sempre definire un sistema di coordinate normali, le derivate prime della metrica
si annullano e la metrica all’ordine zero risulta essere quella minkowskiana, ovvero il tensore Pµν dipenderà solo da
ηµν e linearmente dalle sue derivate seconde:

Pµν =
(
Aαβρσ

)
µν
∂α∂βgρσ

Ma in coordinate normali le derivate seconde si possono scrivere esplicitamente in termini del tensore di Riemann:

Pµν =
(
Aαβρσ

)
µν
Rαβ,ρσ

o equivalentemente
Pµν −

(
Aαβρσ

)
µν
Rαβ,ρσ = 0

La precedente espressione coinvolge quantità tensoriali, dunque il suo annullarsi in un sistema di riferimento implica
l’annullarsi in qualsiasi altro sistema: in altre parole il tensore P non è nient’altro che una combinazione lineare di
tensori di Riemann. Le uniche combinazioni lineari del tensore di Riemann che mantengono carattere tensoriale sono

1. aRµν ;

2. bgµνR;

In linea di principio potremmo pensare che Pµν contenga anche un termini Cµν che non dipende esplicitamente dalle
derivate della metrica, ma questo non può che essere proporzionale alla metrica stessa, dunque

Pµν = aRµν + bgµνR+ Lambdagµν ≡ Rµν + bgµνR+ Λgµν

Se imponiamo che Pµν sia covariantemente conservato:

∇µRµν + b∇νR+∇µgµν = 0

L’ultimo termine è identicamente nullo, dunque il problema si riduce a trovare una combinazione covariantemente
conservata di Rµν e gµνR: per la seconda identità di Bianchi

∇µRµν =
1
2
∇νR

da cui otteniamo (
1
2

+ b

)
∇νR = 0⇒ b = −1

2

⇒ Pµν = Rµν −
1
2
gµνR+ Λgµν

dove riconosciamo in Rµν − 1
2gµνR il tensore di Einstein Gµν . L’equazione di campo cos̀ı ottenuta prende il nome di

equazione di campo di Einstein, e si riscrive come

Gµν + Λgµν = kTµν

Il termine proporzionale a Λ viene detto termine di costante cosmologica, e lo assumeremo uguale a zero anche se
ci sono parziali evidenze della sua necessità. Storicamente, la costante cosmologica fu introdotta da Einstein perchè
voleva ottenere un universo statico, ovvero in una situazione di equilibrio; in realtà si può mostrare che anche con
l’introduzione di questo termine l’equilibrio è instabile, e basta una minima perturbazione per farlo espandere o
contrarre. Oggi il termine di costante cosmologica è associato all’energia del vuoto ed è introdotto dalle teorie che
cercano di spiegare l’espansione dell’universo; le osservazioni hanno in effetti rivelato una costante Λ positiva, ma
enormemente più piccola del valore predetto dalle teorie.
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3.3.1 L’azione di Hilbert

Le equazioni di Einstein sono del secondo ordine nelle derivate e coinvolgono grandezze tensoriali, dunque una eventuale
lagrangiana che dia luogo alle corrette equazioni dovrà contenere almeno le derivate prime della metrica ed essere
scalare sotto diffeomorfismi: infatti le equazioni di Eulero-Lagrange in linea di principio si ottengono variando l’azione
rispetto a gµν e alle sue derivate prime, ma poichè in coordinate normali la metrica all’ordine zero è minkowskiana le
sue derivate prime si annullano questa procedura non dà risultati utili.

In realtà siamo stati troppo stringenti riguardo alle equazioni del moto: affinchè esse abbiano forma tensoriale non
è necessario che l’azione sia invariante sotto diffeomorfismi, ma è sufficiente che la sua variazione sia nulla a meno di
una divergenza totale:

δS =
∫
M

d4x
√
−g
(
∇λJλ

)
Hilbert inoltre sugger̀ı che la lagrangiana potesse contenere anche derivate seconde a patto che alla fine queste non
contribuissero alle equazioni del moto, ovvero che si potessero riorganizzare anche in questo caso in una divergenza
totale. Egli propose la seguente azione, detta azione di Hilbert

S =
∫
d4x
√
−gR

dove R è lo scalare di curvatura, l’unico scalare che conosciamo che dipenda dalle derivate seconde della metrica. Per
vedere se questa azione genera le giuste equazioni del moto, prendiamone la variazione:

δS =
∫
d4xδ

(√
−ggµνRµν

)
Per comodità di calcolo sceglieremo come campo fondamentale gµν , l’inverso della metrica. La variazione a questo
punto contiene tre termini:

δS =
∫
d4xδ

(√
−g
)
gµνRµν +

∫
d4x
√
−gδ (gµν)Rµν +

∫
d4x
√
−ggµνδ (Rµν)

Il secondo termine non necessita di ulteriori manipolazioni, dunque calcoliamo la variazione di
√
−g:

δ
(√
−g
)

=
−δg

2
√
−g

Per calcolare δg usiamo un trucco:

δg = δ (det g) = δ
(
eTr log g

)
= eTr log gTr

(
g−1δg

)
= det ggµνδgµν

Se ricordiamo che δ (gµνgµν) = 0, abbiamo
gµνδgµν = −gµνδgµν

dunque
δg = −ggµνδgµν

⇒ δ
√
−g = − −g

2
√
−g

gµνδg
µν = −

√
−g
2

gµνδg
µν

Se sostituiamo il risultato nella variazione dell’azione

δS =
∫
d4x
√
−g
(
Rµν −

1
2
gµνR

)
δgµν +

∫
d4x
√
−ggµνδ (Rµν)

Osserviamo che il primo termine riproduce già il primo membro dell’equazione di Einstein, dunque dobbiamo sperare
che il secondo termine non dia contributo:

δRµν(Γ) = δRλ µ,λν = δ
(
∂νΓλµλ − ∂νΓλµλ + ΓτµλΓλτν − ΓτνλΓλτµ

)
=
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= ∂νδΓλµλ − ∂νδΓλµλ +
(
δΓτµλ

)
Γλτν + Γτµλ

(
δΓλτν

)
− (δΓτνλ) Γλτµ − Γτνλ

(
δΓλτµ

)
Osserviamo che in questa variazione compare la variazione δΓ: il simbolo di Christoffel non è un tensore, ma poichè
la sua variazione è definita da

δΓ = Γ′ − Γ

il termine inomogeneo si elide e complessivamente δΓ trasforma come un tensore. Poichè Rµν è un tensore, la sua
variazione resta un tensore, dunque tutti i termini

∂νδΓλµλ − ∂νδΓλµλ +
(
δΓτµλ

)
Γλτν + Γτµλ

(
δΓλτν

)
− (δΓτνλ) Γλτµ − Γτνλ

(
δΓλτµ

)
Se consideriamo

∇λδΓλµν = ∂λδΓλµν + ΓρλµδΓ
λ
ρν + ΓρλνδΓ

λ
µρ − ΓλλρδΓ

ρ
µν

∇νδΓλµλ = ∂νδΓλµλ + ΓρνµδΓ
λ
ρλ + ΓρνλδΓ

λ
µρ − ΓλνρδΓ

ρ
µλ = ∂νδΓλµλ + ΓρνµδΓ

λ
ρλ

vediamo che i vari termini di δRµν si riorganizzano in modo da formare un oggetto complessivamente tensoriale:

δRµν = ∇λδΓλµν −∇νδΓλµλ
Il termine aggiuntivo nella variazione allora si scrive come∫

d4x
√
−ggµν

(
∇λδΓλµν −∇νδΓλµλ

)
=
∫
d4x
√
−g∇λ

(
gµνδΓλµν − gµνδλν δΓλµλ

)︸ ︷︷ ︸
≡vλ

=

=
∫
d4x
√
−g∇λvλ

ovvero corrisponde all’integrale sulla forma volume della quadridivergenza covariante di un vettore. Possiamo dimo-
strare la seguente identità:

∇µJµ =
1√
−g

∂µ
(√
−gJµ

)
∇µJµ = ∂µJ

µ + ΓµµρJ
ρ = ∂µJ

µ +
1
2
gµα (∂µgαρ + ∂ρgµα − ∂αgµρ) Jρ

Il primo e il terzo termine tra parentesi costituiscono un termine complessivamente antisimmetrico nello scambio µ−α,
che saturato con gµα non dà contributo, dunque

∇µJµ = ∂µJ
µ +

1
2
gµα(∂ρgµα)Jρ = ∂µJ

µ +
1
g

g

2
gµα(∂ρgµα)Jρ

Raccogliendo 1√
−g abbiamo

∇µJµ =
1√
−g

(√
−g∂µJµ +

1
2
√
−g

ggµα(∂ρgµα)Jρ
)

ma 1
2
√
−g gg

µα(∂ρgµα = ∂ρ
√
−g) dunque

∇µJµ =
1√
−g

∂ρ
(√
−gJρ

)
Inserendo questo risultato nell’integrale∫

d4x
√
−g∇λvλ =

∫
d4x∂λ

(√
−gvλ

)
Per il teorema di Stokes l’ultimo integrale si può riscrivere come integrale di superficie del flusso del vettore

√
−gvλ:∫

Σ

dΣ
√
−gnλvλ

dove nλ è il vettore normale alla ipersuperficie Σ che racchiude la varietà. La tentazione di concludere con “se i campi
soddisfano opportune condizioni al contorno l’integrale dà contributo” è forte, ma sfortunatamente non è questo il
caso.
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3.3.2 Termini di bordo e curvatura estrinseca

Consideriamo di nuovo il termine
gµνδRµν = gµν

(
∇λδΓλµν −∇αδΓλαλ

)
=

Espandendo i Christoffel si ha

=
1
2
gµν∇λ

(
δ(gλρ)Γρ,µν + gλρ (∂µδgρν + ∂νδgρµ − ∂ρδgµν)−∇α

(
gλρ (∂αδgρλ + ∂λgρα − ∂ρδgαλ) + δgλρΓρ,αλ

))
=

Anche in questo caso i vari termini dovranno riorganizzarsi in oggetti tensoriali, in particolare si scopre che tutte le
derivate della metrica e della sua variazione diventano derivate covarianti:

= ∇ρgµν (∇µgρν −∇ρδgµν)

Ancora una volta possiamo identificare questo risultato con la quadridivergenza covariante di una forma vρ:

vρ = gµν (∇µδgρν −∇ρδgµν)

dunque l’integrale di volume può essere ridotto ad un integrale di superficie:∫
d4x∇ρvρ =

∫
d4x∂ρ(

√
−gvρ) =

∫
Σ

dΣ
√
−gnρ (gµν (∇µgρν −∇ρδgµν))

Introduciamo il proiettore in direzione parallela al bordo della varietà:

hµν = gµν ± nµnν

dove il segno ± dipende dal fatto che il vettore normale nµ sia time-like o space-like. Osserviamo che nell’integrale
possiamo sostituire hµν a gµν , infatti: ∫

dΣ
√
−gnρnµnν (∇µgρν −∇ρδgµν) = 0

poichè l’espressione tra parentesi è antisimmetrica nello scambio ρ− µ. L’integrale iniziale si riscrive infine∫
dΣ
√
−gnρhµν (∇µgρν −∇ρδgµν)

Il principio variazionale impone che le variazioni δgµν siano nulle sul bordo: in particolare, la derivata covariante di
δgµν sarà necessariamente nulla muovendosi sul bordo della varietà. Le espressioni

∇µ‖ = hµν∇ν

∇⊥ = nρ∇ρ
non sono altro che le derivate covarianti in direzione parallela e perpendicolare al bordo, dunque l’integrale si riscrive∫

dΣ
√
−g
(
nρ∇ν‖δgρν −∇⊥δgµν

)
Avremo ∇‖δgµν = 0 ma in generale ∇⊥δgµν sarà diverso da zero perchè su di esso il principio variazionale non pone
vincoli: soltanto opportune condizioni al contorno per la variazione δgµν potrebbero portare l’integrale ad annullarsi,
ma si può mostrare che queste porterebbero a comportamenti non fisici; in definitiva l’azione di Hilbert è inconsistente
con le equazioni di Einstein. Questo problema fu scoperto e risolto 50 anni dopo da alcuni fisici, che risolsero il
problema aggiungendo all’azione un termine di bordo

SE =
∫
M

d4x
√
−gR+ 2

∫
∂M

dΣha b∇bna

che prende il nome di curvatura estrinseca.
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3.3.3 Il limite classico

Le corrette equazioni di Einstein derivano quindi dall’azione

S =
1
k̃

∫
M

d4x
√
−gR+ 2

∫
∂M

dΣha b (∇bηa)

Per adesso trascureremo il termine di curvatura estrinseca, e determineremo la costante k che compare nell’equazione
di Einstein:

Gµν = kTµν

Consideriamo una distribuzione di materia ρ, che si muova con una certa quadrivelocità uµ: l’unico tensore energia
impulso che possiamo costruire è

Tµν = ρuµuν

Nel limite non relativistico u0 → c e ui � c, dunque tra le componenti di Tµν quella che domina è T 00 = ρc2. Per
alzare ed abbassare gli indici, ad esempio per scrivere l’elemento T 0

0, dovremmo in linea di principio utilizzare la
metrica gµν :

T 0
0 = g0µT

0µ

Ma per piccole velocità, le correzioni alla metrica piatta sono di ordine 1
c2 o superiore, dunque possiamo confondere

g0µ con η0µ e ottenere T 0
0 ∼ ρc2. L’equazione di Einstein si scrive allora

Rµ ν −
1
2
δµνR = kTµ ν

Per isolare il tensore di Riemann prendiamo la traccia di questa espressione:

R− 4
2
R = kT ⇒ R = −kT

Allora
Rµ ν = kTµ ν −

1
2
δµνT

Abbiamo già discusso che la componente dominante del tensore energia-impulso è T 0
0, dunque la componente

importante di questa equazione sarà la 0
0:

R0
0 = k

(
T 0

0 −
1
2
T

)
Anche la traccia sarà dominata dalla componente 0

0, dunque

R0
0 =

k

2
T 0

0 =
k

2
ρc2

La componente R00 del Ricci si ottiene come

Rλ µ,αβ = ∂αΓλµβ − ∂βΓλµα +O(Γ2)

⇒ Rλ µ,λβ = ∂λΓλµβ − ∂βΓλµλ +O(Γ2)

⇒ R00 = ∂λΓλ00 − ∂0Γλ0λ +O(Γ2)

dove i termini del tipo ΓΓ possono essere trascurati perchè di ordine superiore, e per alzare un indice a R00 è sufficiente
la metrica di Minkowski perchè i termini ∂Γ sono già del prim’ordine. Nel limite non relativistico ci aspettiamo soluzioni
statiche, dunque scompare anche il termine di derivata temporale e otteniamo:

R0
0 = ∂λΓλ00 = ∂λg

λα (∂0gα0 + ∂0gα0 − ∂αg00) = −1
2
∂λ
(
gλα∂αg00

)
∼ −1

2
∂λ
(
ηλα∂αg00

)
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⇒ R0
0 = −1

2
�g00

ovvero, ricordando che g00 = 1 + 2φ
c2 :

R0
0 = − 1

c2
�φ ∼ 1

c2
4φ

Rimettendo il risultato nell’equazione di Einstein:

4φ
c2

=
k

2
ρc2 ⇒4φ =

k

2
ρc4

e questa equazione va confrontata con l’equazione classica

4φ = 4πGρ

da cui abbiamo
k =

8πG
c4

Gµν =
8πG
c4

Tµν

3.3.4 Il tensore energia-impulso della materia

Un punto ancora oscuro riguarda la scelta del tensore energia-impulso da usare nei vari casi, ovvero le modalità con
cui la materia si accoppia alla gravità. Possiamo scrivere una azione per la materia come

Smat =
∫
d4xLmat (Φ, gµν)

dove Lmat (Φ, gµν) non è uno scalare bens̀ı una densità tensoriale, ovvero può essere sempre scritta come
√
−g volte

uno scalare. La dipendenza dalla metrica della lagrangiana di materia è fondamentale per avere un accoppiamento
con il campo gravitazionale: infatti se l’azione totale è

S =
1
k̃

∫
d4xR

√
−g +

∫
d4xLmat (Φ, gµν)

le equazioni di Einstein dovranno derivare dalla sua variazione rispetto a gµν . Il primo termine darà luogo al tensore
di Einstein, il secondo:

δS

δgµν
=

1
k̃

∫
d4x
√
−gGµν +

∫
d4x

δLmat
δgµν

dunque
1
k̃

√
−gGµν +

δLmat
δgµν

= 0

da cui otteniamo

Gµν = − k̃√
−g

δLmat
δgµν

Definiremo allora il tensore energia-impulso come

Tµν ≡ −
2√
−g

∂Lmat
∂gµν

In questo modo l’equazione di Einstein è

Gµν =
k̃

2
Tµν
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da cui k̃ = 2k = 16πG
c4 .

Osservazione: in realtà abbiamo commesso un lieve abuso di notazione perchè le derivate funzionali di solito si
prendono delle azioni e non delle lagrangiane.

L’azione del campo gravitazionale libero è quindi

S0 =
c4

16πG

∫
d4xR

√
−g

Con questa definizione, il tensore energia-impulso della materia sarà sempre e inesorabilmente simmetrico.
L’azione della materia dovrà essere invariante sotto diffeomorfismi, ovvero sotto trasformazioni di coordinate del

tipo
xµ → x

′µ(x)

Se la trasformazione è infinitesima
x
′µ = xµ + εξµ(x)

la variazione corrispondente della metrica è

gµν(x) = g′αβ(x′)
∂x
′α

∂xµ
∂x
′β

∂xν

⇒ gµν(x) = g′αβ(x+ ξε)
(
δαµ + ε∂µξ

α
) (
δβν + ε∂νξ

β
)

=

Espandendo la metrica all’ordine ε si ha

= ε
(
ξρ∂ρg

′
αβ(x) + g′αβ(x)

) (
δαµ + ε∂µξ

α
) (
δβν + ε∂νξ

β
)

=

= g′µν(x) + ε
(
ξρ∂ρg

′
αβ(x) + g′µβ(x)∂νξβ + g′αν∂µξ

α
)

+O(ε2)

Questo significa che sotto diffeomorfismi infinitesimi la variazione in forma della metrica ha la forma

δgµν = (g − g′)µν (x) = ε
(
ξρ∂ρg

′
αβ(x) + g′µβ(x)∂νξβ + g′αν∂µξ

α
)

Se avessimo voluto considerare (g′ − g)(x) anzichè (g − g′)(x), a livello infinitesimo è sufficiente cambiare segno
all’espressione, dunque

δgµν = (g − g′)µν (x)→ δgµν = (g′ − g)µν (x) = ε
(
ξρ∂ρg

′
αβ(x) + g′µβ(x)∂νξβ + g′αν∂µξ

α
)

Infatti se x′ = x+ εξ(x), x = x′ − εξ(x′ − εξ), ovvero all’ordine lineare in ε

x = x′ − εξ(x) +O(ε2)

L’espressione appena trovato per la variazione del tensore gµν non ha apparentemente una forma tensoriale, ma si può
mostrare che può essere riscritta come

δgµν = −ε (∇µξν +∇νξµ)

Infatti
δgµν = −ε (∇µξν +∇νξµ) = −ε

(
∂µξν + ∂νξµ − 2Γαµνξα

)
=

= −ε (ξα∂µgνα + gνα∂µξ
α + ξα∂νgµα + gµα∂νξ

α − ξαgαρ (∂µgρν + ∂νgρµ − ∂ρgµν)) =

−ε (ξρ∂ρgµν + gνα∂µξ
α + gµα∂νξ

α)

Poichè la fisica non deve dipendere dalle coordinate scelte, richiederemo che l’azione totale sia invariante sotto diffeo-
morfismi. In particolare, la variazione del termine libero dovrà annullarsi indipendente dalla presenza o meno della
materia:

δgµν = gµαgνβδg
αβ
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δS0 =
1
k̃

∫
d4x

∂
√
−gR

∂gµν
=

1
k̃

∫
d4x
√
−gGµνδgµν =

−2ε
k̃

∫
d4x
√
−gGµν∇µξν =

=
−2ε
k̃

∫
d4x
√
−g
(
∇µ (Gµνξν)− (∇µGµν)ξν

)
=

La divergenza totale non dà contributo nel caso di opportune condizioni al contorno su Gµνξν , e rimaniamo con

=
−2ε
k̃

∫
d4x
√
−g ((∇µGµν) ξν)

Poichè ξν è arbitrario, l’integrando si deve annullare identicamente affinchè l’azione sia invariante sotto diffeomorfismi:
questo implica che la divergenza covariante del tensore di Einstein deve essere identicamente nulla calcolata su qualsiasi
metrica:

∇µGµν = 0

Questa proprietà in realtà è assicurata dalla seconda identità di Bianchi, in altre parole la geometria garantisce
l’invarianza sotto diffeomorfismi del termine di azione libera. Vediamo adesso cosa succede derivando la lagrangiana
della materia rispetto a gµν : ∫

d4x

(
2ε
δLmat
δgµν

∇µξν
)

+
δS

δΦi
δΦi

I campi Φi e gµν sono indipendenti, dunque lo saranno anche le rispettive equazioni del moto. L’annullarsi della
variazione δS

δΦi δΦ
i dà luogo alle equazioni del moto dei campi di materia, dunque se i campi sono on shell tale termine

è identicamente nullo e dobbiamo considerare soltanto

∫
dx
√
−g

ε 2√
−g

δLmat
δgµν︸ ︷︷ ︸

Tµν

∇µξν

 = ε

∫
d4x
√
−g∇µ (Tµνξν)− (∇µTµν) ξν

Ancora una volta il primo termine è una divergenza totale di un vettore e non dà contributo, dunque dobbiamo
richiedere soltanto l’annullarsi del secondo termine:

∇µTµν = 0

ovvero dobbiamo richiedere la conservazione covariante del tensore energia-impulso della materia.

3.3.5 L’accoppiamento minimale

Una volta stabilite tutte le proprietà che deve possedere la lagrangiana della materia, dobbiamo solo fornire delle
regole per scriverla in forma esplicita: questo set di prescrizioni vanno sotto il nome di accoppiamento minimale alla
gravità. Partiamo dalla lagrangiana della relatività speciale: una volta scelti i campi fondamentali si ha

S =
∫
d4xL

(
ηµν ,Φi, ∂µΦi

)
La promozione ad una lagrangiana in relatività generale procede in questo modo:

d4x→
√
−gd4x

ηµν → gµν

∂µΦi → ∇µΦi

114



Applicazione: il campo elettromagnetico

L’azione del campo elettromagnetico è

S =
1

16π

∫
d4xFµνF

µν

Prenderemo Aµ come campo fondamentale, in questo modo l’azione si riscrive come

S = − 1
16π

∫
d4xηαµηβνFµνFαβ

dove
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ

dovrebbe in linea di principio venire mandato in

Fµν = ∇µAν −∇νAµ

Poichè siamo a torsione nulla il simbolo di Christoffel è simmetrico e tale procedimento è in realtà un’identità. In altre
parole, se siamo a torsione nulla la derivata esterna di una p-forma:

dF = ∂λFµ1...µpdx
λ ∧ dxµ1 ∧ ... ∧ dxµp

può essere equivalentemente scritta sostituendo ∇λ a ∂λ, grazie alla totale antisimmetria degli indici e della simmetria
dei Christoffel. Si ha dunque

gαρgβσFαβFρσ = FµνFµν ≡ F 2

e l’azione diventa
S =

1
16π

∫
d4x
√
−gFµνFµν

e rappresenta l’accoppiamento dell’elettromagnetismo alla gravità. Vediamo se questa azione dà luogo al tensore
energia-impulso corretto:

Tµν = − 2√
−g

δS

δgµν

− 1
16π

2√
−g

[
2
√
−g (FµσFσν ) +

1
2
√
−g

ggµνF
2

]
=

= − 1
16π

4√
−g

[√
−gFµσFσν −

√
−g
4

gµνF
2

]
= − 1

4π

[
FµσF

σ
ν −

1
4
gµνF

2

]
che coincide con il tensore energia-impulso della relatività ristretta se gµν → ηµν : la relatività ci ha dunque fornito
senza grossi sforzi un tensore energia-impulso simmetrico e gauge-invariante.

Applicazione: il campo scalare

L’azione per un campo scalare è

S =
∫
d4x

1
2
∂µφ∂

µφ⇒ S =
∫
d4x
√
−ggαµ∇µφ∇αφ

Poichè il campo scalare φ non ha indici, la sua derivata covariante anche stavolta coincide con la derivata usuale. É
possibile mostrare che variando rispetto a gµν si ottiene

Tµν = ∂µφ∂νφ−
1
2
gαβ∂αφ∂βφ
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Applicazione: la particella libera

L’azione della particella libera è

S = −mc
∫
dτ
√
gµν ẋµẋν

dove ẋν = dxν

dτ . É conveniente riscriverla come

S = −mc
∫
d4y
√
−g 1√

−g

√
gµν(y)

dyµ

dτ

dyν

dτ
δ4(x− y)

Dopo questo trucco l’oggetto
√
gµν(y)dy

µ

dτ
dyν

dτ δ
4(x− y) rappresenta la densità di lagrangiana della particella libera, e

il tensore energia-impulso si ottiene come

Tµν = −mc 2√
−g

∫
dτ

ẋµẋν

2
√
gαβ ẋαẋβ

δ4(x− y)

Se scegliamo come parametro il tempo proprio, la radice
√
gαβ ẋαẋβ è una costante che possiamo scegliere uguale ad

1, dunque

T (τ)
µν = −mc 1√

−g

∫
dτẋµẋνδ

4(x− y)

Cenni di idrodinamica relativistica

Tutti i casi che abbiamo considerato prevedono una lagrangiana fondamentale e l’accoppiamento con la gravità è
immediato: questa procedura prende anche il nome di covariantizzazione dell’azione. Questa automaticamente rispetta
il principio di equivalenza: poichè in ogni punto possiamo scegliere un set di coordinate normali, la metrica diventa
piatta e la lagrangiana torna ad essere quella classica, ovvero la fisica è ben descritta localmente dalle leggi della
relatività speciale. Esistono però dei casi in cui questa procedura va raffinata, ad esempio in problemi di astrofisica
dove si studia l’evoluzione di sistemi complessi come le stelle: in tal caso non si considerano i tensori energia-impulso
delle singole particella ma si usano dei tensori energia-impulso effettivi. Supponiamo infatti di voler scrivere il tensore
energia-impulso di un fluido ideale, ovvero un fluido che si muove con un unico quadrivettore velocità uα in ogni suo
punto e che appare isotropo ad un osservatore che si muova in maniera solidale col fluido, cioè le sue proprietà non
dipendono dalla direzione di osservazione. Se il sistema è isotropo, nel limite non relativistico le componenti T 0i del
tensore energia-impulso si devono annullare identicamente, dato che corrispondono alla densità di quantità di moto
o equivalentemente al flusso di energia. In questo limite la componente T 00 è non nulla e come sappiamo vale ρc2,
mentre le componenti T ij saranno espresse in termini della δij di Kronecker, l’unico tensore a due indici, simmetrico
e invariante sotto rotazioni:

T 00 = ρc2

T ij = δijP

dove P è la pressione. Per generalizzare ad un qualsiasi sistema di riferimento inerziale e lorentziano, possiamo prendere
il seguente tensore energia-impulso:

Tµν = (ρ+ P )uµuν − ηµνP (c = 1)

Infatti, a riposo abbiamo uµ =
(

1
~0

)
dunque

T 00 = ρ+ P − P = ρ

T 0i = 0
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T ij = −ηijP = δijP

Il Tµν cos̀ı costruito descrive un fluido in relatività speciale. In relatività generale dobbiamo considerare anche le altre
equazioni necessarie alla descrizione di un fluido, ovvero:

1. Tµν = (ρ+ P )uµuν − gµνP ;

2. Jν = Nuν e ∇νJν = 0, dove N è la densità di particelle e Jν è la corrente che ne descrive il flusso. Queste
equazioni descrivono la conservazione del numero di particelle in un fluido.

3. ∇νTµν = 0, che descrive la conservazione del tensore energia-impulso.

4. Tdσ = Pd
(

1
n

)
+ d

(
ρ
n

)
, ovvero il primo principio della termodinamica, dove dσ è la densità di entropia.

5. Infine, dobbiamo dare l’equazione di stato.

Per un fluido perfetto si trova che uα∇ασ = 0, ovvero la entropia non varia lungo la traiettoria. Per una stella,
ovvero un corpo a simmetria sferica, ci serviranno le leggi 1) e 2). Se abbiamo un fluido non perfetto il suo tensore
energia-impulso si scrive

Tµν = (ρ+ P )uµuν − gµνP +4Tµν

dove 4Tµν è una correzione, che invocando l’invarianza relativistica può essere parametrizzata in termini di alcune
quantità come la viscosità.

3.4 Teoria linearizzata

Diversamente dall’elettromagnetismo, le equazioni della relatività generale sono non lineari: questo significa che una
sorgente risentirà del suo stesso campo gravitazionale da essa creato. Il motivo di questa differenza è che mentre il fotone
è scarico dal punto di vista della carica elettrica, l’analogo del fotone (il gravitone, o quanto di onda gravitazionale)
porta esso stesso una “carica gravitazionale”: nel caso del campo gravitazionale la carica è la massa, presente in
qualsiasi oggetto in natura che trasporti energia.

Cercheremo allora di linearizzare le equazioni di Einstein, delineando le ipotesi sotto cui questa procedura ha senso:
immagineremo di avere un background gravitazionale fissato gBµν e di considerare le piccole fluttuazioni rispetto ad
esso:

gµν = gBµν + εhµν

con la condizione
|hµν | � 1

Quest’ultima condizione necessita della scelta di un particolare sistema di riferimento: anche se la metrica è adimen-
sionale, infatti, non non è detto che se le componenti di un tensore sono piccole in un sistema di riferimento lo siano
anche in un altro. Il parametro ε che abbiamo inserito non ha alcuna utilità pratica se non quello di contare l’ordine
di approssimazione: la nostra teoria linearizzata corrisponderà infatti all’ordine lineare in ε.

Vediamo qual’è l’espressione delle altre grandezze geometriche, ad esempio l’inverso della metrica:

gµν = gµνB +
∞∑
k=1

εkHµν
(k)

dove gµνB è l’inverso di gBµν . Per determinare i coefficienti Hµν
(k) utilizziamo la relazione gαβgβν = δνα:

δαν
(
gBµν + εhµν

)(
gµαB +

∞∑
k=1

εkHµα
(k)

)
=
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Quando i termini in gioco sono già del prim’ordine, per alzarne e abbassarne gli indici è sufficiente la metrica di
background: si ha

= δαν + εhαν +
∞∑
k=1

εkHα
ν(k) +

∞∑
k=1

εk+1hµνH
µα

Per il principio di identità dei polinomi, i singoli coefficienti delle potenze k-esime di ε si devono annullare: per k = 1
abbiamo

Hα
ν(1) + hαν = 0⇒ Hα

ν(1) = −hαν
Per k = 2:

Hα
ν(2) + hµνH

µα
(1) = 0⇒ Hαν

(2) = −hνµHµα = hνµh
µα

dunque
gµν = gµνB − h

µνε+ ε2hµαh
αν +O(ε3)

Adesso è il turno di
√
−g:

det gµν = det
(
gBµν + hµν

)
= det

(
gBµν (δαν + εhαν )

)
= det gBµα det (1 + εh) = det gBµαe

Tr log(1+εh) =

Per ε piccolo possiamo espandere il logaritmo, e in seguito l’esponenziale

= det gBµν exp
(
εhµµ −

ε2

2
hµαh

α
µ + ...

)
= det gBµν

(
1 + εhµµ −

ε2

2
hµαh

α
µ +

ε2

2
(
hµµ
)2 +O(ε3)

)
=

= det gBµν

(
1 + εhµµ +

ε2

2

((
hµµ
)2 − hαµhµα)+O(ε3)

)
É il turno dei simboli di Christoffel: consideriamo prima Γα,µν = gαλΓλµν :

Γα,µν =
1
2

(∂µgαν + ∂νgαµ − ∂αgµν) =
1
2
(
∂µg

B
αν + ∂νg

B
αµ − ∂αgBµν

)
+

1
2
ε (∂µhαν + ∂αhαµ − ∂αhµν) =

= ΓBα,µν +
1
2
ε (∂µhαν + ∂νhαµ − ∂αhµν)

Vogliamo sostituire le derivate ordinarie con derivate covarianti relative alla metrica di background, per far questo
sommiamo e sottraiamo degli opportuni simboli di Christoffel di background:

∇Bµ = ∂µ + BΓµ

Γα,µν = ΓBα,µν +
ε

2
(∇µhαν +∇αhαµ −∇αhµν) +

ε

2
(
BΓλµαhλν + 2BΓλµνhαλ + BΓλναhλµ − BΓλαµhλν − BΓλανhλµ

)
=

= ΓBα,µν +
ε

2
(∇µhαν +∇αhαµ −∇αhµν) +

ε

2
(
2BΓλµνhαλ

)
Allora

Γα,µν = ΓBα,µν +
ε

2
(
∇Bµ hαν +∇νhαµ −∇αhµν

)
+ εhαλ

BΓλµν

Poichè Γα,µν è il simbolo di Christoffel esatto, il suo indice è stato abbassato con la metrica esatta, dunque

Γρµν = gραΓα,µν = (gραB − εh
ρα) Γα,µν = BΓρµν − εh

ρ
λ
BΓλµν − εhρα Bγα,µν +

ε

2
(
∇µhρν +∇νhρµ −∇ρhµν

)
=

= BΓρµν +
ε

2
(
∇µhρν +∇νhρµ −∇ρhµν

)
ovvero la differenza

Γρµν − BΓρµν
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è espressa in termini di una quantità tensoriale:

Λρµν = ∇µhρν +∇νhρµ −∇ρhµν

come del resto ci aspettavamo sapendo che la differenza tra due simboli di Christoffel trasforma come un tensore.
Per quanto riguarda il tensore di Riemann:

Rλ α,µν = ∂µγ
λ
αν − ∂νΓλαµ + ΓλµβΓβαν − ΓλνβΓβαµ

Poichè R è un tensore, tutto si deve riorganizzare in maniera da avere

Rλ α,µν = BRλ α,µν +
ε

2
(
B∇µΛλαν − B∇νΛλαµ

)
A questo punto, scrivere l’equazione di Einstein rispetto ad un background qualsiasi è immediato:

Rµν −
1
2
gµνR = kTµν

⇒ Rµν = RBµν −
1
2
gBµνR

B +
ε

2
(
∇λΛλµν −∇νΛλλµ

)
− ε

2
hµνR

B − ε

2
gBµνg

αβ
B

(
∇ρΛραβ −∇αΛρβρ

)
Il tensore energia-impulso a secondo membro va valutato fino all’ordine ε, perchè è proprio lui che provoca la
fluttuazione rispetto al background; più precisamente, dovremo scrivere

kTµν = kTBµν + εkT̂µν

Le equazioni di Einstein si spezzano quindi in due set, dove il set di ordine zero pone un vincolo sulla metrica di
background, che soddisferà le equazioni del moto con il tensore energia-impulso di background. La versione linearizzata
delle equazioni di Einstein può essere scritta sviluppando rispetto a un qualsiasi background, a patto che risolva le
equazioni con un certo background; di solito come background si sceglie il vuoto, perciò Tµν = 0 e il sistema avrà
energia ed impulso nulli.

Consideriamo il caso in cui la metrica di background è quella di Minkowski; poichè la metrica è piatta i Christoffel
sono tutti nulli, e le derivate covarianti tornano ad essere derivate ordinarie:

1
2
(
∂ρ
(
∂µh

ρ
ν + ∂νh

ρ
µ − ∂ρhµν

)
− ∂ν

(
∂µh

ρ
ρ + ∂ρh

ρ
µ − ∂ρhρµ

))
−

−1
2
ηµνη

αβ
(
∂ρ

(
∂αh

ρ
β + ∂βh

ρ
α − ∂ρhαβ

)
− ∂β

(
∂αh

ρ
ρ + ∂ρh

ρ
α − ∂ρhρα

))
= kTµν

Dei termini si semplificano e rimaniamo con

1
2
(
∂ρ∂µh

ρ
ν + ∂ν∂ρh

ρ
µ

)
− 1

2
�hµν −

1
2
∂µ∂νh−

1
2
ηµν (∂ρ∂σhρσ −�h) = kT̂µν

Queste equazioni sono chiaramente invarianti sotto trasformazioni di Lorentz:

xµ 7→ x
′µ = Λµ νxν

infatti, corrispondentemente hµν trasforma come

hµν(x) 7→ h′µν(x′) = hαβ(x)Λα µΛβ ν

Ma in origine le equazioni di Einstein erano invarianti sotto diffeomorfismi:

gµν(x 7→ g′µν(x′) = gαβ(x)
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
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Poichè lavoriamo all’ordine lineare, ci limitiamo a considerare la variazione indotta su gµν da una trasformazione
infinitesima di coordinate:

xµ → x
′µ = xµ + εξµ

gµν = ηµν + εhµν

δgµν ≡ δhµν = −ε (ξα∂αgµν + gµα∂νξ
α + gνα∂µξ

α) = −ε (ηµα∂νξα + ηνα∂µξ
α) = −ε (∂µξν + ∂νξµ)

dove abbiamo considerato solo i contributi di ordine ε. Per capire se questa trasformazione è effettivamente una
simmetria dell’equazione di Einstein controlliamo come trasformano i Christoffel linearizzati

δΓµαβ =
1
2
δΛµαβ =

δ

2

(
∂αh

µ
β + ∂βhα

µ − ∂µhαβ
)

=
1
2

(∂α (∂βxµ + ∂µξβ) + ∂β (∂αξµ + ∂µξα)− ∂µ (∂αξβ + ∂βξα)) =

∂α∂βξ
µ

Il Riemann linearizzato trasformerà di conseguenza come

Rλ µ,αβ = ∂αΛλµβ − ∂βΛλµα

⇒ δRλ µ,αβ = ∂α∂µ∂βξ
λ − ∂β∂µ∂αξλ = 0

Il Riemann linearizzato (e quindi le equazioni di Einstein) è quindi invariante sotto variazioni infinitesime delle
coordinate. In realtà, più in generale il Riemann è invariante sotto trasformazioni del tipo

δhµν = ∂µξν + ∂νξµ

indipendentemente dal fatto che queste siano o meno generate da un cambio di coordinate: questa simmetria è dello
stesso tipo della simmetria di gauge dell’elettromagnetismo, invariante sotto la trasformazione δAµ = ∂µf . Da questo
punto vista le equazioni di Einstein linearizzate possono essere viste come equazioni per una particella massless di spin
2: per consistenza queste equazioni dovranno presentare una certa simmetria di gauge dovuta al fatto che la massa
della particella propagantesi è nulla.

3.4.1 La gauge armonica

Il fatto di avere una simmetria di gauge implica che data una soluzione delle equazioni del moto possiamo trovarne
un’altra completamente equivalente effettuando la trasformazione

hµν → hµν + ∂µξν + ∂νξµ

Sfrutteremo questa simmetria per risolvere le equazioni di Einstein: il primo passo è quello di prendere come campo
fondamentale il nuovo campo

Hµν = hµν −
1
2
ηµνh

Osserviamo che Hµ
µ = −hµµ. La relazione tra i due campi è invertibile e si ha

hµν = Hµν −
1
2
ηµνH

In questo modo le equazioni di Einstein si riscrivono come

∂µ∂αH
α
ν + ∂ν∂αH

α
µ −�Hµν − ηµν∂α∂βHαβ =

16πG
c4

Tµν

Sotto trasformazioni di gauge la variazione di Hµν è

δHµν = δhµν −
1
2
ηµν2∂αξα = δhµν − ηµν∂αξα
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Supponiamo di voler trovare un Hµν tale da soddisfare alla condizione ∂µHµν = 0, questo equivale a determinare un
campo ξµ(x) tale che

�ξν = −∂µHµν

Infatti
H ′µν = Hµν + δHµν = Hµν + ∂µξν + ∂νξµ − ηµν∂αξα

Prendendo la divergenza di questa espressione otteniamo

∂µH ′µν = ∂µHµν + δ∂µHµν = ∂µHµν +�ξν + ∂ν∂
µξµ − ∂ν∂αξα = ∂µHµν +�ξν

da cui �ξν = −∂µHµν : tale equazione ammette sempre soluzione e con questa scelta di gauge, detta gauge armonica,
le equazioni di Einstein diventano

�Hµν = −16πG
c4

Tµν

ovvero assumono la forma di una equazione delle onde. Il nome della gauge deriva da questo fatto: se prendiamo le
funzioni coordinate xµ e imponiamo che il loro dalambertiano covariante sia nullo

∇µ∇µxλ = 0

⇒ ∇µ∇µxλ = gµν∇µ(∂νxλ) = gµν∂µ∂νx
λ − gµνΓλµνx

λ = −gµνΓλµνx
λ = 0

ovvero le coordinate sono funzioni armoniche se i simboli di Christoffel sono identicamente nulli, il che è verificato se
ηµν è la nostra metrica di background.

Imporre la gauge armonica non esaurisce la nostra arbitrarietà di gauge, infatti è ancora possibile effettuare
trasformazioni di gauge a patto che il vettore ξµ soddisfi

�ξµ = 0

Ne caso di assenza di sorgenti l’equazione si riduce all’equazione di D’Alembert:

�Hµν = 0

e abbiamo soluzioni non banali come nel caso delle onde elettromagnetiche: in trasformata di Fourier

Hµν(x) =
∫

d4p

(2π)4
eipxεµν(p)

l’equazione diventa
p2εµν(p) = 0

ed è soddisfatta se εµν(p) = ε̂µν(p)δ(p2): questo ci informa che le onde hanno impulso light-like, ed è un primo indizio
del fatto che abbiamo a che fare con la propagazione di una particella massless. Abbiamo anche un altro vincolo,
derivante dalla condizione di gauge:

pµεµν = 0

Poichè εµν è simmetrico questa condizione ci dice semplicemente che esso è trasverso all’impulso, esattamente come
il vettore di polarizzazione del fotone: la presenza di un indice in più rispetto al caso elettromagnetico rispecchierà il
fatto che la particella che si propaga ha spin 2.
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3.4.2 Conteggio dei gradi di libertà

Con un primo conto brutale possiamo determinare quanti sono i gradi di libertà del nostro campo Hµν : una matrice
4× 4 simmetrica ha 4·5

2 = 10 gradi di libertà, 4 dei quali vengono eliminati dal vincolo di gauge pµεµν = 0. La gauge
residua permette una trasformazione del tipo

εµν(p)→ εµν(p) + pµξν(p) + pνξµ(p)

Una trasformazione di gauge residua è in grado di eliminare altri 4 gradi di libertà lasciandone soltanto 2. Questo non
ci stupisce perchè una particella massless ammette soltanto 2 possibili valori dell’elicità, corrispondenti alle massime
proiezioni dello spin in direzione parallela o antiparallela all’impulso. Per esplicitare il tensore di polarizzazione,
costruiamo per prima cosa una base di vettori nello spazio di Minkowski in cui vive il quadrimpulso pµ: possiamo
sempre scegliere kµ tale che

p · k = 1 ; ; k2 = 0

Ad esempio se pµ = (1, 1, 0, 0), avremo kµ = 1
2 (1,−1, 0, 0). Una volta che abbiamo questi due vettori, possiamo sempre

scegliere altri due vettori di tipo spazio e di norma -1, tali che

k · e1 = k · e1 = p · e1 = p · e2 = e1 · e2 = 0

e2
1 = e2

2 = −1

Ad esempio possiamo scegliere
eµ1 = (0, 0, 1, 0)

eµ2 = (0, 0, 0, 1)

Questi quattro vettori sono linearmente indipendenti e costituiscono una base {eµi } per lo spazio di Minkowski: una
base per le matrici 4× 4 si ottiene allora come {eµi ⊗ eνj } ≡ e

µ
i e
ν
j , e possiamo espandere su di essa εµν :

εµν = ρ1kµkν + ρ2pµpν + ρ3e1µe1ν + ρ4e2µe2ν + ρ5 (pµkν + kµpν) + ρ6 (kµe1ν + kνe1µ) + ρ7 (kµe2ν + kνe2µ) +

+ρ8 (pµe1ν + pνe1µ) + ρ9 (pµe2ν + pνe2µ) + ρ10 (e1µe2ν + e1µe2ν)

Iniziamo con l’imporre la condizione di gauge pµεµν = 0: restano i termini

ρ1kν + ρ5pν + ρ6e1ν + ρ7e2ν = 0

Ma per costruzione, k, p, e1 ed e2 sono linearmente indipendenti, dunque l’unica possibilità affinchè una loro
combinazione lineare sia nulla è che siano nulli ρ1, ρ5, ρ6, ρ7. Allora

εµν = ρ2pµpν + ρ3e1µe1ν + ρ4e2µe2ν + ρ8 (pµe1ν + pνe1µ) + ρ9 (pµe2ν + pνe2µ) + ρ10 (e1µe2ν + e1µe2ν)

Riorganizziamo i termini:

εµν = ρ10 (e1µe2ν + e1µe2ν) + ρ3e1µe1ν + ρ4e2µe2ν + pµ

(
ρ8e1ν +

1
2
ρ2pν

)
+ ρ9e2ν + pν

(
ρ8e1µ + ρ9e2µ +

1
2
ρ2pµ

)
Gli ultimi due termini possono essere eliminati mediante una trasformazione di gauge di questa forma:

ξµ(x) = ξµ(p)eipx

con p2 = 0. Se scegliamo

ξµ = i

(
ρ8e1µ + ρ9e2µ +

1
2
ρ2pµ

)
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i due termini in pµ e pν si cancellano identicamente e rimaniamo con

ρ10 (e1µe2ν + e2µe1ν) + ρ3e1µe1ν + ρ4e2µe2ν

In linea di principio la variazione del campo Hµν conterrebbe anche un termine − 1
2p
λξληµν , ma poichè ξµ ha prodotto

scalare nullo con pµ il termine aggiuntivo non dà contributo. Infine, se consideriamo la trasformazione

ξµ = iskµe
ipx

dove s è un parametro arbitrario, Hµν subisce questa variazione:

δξHµν = is (kµpν + kνpµ − ηµν)

Ma

kµpν + kνpµ =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


dunque

kµpν + kνpµ − ηµν =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 = (e1µe1ν + e2µe2ν)

Oppure, formalmente, si ha
pµ (kµpν + kνpµ − ηµν) = 0

kµ (kµpν + kνpµ − ηµν) = 0

eµ1 (kµpν + kνpµ − ηµν) = −e1µ = eµ1

eµ2 (kµpν + kνpµ − ηµν) = −e2µ = eµ2

dunque k, p, e1 e e2 sono autovettori della matrice kµpν + kνpµ − ηµν con autovalori rispettivamente 0, 0, 1 e 1, e per
il teorema di decomposizione spettrale possiamo scrivere

δξHµν = 1 · (is (e1µe1ν + e2µe2ν)) + 0 · (is (kµkν + pµpν)) = is (e1µe1ν + e2µe2ν)

Dunque con la trasformazione che abbiamo scritto possiamo alterare i due termini proporzionali a ρ3 e ρ4: ad esempio
possiamo scegliere s in modo che ρ4 = −ρ3, in questo modo

Hµν = A (e1µe1ν − e2µe2ν) +B (e1µe2ν + e2µe1ν)

cioè, a meno di trasformazioni di gauge, l’onda gravitazionale può sempre essere portata in una forma dove è esplicita la
dipendenza da soli due parametri. Osserviamo inoltre che in questa gauge la traccia di Hµν è nulla, dunque Hµν = hµν
e la gauge viene detta gauge traceless transverse (TT).

3.4.3 Emissione di onde gravitazionali e momento di quadrupolo

In presenza di sorgenti l’equazione di Einstein si scrive

�Hµν = −16πG
c4

Tµν
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Una possibile funzione di Green per il dalambertiano è la funzione di Green ritardata:

G(x− y) = − 1
4π|~x− ~y|

δ
(
|~x− ~y| − c

(
x0 − y0

))
θ
(
x0 − y0

)
La struttura di questa funzione è la seguente: la funzione θ

(
x0 − y0

)
fa s̀ı che soltanto gli istanti precedenti al tempo

x0 contribuiscano al campo nel punto ~x, mentre la δ
(
|~x− ~y| − c

(
x0 − y0

))
indica che una sorgente in ~y si propaga

con una velocità pari a c. La combinazione |~x − ~y| − ct si dice tempo ritardato, e la funzione G cos̀ı definita genera i
potenziali di Lienard-Wiechert dell’elettromagnetismo. Si ha

Hµν = −16πG
c4

∫
d4yG(x− y)Tµν(y) = 4G

∫
Tµν

(
t− 1

c |~x− ~y|, ~y
)

|~x− ~y|
d3y

dove abbiamo utilizzato la δ temporale per fissare il tempo ritardato, e posto c = 1. Introduciamo la trasformata di
Fourier temporale:

φ̃(ω, ~x) =
1√
2π

∫
dteiωtφ(t, ~x)

φ(t, ~x) =
1√
2π

∫
dωe−iωtφ̃(ω, ~x)

In questo modo

H̃µν(ω, ~x) =
4G√
2π

∫
dt

∫
d3yeiωt

Tµν
(
t− 1

c |~x− ~y|, ~y
)

|~x− ~y|
d3y

Come primo passo, fissiamo una traslazione temporale:

t = t′ + |~x− ~y|

⇒ 4G√
2π

∫
dt′
∫
d3yeiω|~x−~y|eiωt

′ Tµν(t′, ~y)
|~x− ~y|

=
4G√
2π

∫
d3y

eiω|~x−~y|

|~x− ~y|
T̃µν(ω, ~y)

Questo risultato è esatto. Se D è la scala dimensionale della sorgente, per |~x − ~y| � D si ha ~x − ~y ∼ ~R e possiamo
confondere |~x− ~y| con R nell’integrale

H̃µν(ω, ~x) ∼ 4GeiωR

R

∫
d3yT̃µν(ω, ~y)

Il problema si è ridotto al calcolo di 10 integrali, ma questo numero può essere ridotto sfruttando la condizione di
gauge ∂µHµν = 0, garantita dal fatto che Tµν è conservato: in trasformata di Fourier si ha

−iωH̃0ν + ∂iH̃
iν = 0

Utilizzando la condizione di gauge anche sull’indice ν:

∂νH̃
0ν = 0⇒ −iωH̃00 + ∂iH̃

0i

∂νH̃
iν = 0⇒ −iωH̃i0 + ∂jH̃

ij = 0

Poichè le componenti H̃0ν possono essere determinate in funzione delle derivate delle componenti Hij , ci concentreremo
su queste ultime:

H̃ij =
4GeiωR

R

∫
R3
d3yT̃ ij(ω, ~y) =

=
4GeiωR

R

1
2

[(∫
R3
d3y∂k

(
yiT̃ ij

)
−
∫

R3
d3yyi∂kT̃

kj

)
+
(∫

R3
d3y∂k

(
yj T̃ ki

)
−
∫

R3
d3yyj∂kT̃

ki

)]
=
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Se la sorgente occupa una regione limitata di spazio, per il teorema di Gauss-Green possiamo scambiare il primo
integrale di volume con un integrale di superficie sul bordo del volume: all’infinito la sorgente è assente dunque
rimaniamo con

= −4GeiωR

R

1
2

∫
R3
d3y

(
yi∂kT̃

kj + yj∂kT̃
ki
)

=

Usando ancora la legge di conservazione del tensore energia-impulso abbiamo

−iωT 0ν + ∂iT
iν = 0

dunque

= −iω 4GeiωR

R

1
2

∫
R3
d3y

(
yiT̃ 0j + yj T̃ 0i

)
Riapplicando lo stesso trucco:

−iω 2GeiωR

R

∫
R3
d3y∂l

(
yiyj T̃ 0l

)
− yiyj∂lT̃ 0l =

= iω
2GeiωR

R

∫
R3
d3yyiyj∂lT̃

0l =

Riapplicando la legge di conservazione:

= −ω2 2GeiωR

R

∫
d3yyiyj T̃ 00

Per definizione
Q̃ij = 3

∫
d3yyiyj T̃ 00

è il quadrupolo del sistema, per cui

H̃ij(ω, ~x) = −2GeiωR

3R
ω2Q̃ij(ω)

⇒ H̃ij(ω, ~x) = −2
3
ω2G

eiωR

R
Q̃ij(ω)

Le componenti H0j si ottengono da

H̃0j =
1
iω
∂iH̃

ij

Ancora, la componente H00 si ottiene come

H̃00 =
1
iω
∂iH̃

0j = − 1
ω2
∂i∂jH̃

ij

Per ottenere Hµν basta antitrasformare:
ω2 → −∂2

t

eiωR : t→ t− R

c

⇒ Hij =
2
3
G

R
Q̈ij

(
t− R

c

)
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Figura 3.8: Sistema binario

Applicazione: il sistema binario

Applichiamo questi risultati al sistema gravitazionale con la più semplice dinamica interna: un sistema di due stelle
di massa M che ruotano una intorno all’altra seguendo un’orbita ellittica, ovvero un sistema binario.

Nel caso semplice di un’orbita circolare di raggio R, è sufficiente uguagliare la forza centrifuga M v2

R e la forza di
attrazione reciproca GM2

(2R)2 , ottenendo una velocità

v =

√
GM

4r

e un periodo

T =
2πr
v

da cui la velocità angolare

Ω =
2π
T

=

√
GM

4r3

Le traiettorie delle due stelle sono parametrizzate allora da{
x1
a = r cos Ωt
x2
a = r sin Ωt

{
x1
b = −r cos Ωt
x2
b = −r sin Ωt

Per determinare le componenti del campo gravitazionale Hµν è sufficiente determinare la componente T 00 del tensore
energia-impulso. Nel limite non relativistico (ragionevole dato che le velocità in gioco sono basse) il contributo
all’energia sarà dovuto principalmente alla massa, e la distribuzione sarà dunque

T 00 = Mδ
(
x3
) (
δ
(
x1
a − r cos Ωt

)
δ
(
x2
a − r sin Ωt

)
+ δ

(
x1
b + r cos Ωt

)
δ
(
x2
b + r sin Ωt

))
Questa componente è sufficiente per calcolare il momento di quadrupolo:

Q11 = 3Mr2 (1 + cos 2Ωtr)

Q22 = 3Mr2 (1− cos 2Ωtr)

Q12 = Q21 = 3Mr2 sin Ωtr

dove tr è il tempo ritardato. Il campo Hij si scrive allora come:

Hij =
8GM
R

Ω2r2

 − cos 2ωtr − sin 2Ωtr 0
− sin 2ωtr cos 2Ωtr 0
0 0 0


e in questo caso coincide con hij dato che la sua traccia è nulla.
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3.4.4 Energia e impulso di un sistema gravitazionale

Abbiamo detto che nell’azione di Hilbert il termine di bordo non poteva essere eliminato imponendo opportune
condizioni al contorno sulla metrica all’infinito, perchè questo avrebbe dato luogo a risultati non fisici, ad esempio
avrebbe escluso dalle soluzioni possibili la metrica di Schwartzschild. Abbiamo quindi optato per l’introduzione di
un termine aggiuntivo, la curvatura estrinseca, che ha il pregio di permetterci di definire l’energia di un sistema
gravitazionale. Infatti, l’azione di Hilbert è invariante sotto diffeomorfismi, il che significa che un qualunque tentativo
di costruire una hamiltoniana per il sistema darebbe luogo, esattamente come nel caso della particella libera, ad
un risultato nullo. Il termine aggiuntivo di bordo distrugge parzialmente questa invarianza, e questo ci permette di
costruire l’hamiltoniana del sistema.

Cos̀ı come l’emissione di radiazione elettromagnetica provoca una perdita di energia in un sistema, anche l’emissione
di onde gravitazionali dovrà avere un effetto analogo: ad esempio l’orbita del sistema binario deve contrarsi a un punto,
esattamente come accade nel modello dell’atomo di Rutherford. Per sapere in che modo diminuisce il periodo dell’orbita
dovremmo conoscere il tensore energia-impulso della gravità, le cui componenti sono legate alla variazione nel tempo
della densità di energia gravitazionale e al suo flusso attraverso una superficie. Se consideriamo le equazioni di Einstein

Gµν = kTµν

a secondo membro non c’è traccia del tensore energia-impulso della gravità. In relatività generale Tµν è covariantemente
conservato, condizione che in generale non coincide con la conservazione ordinaria. In particolare, dalla condizione di
conservazione covariante non discende il fatto che le quantità∫

Σ

T 0µdΣ

sono conservate. Fisicamente la sua non conservazione è ovvia, dato che la materia può scambiare energia con il
campo gravitazionale, in altre parole il sistema non è isolato a meno che non si includera anche un eventuale tensore
energia-impulso della gravità. Tuttavia il principio di equivalenza nega automaticamente l’esistenza di un oggetto
del genere: Tµν è una sorta di densità locale di energia, ma sappiamo che localmente possiamo sempre scegliere un
sistema di riferimento in cui il campo gravitazionale sparisce: le uniche cose che ha senso definire in questo caso sono
una energia e un impulso totali del sistema gravitazionale, e di conseguenza del sistema totale materia+gravità.

Lo pseudotensore della gravità

I vincoli imposti dal principio di equivalenza ci costringono a rinunciare all’idea di un tensore energia-impulso per
la gravità, ma siamo comunque liberi di cercare un oggetto che una volta integrato dia origine ad una energia e un
impulso conservati e organizzati in forma quadrivettoriale. Innanzitutto spezzeremo la metrica in un background e
una fluttuazione intorno ad esso:

gµν = gBµν + hµν

In questa separazione, gBµν dovrà essere invariante sotto traslazioni spazio-temporali, in modo che le quantità conservate
usuali, energia, impulso e momento angolare siano assicurate. Si può mostrare che l’unica metrica che soddisfa queste
richieste è la metrica piatta minkowskiana:

gµν = ηµν + hµν

Questa scomposizione è sempre possibile, ma hµν non è arbitrario: in particolare, la procedura che svilupperemo ha
senso unicamente se hµν può essere considerato una piccola perturbazione rispetto a ηµν nel limite in cui r → ∞. Si
può mostrare che per ottenere risultati sensati è sufficiente imporre i seguenti andamenti

h00 ∼
1
r
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h0i ∼
1
r2

hij ∼
1
r

La procedura prevede di separare il tensore di Einstein in una parte lineare ed in una non lineare in hµν :

Gµν(η + h) = GLµν(h) +GNLµν (h)

In generale i due termini GL e GNL non trasformano come tensori, in ogni caso l’equazione di Einstein si può riscrivere
come

GLµν(h) = kTµν −GNµνL(h)

É possibile mostrare che GL è conservato, ovvero

∂µGLµν(h) = 0

Per dimostrarlo ricordiamo che Gµν è covariantemente conservato:

∇µGµν(h) = ∇µGµνL (h) +∇µGµνNL(h) = 0

Espandendo questa equazione in serie in potenze di h, i coefficienti di ogni ordine dovranno essere nulli: il termine
lineare in h riceve contributi soltanto da ∂µGLµν , perchè Γ è già lineare in h dunque il termine ΓGL è sicuramente
di ordine superiore. Questo significa semplicemente che l’annullarsi del primo coefficiente corrisponde alla relazione
∂µGLµν = 0. Ma se GLµν è conservato, lo sarà anche kTµν −GNLµν .

Poichè hµν è arbitrario, le sue proprietà di trasformazione non sono ben definite, ma sicuramente esso continua a
mantenere la proprietà di invarianza sotto trasformazioni di Lorentz:

gµν → g′µν = Λα µΛβ νgαβ

ηµν → η′µν = Λα µΛβ νηαβ(= ηµν)

⇒ hµν → h′µν = (g′ − η′)µν = Λα µΛβ ν(g − η)αβ = Λα µΛβ νhαβ

Per r sufficientemente grande il termine GL è dominante rispetto a GNL, il che equivale a dire che GL torna ad essere
un tensore sotto Lorentz:

Gµν(η + h) = GµνL (h) +GµνNL(h) r→∞∼ GµνL (h)

Come nel caso del simbolo di Levi-Civita, un oggetto si comporta come un tensore soltanto sotto un sottogruppo del
gruppo di invarianza globale del sistema prende il nome di pseudotensore: GµνL = kTµν −GµνNL prende quindi il nome
di pseudotensore energia-impulso della gravità.

Se lo pseudotensore che abbiamo definito è conservato, dal teorema di Noether possiamo ottenere quattro 4 quantità
conservate integrandone le componenti T 0µ:

Pµ =
∫

Σt

d3x

(
T 0µ − 1

k
G0µ
NL(h)

)
La superficie spaziale Σ è scelta a t = costante, nel sistema di coordinate in cui è valido il corretto comportamento
asintotico per le componenti di hµν , in modo che la metrica tenda a quella di Minkowski, per cui ha senso parlare di
energia e impulso conservati.

Usando l’equazione di Einstein possiamo riscrivere

Pµ =
∫

Σt

d3x
1
k
G0µ
L (h)
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É possibile mostrare che GLµν è esso stesso una divergenza totale: per vederlo ricordiamo l’espressione del tensore di
Ricci e dello scalare di curvatura nella loro versione linearizzata:

LRµν = LRλ µ,λν = ∂λΓλµν − ∂νΓλλµ =
1
2
∂λ
(
∂µh

λ
ν + ∂νh

λ
µ − ∂λhµν

)
− ∂ν∂µh

LR = ∂λ∂µh
λµ − 1

2
�h− 1

2
�h = ∂λ∂µh

λµ −�h

⇒ GLµν =
1
2
(
∂µ∂λh

λ
ν + ∂ν∂λh

λ
µ

)
− 1

2
�hµν −

1
2
∂µ∂λh−

1
2
ηµν

(
∂α∂βh

αβ −�h
)

Se reintroduciamo il campo

Hαβ = hαβ − 1
2
ηαβh

GLµν =
1
2
(
∂µ∂λH

λ
ν + ∂ν∂λH

λ
ν

)
− 1

2
�Hµν −

1
2
ηµν

(
∂α∂βH

αβ
)

Consideriamo la stessa espressione con gli indici alzati:

GµνL = ∂α∂β
1
2
(
ηµαHβν + ηνβHαµ − ηαβHµν − ηµνHαβ

)
L’espressione tra parentesi è antisimmetrica negli scambi µ↔ β, ν ↔ α:

GµνL = ∂α∂βP
µβ,να

dove
Pµβ,να =

1
2
(
ηµαHβν + ηνβHαµ − ηαβHµν − ηµνHαβ

)
Le quattro cariche conservate si scrivono allora

Pµ =
1
2

∫
d3x∂α∂βP

µβ,0α

Poichè Pµβ,να è antisimmetrico, se ν = 0 α potrà assumere solo indici spaziali:

Pµ =
1
2

∫
d3x∂i

(
∂βP

µβ,0i
)

ovvero abbiamo ricostruito l’integrale di una divergenza totale:

Pµ = lim
r→∞

∫
S2(r)

∂βP
µβ,0inir

2dΩ

Le condizioni che abbiamo imposto sulle componenti di hµν garantiscono un risultato finito per l’integrale.
Osserviamo i seguenti fatti:

1. l’energia e l’impulso di un sistema gravitazionale sono determinati soltanto dalla metrica asintotica;

2. l’espressione che li determina non ha la forma di un integrale di volume ma di un integrale su una superficie
bidimensionale: in altre parole, in presenza di gravità l’informazione sull’energia racchiusa in un volume non è
contenuta nel volume stesso bens̀ı nella superficie che lo contiene. L’ipotesi sotto cui le proprietà di un volume
sono contenute nella superficie che lo contiene viene detta principio olografico: un’altra evidenza di tale principio
è l’entropia di un sistema gravitazionale, che in relatività generale scala con l’area, diversamente da quanto
avviene in termodinamica.

Sottolineiamo che tutta questa procedura definisce le quantità conservate di un sistema gravitazionale sfruttando non
una invarianza esatta della metrica sotto certe simmetrie, bens̀ı una invarianza asintotica: per ogni r finito la metrica
può infatti dipendere sia dal tempo che dalle coordinate, a patto che tenda alla metrica di Minkowski con sufficiente
rapidità.
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3.5 Simmetrie e soluzioni esatte

3.5.1 Simmetrie della metrica: i campi di Killing

A seconda della definizione che diamo di simmetria del nostro sistema gravitazionale, può capitare di avere anche
simmetrie esatte: poichè è la metrica a definire le proprietà del nostro sistema gravitazionale, definiremo simmetria
della metrica una trasformazione di coordinate che la lascia invariata in forma. Se consideriamo ad esempio una
trasformazione infinitesima

xµ → x
′µ = xµ + εξµ(x)

sappiamo che la variazione in forma della metrica è data da

δgµν = ∇µξν(x) +∇νξµ(x)

Se la trasformazione generata da ξµ(x) è una simmetria della metrica avremo quindi ∇µξν + ∇νξµ = 0, e in questo
caso ξµ(x) viene detto campo di Killing. Possiamo mostrare che ad ogni campo di Killing corrisponde una legge di
conservazione: se definiamo la corrente

Jµ = Tµνmatξν

dove Tµνmat è il tensore energia-impulso della materia, questa è covariantemente conservata:

∇µ (Tµνmatξν) = (∇µTµν) + Tµνmat∇µξν = (∇µTµν) +
1
2
Tµν (∇µξν +∇νξµ)

Il primo membro è nullo perchè il tensore energia-impulso della materia è covariantemente conservato, mentre il
secondo è nullo perchè definizione di vettore di Killing. Ma sappiamo che ∇µJµ = 0 corrisponde a ∂µ(

√
−gJµ) = 0,

dunque l’integrazione in d4x
√
−g di J0 dà luogo ad una carica conservata.

Se consideriamo una geodetica xµ(t) e un vettore di Killing ξν , è possibile mostrare che il loro prodotto scalare
k · ẋ = gµνkµ · ξν è una costante del moto:

∇ẋk · ẋ = (∇ẋk) · ẋ+ k · ∇ẋẋ

Infatti, il secondo termine si annulla per definizione di geodetica, mentre

(∇ẋk) · ẋ = ẋµ · xν(∇µkν) =
1
2
ẋµẋν(∇µkν +∇νkµ) = 0

per definizione di vettore di Killing. Questo ci insegna che dato un vettore di Killing, il moto geodetico di una particella
test ammette una legge di conservazione.

3.5.2 Flusso di un campo vettoriale

É possibile riformulare dal punto di vista della geometria la definizione di simmetria per un sistema gravitazionale.
Cominciamo enunciando il seguente teorema:

Teorema 2. Se M è una varietà differenziabile, per ogni x0 ∈ M e per qualsiasi campo vettoriale ξ(x) esiste una
mappa σ:

σ : R×M →M

tale che

1. σ(0, x) = x;

2. σ(t, x) è soluzione dell’equazione σ̇(t, x) = ξ(x)
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3. σ(t, σ(s, x)) = σ(t+ s, x).

In base a questo teorema, dato un campo ξµ(x) la mappa σ(t, x) definisce la famiglia diffeomorfismi ad esso
associati. La dimostrazione del teorema si basa sull’impostare il seguente problema di Cauchy{

dσµ(t)
dt

= ξµ(σ(t, x0))σµ(0, x0) = xµ0

e nell’osservare che dal teorema di esistenza e unicità delle equazioni differenziali la funzione σ esiste ed è unica in un
certo intorno ]a, b[×Ux, dove Ux è un intorno del punto x. Scegliendo un nuovo punto y ∈ Ux si può impostare un
nuovo problema di Cauchy e determinare una nuova funzione σ′ su ]c, d[×Uy, che coincide con σ nel dominio comune
per l’unicità della soluzione, e la estende al di fuori. Ripetendo la procedura è possibile ricoprire pressochè l’intera
varietà.

La funzione σ gode anche della seguente proprietà: consideriamo

σµ(t, σµ(s, x0))

Ovviamente, questa soddisfa l’equazione con la condizione al contorno σµ(0, σµ(s, x0)) = σµ(s, x0). Consideriamo
adesso un’altra soluzione dell’equazione differenziale, σµ(t + s, x0), che si ottiene prendendo σµ(t, x0) e calcolandola
nel parametro shiftato t+ s; questa nuova funzione è banalmente ancora una soluzione dell’equazione differenziale, ma
per t = 0 soddisfa

σµ(0 + s, x0) = σµ(s, x0)

ovvero σµ(t+ s, x0) e σµ(t, σµ(s, x0)) soddisfano la stessa equazione differenziale con la stessa condizione al contorno,
e di nuovo coincidono per il teorema di esistenza e unicità. Abbiamo quindi costruito una trasformazione che ha tutte
le proprietà di un sottogruppo abeliano:

1. σµ(0, x0) = xµ0 è la trasformazione identica;

2. la composizione di due trasformazioni è ancora una trasformazione; fisicamente questa proprietà è ovvia, perchè
corrisponde alla possibilità di percorrere un certo cammino (0, t+ s) in una volta sola o suddiviso in due tratti
(0, t) e (t, t+ s).

3. per ogni σµ(t, x0) esiste l’inversa σµ(−t, x0), in modo che σµ(t, σµ(−t, x0)) = σµ(0, x0) = xµ0 ;

4. calcolare σµ(t, σµ(s, x0)) è equivalente a calcolare σµ(s, σµ(t, x0)) poichè t+ s = s+ t;

3.5.3 Trasporto di Lie

Dato un intorno U ⊂M e fissato il parametro t, la funzione σ(t, ·) ≡ σt(·) è una applicazione da M in M , che mappa
ogni punto x nel punto σt(x) in maniera invertibile e differenziabile, dunque è un diffeomorfismo di M .

Dato un diffeomorfismo F : M →M possiamo definire le due applicazioni

F ∗ : TpM → TF (p)M (push-forward)

F∗ : T ∗F (p)M → T ∗pM (pull-back)

che ci consentono di spostare forme e vettori sulla varietà:
Dato un campo vettoriale v e una sua curva integrale γ(t) tale che γ(0) = P ∈ M , l’applicazione F mappa γ nella
curva F (γ), che a sua volta definisce un nuovo vettore (F ∗v)F (p) applicato in F (P ) in questo modo:

g : M → R

((F ∗v)F (p))g = vp(g ◦ F )
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Figura 3.9: Mappa indotta da σ

Se xµ sono le coordinate di P e yµ sono le coordinate di F (P ):

(F ∗v)µ (y) =
∂yµ

∂xν
vν(x)

In questo modo possiamo definire il seguente rapporto incrementale

lim
ε→0

v(x+ ε)− (F ∗v)(x+ ε)
ε

É sufficiente considerare il cambio di coordinate all’ordine lineare:

x
′µ = xµ + εξµ(x) +O(ε2)

⇒ vν(x)
∂x
′µ

∂xν
= vµ(x) + εvν

∂ξµ

∂xν

vµ(x+ εξ) = vµ(x) + εξα∂αv
µ(x)

da cui

lim
ε→0

vµ(x) + εξα∂αv
µ(x)− vµ(x)− εvν ∂ξ

µ

∂xν

ε
= ξν∂νv

µ(x)− vν∂νξµ

Definiremo derivata di Lie del campo v rispetto al campo ξ il campo

Lξv = (ξν∂νvµ(x)− vν∂νξµ) ∂ν ≡ [ξ, v]ν

Diremo inoltre che il campo v è invariante sotto il diffeomorfismo generato dal campo ξ(x) se il suo commutatore con
ξ è nullo. Osserviamo che la derivata di Lie LXY è ancora un campo vettoriale, inoltre

LXY = −LYX

LZ(LXY ) + LX(LY Z) + LY (LZX) = 0

In base a queste proprietà, il modulo X(1,0)(M) dei campi vettoriali sulla varietà M munito del prodotto L : X(1,0)(M)×
X(1,0)(M)→ X(1,0)(M) forma l’algebra di Lie dei campi vettoriali, associata al gruppo dei diffeomorfismi di M .

Si può mostrare che la derivata di Lie soddisfa la regola di Leibniz:

Lξ (fv) = fLξv + ξ(f)v

La definizione di derivata di Lie può essere estesa a tensori di rango arbitrario, imponendo che sia soddisfatta la regola
di Leibniz:

Lξ (v ⊗ w) = Lξ(v)⊗ w + v ⊗ Lξ (w)

Per estendere la definizione alle forme ricordiamo che se ω è una forma e v è un vettore, ω(v) è una funzione, dunque
Lξ(ω(v)) = ξ(ω(v)); se consideriamo il prodotto tensoriale ω ⊗ v abbiamo

Lξ (ω ⊗ v) = Lξ (ω)⊗ v + ω ⊗ Lξ (v)
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Se supponiamo che la derivata di Lie commuti con l’operazione di contrazione, possiamo contrarre Lξ(ω⊗v)→ Lξ(ω(v))
e otteniamo

Lξ(ω(v)) = Lξ (ω) (v) + ω(Lξ (v))

da cui
Lξ (ω) (v) = Lξ(ω(v))− ω(Lξ (v))

Una proprietà non banale che la Lξ(ω) deve rispettare è la C∞(M)-linearità nell’argomento: in componenti si ha

(Lξω)ρ x
ρ = ξα (ωµxµ)− ωα (ξρ∂ρxα − xρ∂ρξα) = ξα (∂αωµ)xµ + ξαωµ∂αx

µ − ωµξρ∂ρxµ + ωµx
ρ∂ρξ

µ =

= xρ (ξα∂αωρ + ωµ∂ρξ
µ)

⇒ (Lξω)ρ = ξα∂αωρ + ωµ∂ρξ
µ

Sottolineiamo la differenza di segno rispetto alla derivata di Lie di un campo, analogamente a quanto avveniva per il
trasporto parallelo.

Per esercizio, applichiamo la derivata di Lie ad un tensore di tipo (2, 1):

Lξ (Tµν α) = ξρ∂ρT
µν

α − (∂ρξµ)T ρν α − (∂ρξν)Tµρ α + (∂αξρ)Tµν ρ

Infine, applichiamo la derivata di Lie alla metrica:

Lξ (gµν) = ξρ∂ρgµν + (∂µξρ) gρν + (∂νξρ) gµρ

Poichè Lξ (gµν) è un tensore perfettamente definito, deve essere possibile esprimerlo in funzione di quantità tensoriali.
In particolare si può mostrare che se la torsione è nulla tutte le derivate ordinarie possono essere sostituite da derivate
covarianti:

Lξ (gµν) = ξρ∇ρgµν + (∇µξρ) gρν + (∇νξρ) gµρ = ∇µξν +∇νξµ
A questo punto possiamo definire una simmetria della metrica in termini della derivata di Lie: ξ(x) è un campo di
Killing se la derivata di Lie della metrica rispetto ad esso si annulla:

Lξg = 0

La derivata di Lie soddisfa la seguente proprietà: se ξ ed η sono due campi vettoriali

L[ξ,η] = [Lξ,Lη]

ovvero la derivata di Lie è un omomorfismo dell’algebra di Lie dei campi in sè stessa. Per dimostrare questa proprietà
consideriamo l’applicazione di L[ξ,η] ad un vettore V :

L[ξ,η]V = [[ξ, η], V ] =

Per Jacobi abbiamo

= −[[η, V ], ξ]− [[V, ξ], η] = [ξ, [η, V ]]− [η, [ξ, V ]] = Lξ (LηV )− Lη (LξV ) = [Lξ,Lη]V

In base a questo risultato, se abbiamo due campi di Killing anche il loro commutatore sarà un campo di Killing:

0 = [Lξ,Lη]g = L[ξ,η]g

in altre parole anche i campi di Killing chiudono una sottalgebra dell’algebra di Lie e scriveremo in generale

[ξi(x), ξj(x)] = fijk(x)ξk(x)

dove le fijk(x) sono le costanti di struttura dell’algebra. Un caso particolare è quando tali costanti di struttura sono
indipendenti dal punto x: in tal caso si ha

[ξi(x), ξj(x)] = fijkξk(x)

e si dice che i campi di Killing sono in involuzione.
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Il problema stazionario

Mostreremo adesso che se la metrica ammette un vettore di Killing di tipo tempo (ovvero tale che kµkµ > 0) è possibile
costruire un sistema di coordinate tale che la geometria non dipenda dal tempo, ovvero ∂g

∂t = 0 dove t è la coordinata
temporale nel nuovo sistema. Siano dunque kµ(y) un campo di Killing tale che per ogni y si ha kµ(y)kµ(y) > 0, e
Σ una ipersuperficie spaziale descritta da un set di coordinate xi, i = 1, 2, 3. Preso un qualsiasi punto {xi0} ∈ Σ,
considereremo la curva integrale di kµ che lo contiene e ridefiniremo il parametro t in modo che lo raggiunga per t = 0:
in questo modo possiamo contrassegnare i punti di Σ con le coordinate (0, xi0), mentre qualsiasi altro punto P della
varietà sarà univocamente determinato dalle coordinate (t, xi0), dove t è tale che σ({0, xi0}, t) = P . Le curve integrali
di kµ sono definite dall’equazione

dσµ(λ, {t, xi0})
dλ

= kµ({t, xi0})

ma in questo sistema di coordinate

σµ(λ, {t, xi0}) =
{
λ+ t

xi0
⇒ kµ({t, xi0}) =

{
1
0

La derivata di Lie della metrica in queste coordinate assume la forma:

0 = Lkgµν = kα∂αgµν + ∂µk
αgαν + ∂νk

αgαµ = ∂tgµν = 0

ovvero in queste coordinate la metrica risulta indipendente dal tempo. Un problema che gode di questa proprietà si
dice problema stazionario: la metrica si scrive come

gµν =


g00 g01 g02 g03

g10

g20 gij
g30


dove gli elementi sono indipendenti dal tempo, ma sono tutti diversi da zero in generale.

Il problema statico

Consideriamo il prodotto scalare kµgµνvν dove vµ è un qualsiasi vettore che sta sulla ipersuperficie: in questo sistema
di coordinate kµ ha soltanto la componente 0, dunque

kµgµνv
ν = g0νv

ν =

D’altra parte vν avrà soltanto le componenti spaziali non nulle, dato che tutti i punti sulla ipersuperficie sono
caratterizzati dalla stessa coordinata temporale, dunque

kµgµνv
ν = g0iv

i

In altre parole, se v sta sulla ipersuperficie il prodotto scalare è funzione solo dei g0i: l’annullarsi di tali componenti
è equivalente all’ortogonalità di kµ con un vettore qualsiasi sulla ipersuperficie. In tre dimensioni una superficie è
definita da un vincolo della forma f(x1, x2, x3) = 0, ed una base per lo spazio normale alla superficie è costituita dal
gradiente ~n = ∇f . In dimensione arbitraria, la generalizzazione del gradiente è fornita dalla derivata esterna, che però
agisce su forme differenziali: la prima cosa da fare è definire la forma kµ ≡ gµνkν , dopodichè imporre una condizione
del tipo

k = ωdf

dove ω è una funzione arbitraria, oppure equivalentemente

k ∧ dk = 0
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Osserviamo che queste due proprietà sono molto stringenti, ad esempio in tre dimensioni corrisponderebbero all’an-
nullarsi del rotore del campo vettoriale ~k(~x), in ogni caso se il vettore di Killing soddisfa k ∧ dk = 0, il problema si
dice statico e le componenti della metrica g0i sono identicamente nulle.

3.5.4 Simmetria sferica: la metrica di Schwartzschild

Nel caso ci trovassimo ad avere più di un campo di Killing, vale il seguente teorema:

Teorema 3 (di Frobenius). Siano ξ1, ..., ξm campi di Killing. La condizione sotto cui possiamo scegliere un sistema di
riferimento tale che la geometria non dipenda da ciascuna delle coordinate associate ad ognuno dei vettore di Killing
è la seguente:

[ξi, ξj ] = 0

In caso i campi di Killing non commutino ma siano in involuzione, ovvero

[ξi(x), ξj(x)] = fijkξk(x)

le loro curve integrali si dispongono in modo da formare delle sottovarietà di M , di cui chiaramente i Killing saranno
campi tangenti. In questo caso si dice che i campi di Killing sono surface-forming.

Supponiamo ad esempio che la metrica dello spazio-tempo ammetta dei vettori di Killing che chiudono l’algebra
di SO(3): avremo quindi tre campi ξ1(x), ξ2(x) e ξ3(x) tali che

[ξi(x), ξj(x)] = iεijkξk(x)

Si può dimostrare, ma è intuitivo, che le curve integrali dei tre campi ξi(x) si disporranno in modo da chiudere delle
sfere S2, ovvero delle sottovarietà 2-dimensionali che ci permettono di foliare la nostra varietà 4-dimensionale M .
Inoltre la metrica della sfera

ds2
S2

= r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
sarà invariante sotto i diffeomorfismi indotti dai campi di Killing.

Esiste un altro utile teorema:

Teorema 4. Se una varietà n-dimensionale M possiede una sottovarietà m-dimensionale descritta da un set di campi
di Killing, e questa è massimamente simmetrica, la metrica su M può essere sempre scelta come

gµνdx
µdxν = gijdv

idvj + f(v)hαβduαduβ

dove uα sono le m coordinate sulla sottovarietà, vi sono le restanti n − m coordinate, e hαβ è la metrica della
sottovarietà. In particolare non sono ammessi termini misti della forma dviduα.

La sfera S2 è massimamente simmetrica dunque possiamo scrivere la metrica dello spazio-tempo in questa forma

ds2 = A(a, b)da2 + 2B(a, b)dadb+ C(a, b)db2 +D(a, b)ds2
S2

dove r e t sono due ulteriori coordinate arbitrarie che contrassegnano le varie sfere, e insieme a θ e φ ci consentono
di identificare un punto qualunque sulla varietà. Se r è la coordinata radiale possiamo sempre scrivere r2 ≡ D(a, b)
cambiare variabile da (a, b) ad (a, r) o (b, r), in questo modo:

ds2 = A(r, a)da2 + 2B(r, a)dadr + C(r, a)dr2 + r2ds2
S2

Raccogliendo dei termini

ds2 = A(r, a)
(
da+

2B(r, a)
A(r, a)

dr

)2

+
(
C(r, a)− B2(r, a)

A2(r, a)

)
dr2 + r2ds2

S2
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Se adesso ridefiniamo il parametro a come
t→ t = a+ f(r, a)

si ha

dt = da+ frdr + fada = (1 + fa)
(
da+

fr
1 + fr

dr

)
⇒ dt

1 + fa
=
(
da+

fr
1 + fr

dr

)
Allora, se scegliamo

fr
1 + fa

=
B(r, t)
A(r, t)

possiamo riassorbire il termine misto e scrivere

ds2 = Ã(r, t)dt2 + B̃(r, t)dr2 + r2ds2
S2

La notazione standard è
ds2 = e2a(r,t)dt2 − e2b(r,t)dr2 − r2ds2

S2

dove è esplicita la dipendenza della metrica da due sole funzioni arbitrarie a(r, t) e b(r, t), che verranno determinate
in base alle equazioni di Einstein.

Per calcolare i Christoffel, che in linea di principio sono 40, possiamo sfruttare le quattro componenti dell’equazione
delle geodetiche:

ẍµ + Γµαβ ẋ
αẋβ = 0

Tale equazione deriva da un principio di azione, con una lagrangiana di questa forma

L =
√
gµν ẋµẋν =

√
e2a(r,t)ṫ2 − e2b(r,t)ṙ2 − r2θ̇2 − r2 sin2 θφ̇2

Dobbiamo ricavare equazioni per ẗ, r̈, φ̈, θ̈, dunque deriveremo rispetto a ṫ, ṙ, φ̇, θ̇. Cominciamo con la coordinata φ:

d

dτ

∂L
∂φ̇

=
d

dτ

 2r2 sin2 θφ̇

2
√
e2a(r,t)ṫ2 − e2b(r,t)ṙ2 − r2θ̇2 − r2 sin2 θφ̇2

 = 0

Se il parametro è il tempo proprio o una sua trasformazione affine la radice può essere sempre posta uguale a costante,
dunque questa equazione ci informa semplicemente che l’oggetto r2 sin2 θφ̇ è conservato: riconosciamo infatti nella sua
espressione la componente del momento angolare ortogonale al piano che contiene il moto. Sviluppando abbiamo

d

dτ

(
r2 sin2 θφ̇

)
= r2 sin2 θφ̈+ 2rṙ sin2 θφ̇+ 2r2 sin θ cos θθ̇φ̇ = 0

Dividendo per r2 sin2 θ:

φ̈+
2
r
ṙφ̇+ 2 cot θθ̇φ̇ = 0

In questo modo, i Christoffel non nulli sono immediatamente visibili da questa equazione, avendo l’accortezza di
contare con un fattore 2 i simboli del tipo Γφφθ = Γφθφ, in questo modo si ha

Γφrφ =
1
r

Γφθφ = cot θ

Per la coordinata r:

d

dτ

 2e2b(r,t)ṙ

2
√
e2a(r,t)ṫ2 − e2b(r,t)ṙ2 − r2θ̇2 − r2 sin2 θφ̇2

− e2a(r,t)(2ar)ṫ2 − e2b(r,t)(2br)ṙ2 − 2rθ̇2 − 2r sin2 θφ̇2√
e2a(r,t)ṫ2 − e2b(r,t)ṙ2 − r2θ̇2 − r2 sin2 θφ̇2

= 0
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Eliminando ancora una volta le radici:

e2b(r,t)r̈ + 2e2b(r,t)ṙbtṫ+ 2e2b(r,t)br ṙ
2 − e2a(r,t)(ar)ṫ2 + e2b(r,t)(br)ṙ2 + rθ̇2 + r sin2 θφ̇2

Infine, dividendo per e2b(r,t):

r̈ + 2ṙbtṫ+ 2br ṙ2 − e2(a(r,t)−b(r,t))(ar)ṫ2 − (br)ṙ2 + rθ̇2e−2b(r,t) + e−2b(r,t)r sin2 θφ̇2

In questo caso, i coefficienti dei termini del tipo φ̇2 sono direttamente i Christoffel.
Il tensore di Einstein relativo a questa metrica è:

G0
0 =

1
r2
− e−2b(r,t)

(
1
r2
− 2

b′

r

)

G1
1 =

1
r2
− e−2b(r,t)

(
1
r2

+ 2
a′

r

)
G2

2 = G3
3 = −e−2b(r,t)

(
a
′2 − a′b′ + a′′ +

a′ − b′

r

)
− e−2a(r,t)

(
−ḃ+ ȧḃ− b̈

)
G1

0 = −2ḃ
r
e−a(r,t)−b(r,t)

dove con a′ e ȧ si indicano rispettivamente le derivate rispetto a r e a t. Queste sono le uniche componenti del tensore
di Einstein diverse da zero. Al di fuori delle sorgenti si ha Tµν = 0 dunque l’equazione da risolvere è Gµν = 0: per
semplicità considereremo l’equazione con un indice alzato, e scriveremo

0 = G0
0 −G1

1 =
2
r

(b′ + a′) e−2b(r,t) = 0

allora b(r, t) + a(r, t) può soltanto essere una funzione del tempo:

b(r, t) + a(r, t) = f(t)

Dall’elemento G1
0 scopriamo inoltre che ḃ = 0, dunque b è funzione soltanto di r:

a(r, t) = −b(r) + f(t)

Se ricordiamo l’espressione della metrica:

ds2 = e−2b(r)+2f(t)dt2 + ...

ma se ridefiniamo un nuovo tempo t′ tale che
dt′ = e2f(t)dt

ovvero risolviamo l’equazione dt′

dt = e2f(t), possiamo riassorbire la funzione f(t) in modo da avere

a(r, t) = −b(r)

dunque anche a dipende soltanto da r: scegliendo opportunamente il tempo sia a che b ne diventano indipendenti, il
che ci permette di semplificare notevolmente gli elementi G2

2 e G3
3

G2
2 = G3

3 = −e−2b(r,t)

(
a
′2 − a′b′ + a“ +

a′ − b′

r

)
Osserviamo che l’indipendenza dal tempo non è stata imposta, bens̀ı è una conseguenza delle equazioni del moto: ci
aspettavamo questo risultato perchè per il teorema di Gauss il flusso attraverso una sfera di raggio R che racchiude una
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sorgente di massa M sarà sempre M
R , indipendentemente dalla sua forma. A questo punto è sufficiente determinare

b(r), usando G0
0:

1
r2
− e−2b(r)

(
−2b′

r
+

1
r2

)
= 0

Moltiplichiamo tutto per r2:
1− e−2b(r) (−r2b′ + 1) = 0

Riconosciamo nel secondo addendo la derivata rispetto a r di re−2b(r):

1− d

dr

(
re−2b(r)

)
= 0⇒ e−2b(r) =

(
1− A

r

)
≡ e2a(r)

Per determinare la costante A consideriamo il limite newtoniano, in cui la componente g00 della metrica deve ridursi
a 1 + 2GM

c2r :

A =
2GM
c2

La metrica cos̀ı ottenuta

ds2 =
(

1− 2GM
c2r

)
dt2 − dr2(

1− 2GM
c2r

) − r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
è la cosiddetta metrica di Schwartzschild ed è la più generale soluzione a simmetria sferica al di fuori della sorgente:
tale soluzione ci permette quindi di determinare la dinamica dei pianeti in funzione della curvatura nello spazio
generata dalla sorgente. Viceversa, la soluzione delle equazioni di Einstein all’interno della sorgente, dove il tensore
energia-impulso non è più identicamente nullo, ci consente di determinare la dinamica interna della sorgente.

Osserviamo che la metrica di Schwartzschild presenta due singolarità, una per r = 0 e una per rG = 2GM
c2 .

Trascuriamo per il momento la singolarità in r = 0 e consideriamo l’altra: per tale valore del raggio, detto raggio
gravitazionale o di Schwartzschild, gtt si annulla e grr diverge. Questo problema può essere affrontato in due modi, uno
più pragmatico e uno concettuale: l’approccio pragmatica suggerisce che per gli oggetti celesti come la terra e il sole il
raggio di Schwartzschild cade sempre all’interno della stella, ovvero in una zona dove la soluzione di Schwartzschild non
vale più, pertanto la singolarità è soltanto apparente. L’approccio concettuale invece prende sul serio la singolarità: si
studiano i casi in cui rG può effettivamente cadere all’esterno della stella, come accade nel collasso gravitazionale, e si
cerca di capire se questo comporti veramente una singolarità della metrica o se questa sia soltanto un artefatto della
scelta di coordinate; si può mostrare in effetti che esiste un sistema di coordinate (dette coordinate di Kruskal) in cui
la singolarità per r = rG scompare e resta soltanto quella per per r = 0.

Tuttavia la singolarità per r = rG ha una caratterizzazione geometrica non banale: la metrica di Schwartschild
infatti è indipendente dal tempo, ovvero esiste un campo di Killing k = ∂

∂t con norma positiva. Ma la norma è
banalmente fornita da g00 = 1 − 2GM

c2r , e questo implica che sulla superficie r = rg il campo di Killing passa da
time-like a light-like, mentre all’interno di questa superficie diventa addirittura space-like. La conseguenza principale
è che la metrica perde la sua indipendenza dal tempo, perdendo il suo campo di Killing time-like: la superficie su cui
il campo di Killing diventa light-like si dice orizzonte di Killing.

Moto di una particella test

In assenza di altre interazioni oltre a quella gravitazionale il moto di un pianeta test avverrà lungo geodetiche.
Esplicitamente i campi di Killing relativi alla simmetria SO(3) della metrica di Schwartzschild si possono esprimere
come

ξi = Li i = 1, 2, 3

dove con Li si intende l’espressione delle componenti del momento angolare in termini di operatori differenziali: ad
esempio per la terza componente

ξ3 = − ∂

∂φ
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Sappiamo che in caso di moto geodetico ad ognuno dei tre vettori di Killing è associata una legge di conservazione:

ẋ · ξi = Ci

dove ognuna delle tre leggi rappresenta la conservazione delle tre componenti del momento angolare. Dalla conserva-
zione del momento angolare deduciamo due cose: la conservazione della direzione ci informa che il moto è planare e ci
consente di scegliere un piano comodo per i calcoli, mentre la conservazione del modulo impone che

r2 sin2 θφ̇ = cost ≡ L

Osserviamo che la costante L ha dimensioni di un momento angolare diviso una massa. Avevamo già ricavato
questa condizione cercando i Christoffel per la metrica di Schwartzschild. Osserviamo che fuori dalla superficie di
Schwartzschild abbiamo anche un quarto campo di Killing, dovuto all’indipendenza dal tempo:

ξt =
∂

∂t

Tale campo fornirà una ulteriore legge di conservazione, che assoceremo alla conservazione dell’energia

ξt · ẋ = cost ≡ E

L’equazione di conservazione dell’energia della meccanica classica viene sostituita in relatività generale viene sostituita
dall’equazione di conservazione dell’espressione

√
gµν ẋµẋν , legata al ds2 del pianeta test: nel caso il pianeta test abbia

una massa M è sempre possibile porre
√
gµν ẋµẋν = 1 (se ẋµ indica la derivata rispetto al tempo proprio), mentre se

l’oggetto test è una particella massless come il fotone dovremo imporre
√
gµν ẋµẋν = 0.

Considerando per primo il caso massivo avremo:

1 =
(

1− 2GM
r

)
ṫ2 − 1

1− 2GM
r

ṙ2 − r2 sin2 θφ̇2 − r2θ̇2

Nel piano θ = π
2 si ha θ̇2 = 0 e sin2 θ = 1, dunque

r2φ̇ = L⇒ φ̇ =
L

r2

Se ricordiamo che ξt · ẋ = E possiamo scrivere

g0µẋ
µ ≡ g00ṫ =

(
1− 2GM

r

)
ṫ = E

⇒ ṫ =
E

1− 2GM
r

da cui

1 =
E2

1− 2GM
r

− ṙ2

1− 2GM
r

− L2r2

Portando alcuni termini a primo membro(
1 +

L2

r2

)
+

ṙ2

1− 2GM
r

=
E

1− 2GM
r

⇒
(

1− 2GM
r

)(
1 +

L2

r2

)
+ ṙ2 = E
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Il termine
(
1− 2GM

r

) (
1 + L2

r2

)
rappresenta un termine di potenziale effettivo: abbiamo quindi ridotto il problema a

un moto unidimensionale nella variabile r. Svolgendo il prodotto:

ṙ2 − 2GM
r

+
L2

r2
− 2GML2

r3
= E − 1

Un calcolo analogo in meccanica classica avrebbe prodotto gli stessi termini, escluso il termine cubico 2GML2

r3 , che
costituisce la predizione originale della relatività generale. Un termine del genere non era sconosciuto agli astronomi:
infatti, nello sviluppo in multipoli del potenziale newtoniano di una sorgente non perfettamente sferica (come il sole),
la prima correzione utile è il termine di quadrupolo che ha esattamente un andamento del tipo 1

r3 .
L’effetto del nuovo termine è il seguente: in meccanica classica inoltre il moto kepleriano è uno dei pochi esempi in

cui le orbite sono chiuse grazie alla presenza del vettore di Runge-Lenz, una ulteriore costante del moto che permette di
estendere la simmetria SO(3) di un potenziale radiale generico a SO(4). Il termine cubico distrugge questa simmetria
e impedisce la chiusura delle orbite. Cercheremo adesso un’equazione per l’orbita r(φ):

dr

dφ
=
dr

dτ

dτ

dφ
=
ṙ

φ̇

r2φ̇ = L

⇒
(
L2

r2
− 2GM

r
− 2L2GM

r3

)
+
(
dr

dφ

)2
L2

r4
= (E − 1)

I termini generici sono potenze negative di r, questo ci suggerisce di introdurre la variabile

u =
1
r
⇒ du

dφ
= − 1

r2

dr

dφ

⇒ L2u2 − 2GMu− 2GML2u3 + L2

(
du

dφ

)2

= (E − 1)

Deriviamo rispetto a φ:

2L2u
du

dφ
− 2GM

du

dφ
− 6GML2u2 du

dφ
+ 2L2

(
du

dφ

)(
d2u

dφ2

)
= 0

⇒ d2u

dφ2
+ u− GM

L2
− 3GM

c2
u2 = 0

Se trascuriamo il termine 3GM
c2 u2, l’equazione appena scritta descrive il moto di un oscillatore armonico immerso in

campo gravitazionale costante: la soluzione di questa equazione è della forma

u = A cos (φ− φ0) +B

ovvero un moto armonico dove B = GM
L2 rappresenta lo spostamento del punto di equilibrio (altrimenti in u = 0)

dovuto al campo gravitazionale. Poichè u = 1
r otteniamo la traiettoria in coordinate polari

1
r

= A cos (φ− φ0) +
GM

L2

che corrisponde all’equazione di un’ellisse, parametrizzabile in termini di oggetti noti in astronomia:

u =
1
p

(1 + e cosφ)
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dove e = AL2

GM è l’eccentricità e p = a(1 − e2) = L2

GM . Se consideriamo anche il termine correttivo 3GM
c2 u2 non è

più possibile trovare una soluzione esatta ed è necessario un approccio perturbativo: partiamo con il considerare il
rapporto

3GM
c2 u2

GM
L2

= 3
u2L2

c2
=

3
c2r2

(
r2φ̇
)2

= 3
r2φ̇2

c2
≡

3v2
φ

c2

dove vφ è la velocità tangenziale del pianeta: per un pianeta come mercurio il rapporto vale 7.7 · 10−8, e l’approccio
perturbativo è ben giustificato. Scriveremo allora la soluzione completa u come un termine di ordine 0 e un termine
di ordine 1:

u = u0 + u1

dove u0 è la soluzione in assenza di perturbazione. In questo modo l’equazione del moto completa si scrive

d2u

dφ2
+ u− GM

L2
− 3GMu2

c2
= 0

d2u0

dφ2
+
d2u1

dφ2
+ u0 + u1 −

GM

L2
− 3GM

c2
(u0 + u1)2 = 0

Il coefficiente del termine quadratico è già del prim’ordine, per cui possiamo approssimare (u0 + u1)2 ∼ u2
0, inoltre

poichè u0 soddisfa le equazioni del moto i termini corrispondenti scompaiono e rimaniamo con:

d2u1

dφ2
+ u1 =

3GM
c2

u2
0

Introducendo la forma esplicita di u0 abbiamo

u′′1 + u1 =
3GM
c2

u2
0 =

3GM
c2

p−2 (1 + e cosφ)2 =
3GM
c2

p−2 +
3GM
c2

p−2e2 cos2 φ+ 2
3GM
c2

p−2e cosφ

Fortunatamente l’equazione per u1 è lineare, dunque possiamo utilizzare il principio di sovrapposizione per risolvere
separatamente i tre contributi, sommandoli alla fine. Con il metodo della variazione delle costanti si trova

A
1
2A cosφ
A cos2 φ

→ u1 =


u

(1)
1 = C

u
(2)
1 = C

2 φ sinφ
u

(3)
1 = 1

2C −
C
6 cos 2θ

Verifichiamo ad esempio la seconda:

u′′1 + u1 =
6GM
c2

p−2e cosφ

u1 =
C

2
φ sinφ

u′ =
C

2
(sinφ+ φ cosφ)

u′′ =
C

2
(cosφ+ cosφ− φ sinφ)

⇒ u′′ + u =
C

2
cosφ

É sufficiente quindi prendere C = 3GM
c2 p−2 = 3G3M3

c2L4 .
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3.6 I test della relatività generale

3.6.1 1o test: precessione del perielio di Mercurio

Sappiamo che il termine cubico nell’equazione del moto fa s̀ı che l’orbita non sia chiusa, ma non sappiamo quale
dei tre termini correttivi alla funzione u0 sia il vero responsabile: per capirlo, osserviamo che finchè la funzione 1

r

è uguagliata ad una funzione periodica dell’angolo l’orbita rimarrà chiusa per definizione. La correzione costante al
più correggerà il semiasse maggiore, cos̀ı come la parte costante del termine 1

2A−
A
6 cos 2θ, mentre il termine residuo

contiene comunque una funzione periodica che non altera la chiusura dell’orbita. L’unico termine che agisce in tal
senso è A

2 φ sinφ, per cui considereremo la correzione u0 + u
(2)
1 :

u = p−1 (1 + e cosφ) + e
GM

2c2L2
φ sinφ =

GM

L2

(
1 + e

(
cosφ+

3M2G2

c2L2
φ sinφ

))
A questo livello di approssimazione, poichè per φ ∈ (0, 2π) la quantità 3M2G2

L2c2 φ è piccola e possiamo scrivere

u ' M

L2

(
1 + e cos

(
1− 3M2G2

L2c2

)
φ

)
Infatti sviluppando il coseno della differenza:

cos
(

1− 3M2G2

L2c2

)
φ = cosφ cos

3M2G

L2
φ+ sinφ sin

3M2G

L2
φ ∼ cosφ+

3M2G2

L2c2
φ sinφ

In questo modo è banale capire l’effetto della modifica: la perturbazione gravitazionale altera il periodo del coseno, in
modo che per φ ∈ (0, 2π) la funzione non torni in se stessa. Il nuovo periodo è dato da

T =
2π

1− 3G2M2

c2L2

> 2π

ovvero l’orbita non si chiude per un tratto

4φ =
2π

1− 3G2M2

c2L2

− 2π =
6πG2M2

c2L2
=

6πm
a(1− e2)

Sostituendo i valori sperimentali per a ed e si ottiene come risultato

4φ
4T

= 42.98′′/secolo

Poichè il contributo di quadrupolo del campo gravitazionale classico ha la stessa forma della correzione esatta dovuta
alla relatività generale dobbiamo verificare se le due correzioni sono confrontabili: il campo gravitazionale classico del
sole è dato da

φ(x) = −G
∫

ρ(~x′)
|~x− ~x′|

d3x′

Possiamo effettuare lo sviluppo in multipoli

1
|~x− ~x′|

= 4π
∞∑
l=0

l∑
m=−l

1
2l + 1

(
r′

r

)l 1
r
Y ∗lm(x̂′)Ylm(x̂)

Al prim’ordine avremo

φ(x) = −GM0

r

(
1−

∞∑
l=1

Jl

(
R0

r

)l
Pl(cos θ)

)
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dove
Jl = − 1

M0R2
0

∫
ρ(~x′)r

′lPl(cos θ′)d3x′

Una ipotesi ragionevole è che il sole sia un ellissoide un pò bombato, con simmetria azimutale e per riflessione rispetto a
un piano orizzontale che passa per il suo centro: in tal caso l’integrale relativo al momento di dipolo è necessariamente
nullo (anche perchè la carica gravitazionale, la massa, è solo positiva). Il primo contributo non nullo è quello di
quadrupolo:

φ = −GM0

r
− 1

2
GM0J2R

2
0

r3

La correzione dovuta al quadrupolo dunque è

4φquad =
1
2
J2R

2
0

GM0
c2

1
a (1− e2)

4φEinstein

Se sommiamo i due contributi otteniamo

4φtot = 42.98′′ + 0.013
(

J2

10−7

)′′
Il peso relativo della correzione di quadrupolo è stabilito da J2: sperimentalmente abbiamo che

J2 < 0.5 · 10−5

⇒4φtot ∼ 42.98′′ + 0.5′′ ∼ 43′′

La correzione lascia il risultato intorno ai 43′′, dunque la previsione è insensibile alla non perfetta sfericità del sole.

3.6.2 2o test: deviazione dei raggi di luce

Poichè i raggi di luce trasportano energia, anch’essi risentiranno della metrica dovuta alla sorgente sferica curvando la
loro traiettoria. Questa fu la prima verifica sperimentale della relatività generale, dovuta a Eddington, anche se c’è il
forte sospetto che l’esperimento non sia stato effettuato con le dovute misure. Il punto di partenza è lo stesso del caso
di un pianeta massivo, ma stavolta la costante

√
gµν ẋµẋν deve essere presa uguale a zero, inoltre poichè classicamente

i raggi di luce non risentono dell’attrazione gravitazionale deve sparire anche il contributo di campo gravitazionale
costante. L’equazione corrispondente è quindi

u′′ + u = 3mu2 (G = c = 1)

dove l’apice ancora indica la derivata rispetto all’angolo φ. L’approccio perturbativo in questo caso è giustificato se
possiamo considerare 3mu2 una piccola perturbazione rispetto ad u: con una stima grossolana possiamo considerare
la massa del fotone pari a ~ν = mc2 e ottenere

3m
u2

u
∼ 10−6

Il risultato in realtà è sbagliato per un fattore 2, ma è comunque un risultato sufficiente: consideriamo quindi un
raggio di luce che si muove verso un pianeta con parametro d’impatto b:
La soluzione imperturbata è data da

u′′0 + u0 = 0⇒ u0 =
sinφ
b

che corrisponde a
1
r

=
sinφ
b
⇒ r sin θ = b = costante
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Figura 3.10: Deviazione di un raggio di luce

L’equazione per la perturbazione allora diventa

u′′1 + u1 =
3m
b2
(
1− cos2 φ

)
La correzione significativa per questo caso è la u(3)

1 :

C =
3m
b2

u
(3)
1 =

3m
2b2

(
1− 1

3
cos 2φ

)
da cui

u =
sinφ
b

+
3m
2b2

(
1− 1

3
cos 2φ

)
Per determinare la deviazione asintotica dalla traiettoria libera, ovvero l’angolo φ∞, dobbiamo mandare r → ∞
nell’espressione dell’orbita. Poichè ci aspettiamo che φ∞ sia piccolo possiamo espandere seno e coseno:

0 =
φ∞
b

+
3m
2b2

(
1− 1

3

)
⇒ φ∞ = −2m

b

Siamo interessati all’angolo di scattering 4φ, che è legato a φ∞ dalla relazione

4φ = 2φ∞ =
4m
b
≡ 4Gm

c2b

Un altro modo per verificare questo effetto è collocare su due pianeti un emettitore e un ricevitore, e misurare la
differenza di tempo nella propagazione dei segnali a seconda che il sole si trovi o meno tra i due pianeti. Per fare
questo conto, si riscrive l’equazione di conservazione dell’energia ma stavolta in termini del tempo:

ṙ2 = E2 −
(

1− 2m
r

)
L2

r2

Quindi si usa il fatto che L
E è legato al raggio di massimo avvicinamento al sole r0:(

L

E

)2

=
r2
0

1− 2m
r0(

1− 2m
r

)−3(
dr

dt

)2

=
(

1− 2m
r

)−1

−
(
L

E

)2 1
r2(

1− 2m
r

)−3

ṙ2 +
(r0

r

) 1
1− 2m

r0

− 1
1− 2m

r

= 0
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Questa equazione si può risolvere per quadrature, e si ottiene che il tempo per arrivare da r partendo da r0 è

t(r, r0) =
∫ r

r0

dr

1− 2m
r

1√
1− 1− 2m

r

1− 2m
r0

(
r0
r

)

Figura 3.11: Esperimento della sonda Viking

Il tempo necessario al raggio per arrivare dalla terra alla sonda è:

t = t(r1, r0) + t(r2, r0) ≡ t12

Ci ricordiamo che 2mG
rc2 è piccolo, dunque possiamo approssimare l’integrale

t(r, r0) '
∫ r

r0

(
1− r2

0

r2

)− 1
2
(

1 +
2m
r

+
mr0

r (r + r0)

)
' 1
c

[√
r2 − r2

0 + 2m log

(
r +

√
r2 − r2

0

r0

)
+m

(
r − r0

r + r0

) 1
2
]

Restaurando la costante c, osserviamo che 1
c

√
r2 − r2

0 è esattamente il tempo che impiegherebbe il raggio se si muovesse
in linea retta. Per migliorare la precisione possiamo considerare oltre all’andata anche il ritorno del raggio, per cui

∆t = 2t12 − 2
√
r2
1 − r2

0 − 2
√
r2
2 − r2

0 = 4m log


(
r1 +

√
r1 − r2

0

)(
r2 +

√
r2 − r2

0

)
r2
0

+ 2m
(√

r1 − r0

r1 + r0
+
√
r2 − r0

r2 + r0

)

Nell’approssimazione in cui r0 � r1, r2, otteniamo infine

∆t = 4m
(

log
(

4r1r2

r2
0

)
+ 1
)

Sostituendo i valori otteniamo ∆t = 72Km ≡ 240µs, in accordo con i dati della sonda Viking.

3.6.3 3o test: emissione di quadrupolo

Avevamo visto che un sistema binario in teoria emette energia sotto forma di onde gravitazionali, e conseguentemente
il suo periodo di rotazione diminuisce: questa diminuzione è misurabile sperimentalmente, e può portare ad una misura
indiretta dell’energia delle onde gravitazionali emesse. L’esperimento fu effettuato e trovò accordo con la relatività
generale nell’ordine di 1

1000 , fruttando all’autore il premio Nobel.

3.7 Esercizi

1. Mostrare che variando rispetto a gµν l’azione del campo scalare

S =
∫
d4x
√
−ggαµ∇µφ∇αφ
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si ottiene il tensore energia-impulso

Tµν = ∂µφ∂νφ−
1
2
gαβ∂αφ∂βφ

2. Determinare le equazioni del moto della particella libera e del fluido perfetto imponendo che i rispettivi tensori
energia-impulso siano covariantemente conservati.

3. Calcolare il potenziale del sole nel sistema solare e controllare l’entità della deviazione di g00 dall’unità.

4. Verificare che nella teoria linearizzata il tensore di Riemann trasforma come

Rλ α,µν = BRλ α,µν + ε
(
B∇µΛλαν −∇νΛλαµ

)
Hint: alcuni termini utili si cancellano dunque vanno sommati e sottratti a mano.

5. Calcolare il momento di quadrupolo del sistema binario, data la componente

T 00 = Mδ
(
x3
) (
δ
(
x1
a − r cos Ωt

)
δ
(
x2
a − r sin Ωt

)
+ δ

(
x1
b + r cos Ωt

)
δ
(
x2
b + r sin Ωt

))
e la relazione

Q̃ij = 3
∫
d3yyiyj T̃ 00

6. Calcolare il flusso di energia gravitazionale di un sistema binario usando il Gµν linearizzato, e verificare che esso
scala col modulo quadro del momento di quadrupolo Qij .

7. trovare i vettori di Killing della metrica piatta, e mostrare che ad essi corrisponde la conservazione dell’impulso
e del momento angolare.

8. Considerare un gruppo, e il campo vettoriale che definisce le traslazioni destre: trovare le linee integrali e scoprire
che sono definite dall’esponenziale eλT .

9. Determinare i simboli di Christoffel relativi alla metrica con simmetria sferica, usando l’equazione delle geode-
tiche.

10. Scrivere l’espressione del vettore di Runge-Lenz.
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