Consigli per larisoluzione del problemi

Una parte fondamentale di ogni corso di Fisica é larisoluzione di problemi. Risolvere problemi spinge
a ragionare su idee e concetti e a comprenderli meglio attraverso la loro applicazione. Gli esempi qui
riportati sono stati proposti agli studenti di Fisica Generale | negli ultimi anni come prove scritte
d’ esame. Essi illustrano, in ogni capitolo, casi tipici di risoluzione di problemi.

Il sommario al’inizio di ogni capitolo offre un breve quadro d’'insieme delle idee pit importanti per la
soluzione dei problemi di quel capitolo. Benche tale quadro sia molto utile come promemoria, per una
adeguata comprensione degli argomenti si consigliadi utilizzare il testo di Fisica Generale | consigliato
dal docente.

Riguardo alla soluzione dei problemi di Fisica, si consiglia quanto segue:

1) Leggere attentamente il testo del problema.
2) Preparare un elenco completo delle quantita date (note) e di quelle cercate (incognite)

3) Disegnare uno schema o un diagramma accurato della situazione. Nei problemi di dinamica,
assicurarsi di aver disegnato tutte le forze che agiscono su un dato corpo (diagramma di corpo
libero).

4) Dopo aver deciso quali condizioni e principi fisici utilizzare, esaminare le relazioni matematiche che
sono valide nelle condizioni date. Assicurarsi sempre che tali relazioni siano applicabili al caso in
esame. E' molto importante sapere quali sono le limitazioni di validitadi ogni relazione o formula

5) Molte volte le incognite sembrano troppe rispetto al numero di equazioni. In tal caso e bene
chiedersi, ad esempio:

a) esistono altre relazioni matematiche ricavabili dalle condizioni del problema?
b) e possibile combinare acune equazioni per eliminare a cune incognite?

6) E’ buonanorma risolvere tutte le equazioni algebricamente e sostituire i valori numerici soltanto alla
fine. Conviene anche mantenere traccia delle unita di misura, poiche questo pud servire come
controllo.

7) Controllare se la soluzione trovata e dimensionalmente corretta.

8) Arrotondare il risultato finale allo stesso numero di cifre significative che compaiono nel dati del
problema.

9) Ricordare che per imparare a risolvere bene i problemi € necessario risolverne tanti: la risoluzione
dei problemi spesso richiede creativitd, ma qualche volta s riuscira a risolvere un problema
prendendo spunto da un altro giarisolto.



| - Cinematica del punto materiale

La cinematica degli oggetti puntiformi descrive il moto dei punti materiali.

Ladescrizione del moto di ogni punto materiale deve sempre essere fatta in relazione ad un particolare
sistemadi riferimento.

Laposizione di un oggetto che si muove lungo unaretta & data dall’ equazione oraria:

x=x(t)

Si definiscono la velocita istantanea:

Vi Ax  dx
— m—__
a-o At dt
e |’ accelerazione i stantanea:
Av dv d?x
a=lm-—=—=

a0 At dt dt?

Se un oggetto s muove lungo una retta con accel erazione costante (moto uniformemente accelerato) si
ha:

a= cost
e per integrazione, ponendo v = v, ex = X, per I'istanteinizialet = t, = 0, S otterra

v=y, +at
X=X, +v0t+%at2

v2 =v,” +2a(x - x,)

Gli oggetti che s muovono verticalmente vicino alla superficie terrestre, sia che cadano o che siano
lanciati verticamente verso |’alto o verso il basso, s muovono (se si puo trascurare |’ effetto della
resistenza dell’ aria) con accelerazione costante rivolta verso il basso. Questa accelerazione é dovuta
allagravita, ed & pari acircag = 9,8 m/s”.

In generale, se I € il vettore posizione del punto materiale, la velocita e |'accelerazione vettoriae
istantanea sono date da:
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Le equazioni cinematiche per il moto possono essere scritte per ciascuna delle componenti X, y e z,
ossia:

Riassumiamo qui i casi piu semplici:

Il moto del proiettili s pud scomporre, se s trascura la resistenza dell’ aria, in due moti separati: la
componente orizzontale del moto che ha velocita costante e la componente verticale che ha
accelerazione costante e pari a g, come per i corpi in caduta libera (fintanto che il moto si svolge in
prossimita della superficie terrestre).

Si ha un moto circolare uniforme quando una particella st muove lungo una circonferenza di raggio r
con velocita costante; la particella sara allora soggetta ad un’ accelerazione radiale centripeta a., diretta
verso il centro del cerchio, di intensit&:

a =

VZ
i
Se lavelocita non é costante, vi sara accelerazione sia centripeta siatangenziale.

Il moto circolare pud anche essere scritto in termini di variabili angolari.
In questo caso I’ equazione oraria sara

6=6()

con 6 angolo misurato (in radianti) a partire da una data direzione di riferimento.
Lavelocitaangolare e data da:

dé

dt
e |’ accelerazione angolare da:

da

dt

Lavelocitael’ accelerazione lineare di un punto che st muove lungo una circonferenza di raggio r sono
legate aw ea da



dove a; e a. sono le componenti tangenziale e radiale dell’ accelerazione. La frequenza f € legata ad w
da« =2nfea periodo TdaT = 1/f.



Problema 1

Il sistema, mostrato in figura, € costituito da una massa m appoggiata su una guida rettilinea inclinata di
un angolo 6 rispetto all'orizzontae.
Calcolare I'accelerazione & con la quale deve muoversi la guida orizzontalmente affinché la massa m

cada verticalmente con accelerazione pari a g .
[6=30"; g=9.8m/s’]

Suggerimento: tenere conto che § € diretta solo verticamente, mentre & e diretta solo
orizzontalmente.

Soluzione;

L'accelerazione dellamassa é g rispetto ad un osservatore inerziale, e a rispetto ad un riferimento non
inerziae solidale con la guida.

L'accelerazione di gravita nel riferimento solidale con laguida e

— —

g'=g-4
Indicato con a il modulo dell'accel erazione della massa nel riferimento solidale con laguidavale:
a=gsin6 +a cosbt
La componente orizzontale di a deve equilibrare & , quindi:
a, =a, cos 6 +gsin6 cos6
cioé

-9 _ 2
=—~2_=57m/s
& tgd

rivoltaal'indietro.



Soluzione alternativa:

L’accelerazione totale deve essere g , quindi deve valere:

— —

g=a+g

scrivendo quest’equazione in componenti si ottiene facilmente che:

dove a e g sono i moduli delle accelerazioni.

Problema 2

Una palla é lanciata in avanti e verso |'alto da una quota h, sopra il suolo con velocitainiziae v, . La

pala rimbalza elasticamente (invertendo la componente orizzontale della velocita e mantenendo
inalterata quella verticale) su un muro verticale posto alladistanzad dal lanciatore.

A guale altezza h dal suolo la palla colpisce il muro?

A qualeadtezzah’ si trovalapalaquando e di nuovo sullaverticale del lanciatore (che rimane fermo)?

Qual élaquotamassimah,, raggiunta dalla palla?

Quesito: h, ., élastessa che sarebbe raggiunta se non ci fosse la parete verticale. Perché?

[h,=2m d=4m; v, = (10%+109)m/s]

4

Soluzione;

a) La componente orizzontale della velocita v, € costante, quindi la pallaraggiunge il muro nel tempo:



In direzione verticale & |'accel erazione ad essere costante: G =-9,8 y m/s”. Percio:

2

h:h0+voyi—1g d E=5,2m
v, 2 )

0x 0

b) Lapallatornasul lanciatore dopo atri 0,4 s.
La componente verticale del moto e ancora uniformemente accelerata con velocita inizide v', = 6,08

nvs, equotainizialeh’'; =52 m.
Percio lanuovaquotaeh’ = 6,9 m.

c) La quota massima h,,, viene raggiunta quando la componente verticale della velocita si annulla (cio

avviene dopo il rimbal zo).
Essa é percio data da:

VZ
h.=h+2=71m
29

Risposta al quesito: h,_, € la stessa che sarebbe raggiunta se non ci fosse la parete verticale, perché
I”urto con tale parete non alterala componente verticale del moto.

Problema 3

Un vecchio cannone viene fatto sparare orizzontalmente dalla cima di una montagna e la velocita v
della palla viene regolata in modo tale da farle colpire un bersaglio posto nella pianura sottostante solo
a secondo rimbalzo. Nel rimbal zo la componente verticale dellavelocita v, si riduce di un fattore f e la

componente orizzontale v, rimane costante.

Qual e la velocita v, di uscita della palla del cannone per poter colpire un bersaglio distante d, se la
montagna sulla cui cima é situato il cannone e altah?

Qual élavelocitav, di uscitadellapallase si vuole colpireil bersaglio direttamente?

[f=0,6; h=1km; d =9 km]

N




Suggerimento: calcolare la durata del moto in verticale ed ricordare che in tale tempo viene percorsa
orizzontalmente la distanza d.

Soluzione;

a) La componente orizzontale del moto si mantiene costantemente uniforme, per cui basta calcolare la
durata del moto verticale ed imporre ched = v, t, cioé v, = d/t.

[l primo impatto avviene dopo il tempo t,:

t, = /2—h =10J2 s=141s
g

mentre il secondo impatto avviene con un ritardo t,:

2v
t,=—2=12/2 s=175,
g

dove v, € quella subito dopo I'urto:
v, = fgt, =60v/2 =849 /s
Quindi:

v = % =289,3 s,

b) La componente verticale del moto & uniformemente accelerata con accelerazione g =-9.8ym/s?,
percio il tempo impiegato dalla palla per raggiungereil suolo &



Il - Dinamica del punto

Letreleggi del moto di Newton sono le leggi fondamentali per |a descrizione del moto stesso.

Laprimalegge di Newton afferma che, se laforzarisultante su un corpo puntiforme é zero, alora
resta in quiete o s muove lungo una linea retta con velocita costante (moto rettilineo uniforme). La
tendenza di un corpo aresistere ad un cambiamento del suo stato di moto si chiamainerzia. Lamassa e
lamisuradell’inerziadi un corpo.

La seconda legge del moto di Newton afferma che |’accelerazione di un corpo € direttamente
proporzionae alla forza risultante che agisce su di esso e inversamente proporzionae alla sua massa.
Sotto forma di equazione:

F=ma
Laforzarisultante su un oggetto indicail vettore sommadi tutte |le forze che agiscono su di esso.
Nella sua formulazione piu generale, la seconda legge di Newton afferma che la forza risultante agente

su un corpo di massamevelocita v é datada:

F=d

2
[

Q.
—

ove p=nwV élaquantitadi moto del corpo.
Solitamente (maci sono eccezioni) un corpo non perde ne acquista massa durante il moto, e quindi vale

—

av ~
F= ma =ma, come sopra.

Seinvece lamassade corpo e variabile, si avra

F =ma+ My
dt

Laterza legge del moto di Newton afferma che se un primo corpo esercita una forza su un secondo
corpo, alorail secondo corpo esercita sempre sul primo una forza uguale in intensita e direzione, ma di
verso contrario.

La forza esercitata su un corpo dalla superficie liscia su cui € appoggiato agisce perpendicolarmente
alla comune superficie di contatto e per questo si dice che & una forza normae. E' un tipo di forza
vincolare, perché limitalaliberta di movimento del corpo e la suaintensita dipende dalle altre forze che
agiscono su quel corpo.

Per risolverei problemi in cui compaiono forze su uno o piu corpi € essenziale disegnare il diagramma
di corpo libero per ogni singolo corpo, mettendo in evidenza tutte le forze che agiscono su quel corpo.
Per ogni corpo la seconda legge di Newton puo essere applicata a ciascuna componente della forza
risultante.



Alcune forze importanti sono:

Forza peso. Il peso s riferisce ala forza di gravita che agisce su un dato corpo e vae P = mg;
vettorialmente: P = -mg

Forza d'attrito. Quando un corpo € in movimento su una superficie scabra, la forza dovuta all'attrito
(radente) dinamico agisce nella direzione opposta a quella del moto. La sua intensita € data da:

F., = U F,, relazione tral’intensita della forza d attrito, che agisce parallelamente alla superficie di
contatto e l'intensita della forza normae F, (spesso indicata anche con N) che agisce
perpendicolarmente alla superficie stessa. Non € un’ equazione vettoriale, poiché le due forze sono
perpendicolari I’'una all’atra. u, € detto coefficiente di attrito dinamico e dipende dai materiali con
cui sono fatti i due oggetti. Per la forza d'attrito (radente) statico, il suo valore massimo e dato da:
F_.=u.F, con u, coefficiente d attrito statico. Quando un corpo s
muove con velocita sufficientemente bassa attraverso un fluido, subisce una forza d'attrito viscoso
direttanel verso opposto aquello del moto. Lasuaintensitaedatada: F,, = —/fv.

Forza elastica. Per tenere una molla compressa o tesa di una lunghezza x oltre quella di riposo e
necessaria una forza

F = -kx

dove k € la costante el astica della molla. Questa legge, nota come legge di Hooke, e valida per valori
di x sufficientemente piccoli.

Forza centripeta. Una particella che ruota lungo una circonferenza di raggio r con velocita costante v &
sottopostain ogni momento ad unaforzadiretta verso il centro dellatraiettoria. Essavale:

2 =2
\Y . - Ve - -
F= m--= me°r ; vettorialmente F = -m-—f= méox (%)

Problema 1

Un uomo tira una dlitta, inizialmente ferma, su cui siedono due bambini, sul suolo coperto di neve. La
ditta viene tirata mediante una fune che forma un angolo & con l'orizzontale (vedi figura). La massa
totale dei bambini € M, mentre quella della slitta @ m. Il coefficiente di attrito statico € 4, mentre il

coefficiente di attrito dinamico & y, .
Si trovino laforza di attrito esercitata dal suolo sulla dlitta e I'accelerazione del sistema dlitta-bambini
selatensione T dellafune hal’intensita

T=100N;

T =140 N.



Mantenendo fisso I'angoloé6 , determinareil valore minimo di T per sollevare totalmente la dlitta

[6=40°; M =45kg; m=5kg; u, =0,20; u, =0,15]

Suggerimento: disegnare il diagramma di corpo libero del sistema dlitta-bambini, imporre la
condizione di equilibrio per le componenti y delle forze e scrivere I'equazione del moto per le
componenti X.

)
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Soluzione;

= T
<FN I/{'e

F.. |M+m) g

Diagrammi di corpo libero

I) Laforzanormale a suolo &
F, =(M +m)g -Tsin6 =4257N.

Quindi laforzadi attrito statico €&:

F.=uF, =u[(M+m)g-Tsine] =851N,
mentre laforzadi attrito dinamico €

F.=u,F, =u,[(M+m)g-Tsins] =639 N.
La componente orizzontale delle tensioni &€ Ty = Tcos6é = 76,6 N < F, per cui |’ accelerazione e nulla
I1) Laforzanormaea suolo €

F, =(M +m)g -Tsin6 =400 N.

Quindi laforzadi attrito statico €&:



F.=uF, =u[(M +m)g-Tsint] = 80 N, mentre laforzadi attrito dinamico &

F, = 4,F, = 4,[(M +m)g-Tsing] =60 N.

La componente orizzontale delle tensione € T, = Tcosé = 107,2 N > F,,, quindi la dlitta si muove con

accelerazione

o= Yoot -y, [(M +m)g - Tsin6]

Il valoredi T per sollevare ladlitta & quello che annulla F,, :

Problema 2

T =M = 7623 N.

=0,9 ms’.

Due masse m, ed m, giacciono Su un piano Senza attrito e vengono spinte da una forza applicata
dall'esterno F,, chesi esercita sullamassam, (comein figura 1).

Si determinino intensita e direzione di ciascunadelle forze di interazione tram, ed m..

Supponendo che venga eliminata laforza F, e che sulla massa m, agisca la forza applicata dall'esterno
F, =—F, (figura 2), si determinino intensita e direzione di ciascuna delle forze di interazione in

guest'ultimo caso.

Si spieghi perché il modulo delle forze di interazione e diverso nei due casi.

[F.=12N; m=4kg ;m=2kg; F,.=12N]

Suggerimento: s scriva l'equazione del moto considerando il punto materiale di massa (m, + m,). Si
scrivano quindi le equazioni di corpo libero per ciascuna massa.

—

I:l

—> m, m,

m,

m,

Fig. 1

Soluzione;

\4

Fig. 2

\4
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Diagrammi di corpo libero

a) L’accelerazionedi m ed m €&

—

a= L =2m/S
m, +m,

T

Maalloralaforzadi interazione F, esercitata da my su mp vale mpa = 4 N, mentre per il principio di
azione ereazione laforzadi interazione F.. esercitatadam, sumy vae F,=-F,=4N

b) L’ accelerazione vale ancora 2 nvs’, ma questa volta su m, agisce anche laforzaF; = - F.
quindi oraeFy; =m@a=-8N, edF;p =-Fx =8N.

c) In base alla seconda legge del moto di Newton la forza totale agente su ciascuna delle due masse € la
stessa (a meno del verso) nel due casi esaminati. Perd una delle due masse € accel erata dalla sola forza

di interazione, e nel secondo caso s tratta della massa maggiore. E' ovvio che per produrre la stessa
accelerazione in una massa maggiore, occorre una forza maggiore.

Problema 3

Una palla di massam é fissata ad una sharra verticale per mezzo di due funi prive di massa e lunghe ¢ .
Le funi sono fissate alla sharra a distanza d |I'una dall'altra. |l sistema ruota attorno ala sbarrain modo

daformare un triangolo equilatero (vedi figura). Latensione dellafune pit ataée fl . Determinare:

latensione T, dellafunein basso;

larisultante delle forze applicate ala palla nell'istante mostrato in figura;
lavelocitadellapalla

Studiare il problema sia dal punto di vista di un osservatore inerziale, sia dal punto di vista di un
osservatore solidale con lapalla

[m=134kg;, /=1,70m; d=1,70m; T, = 35,0 N]

Suggerimento: disegnareil diagrammadi corpo libero per il punto materiale in ciascuno dei riferimenti
utilizzati.



60°

Soluzione;

La differenza fra cio che vede un osservatore inerziale rispetto ad uno non inerziae solidale con la
palla é che mentre quest’ ultimo vede la palla ferma mantenuta in equilibrio da una forza centrifuga

—

F. ¢ , I'osservatore inerziale vede la pallain moto circolare uniforme, sottoposta ad un’ accelerazione
centripeta.

Diagramma di corpo libero a) nel riferimento inerziale e b) nel riferimento non inerziale solidale con
lapalla

a) Nel riferimento non inerziale, latensione T, bilancialarisultante di T, dellaforza centrifuga e della
forza peso:

V2

+m

T, +

l—‘_h

F+mg=0
l

N

\3

dove s etenuto conto cheil triangolo e equilatero e che cos30° = -

La componente verticale dell’ equazione non contiene laforza centrifuga:

,_T
2 ="1_m
2 2 g

dove s é utilizzatala nota relazione cos 60° = 0,5. Si trovadunqueil modulo T, = 8,7 N.

b) Nel riferimento non inerziale larisposta & banale: zero.
Nel riferimento inerziae, invece, larisultante delle forze applicate ala palla e laforza centripeta:



-Ijl+f2+mg’:_mvzf

1

N

La componente orizzontal e dell’ equazione vettoriale di partenza, validain entrambi i riferimenti, &:
(Tl +T2)l§ = mv

V3
2
fornisce:
=6,5m/s
Problema 4

Un blocco di massa m, poggia su un blocco di massa m, che é posto su un tavolo privo di attrito
(vedere figura). | coefficienti di attrito statico e dinamico frai due blocchi sono rispettivamente u. e

Hy-
Quanto vale lamassimaforza ‘If‘ chesi puo applicare senza che il blocco my strisci su m; ?

Se il vaore di ‘If‘ e doppio di quello trovato nel precedente quesito, si trovino sia l'accelerazione
assoluta di ciascun blocco sialaforzadi attrito agente su ciascun blocco.

Un osservatore inerziale vede il blocco m, muovers verso destra (direzionedi F ) o verso sinistra?
[m,=2kg, m =4kg, u,=03; 4, =02

Suggerimento: disegnare il diagramma di corpo libero per ciascun corpo in condizione di moto di m, e
imporre la condizione di equilibrio di m, rispetto ad m, (moto relativo).

m,
1711777/77777777 7777777,

v

m,

v

Soluzione;



Diagrammi di corpo libero (in un riferimento inerziale, con m, in moto rispetto ad m,)

a) Inun riferimento inerziale, in assenza di attrito con il tavolo lamassa m, st muove con m,, quindi la
forza di attrito statico che agisce su m, deve essere pari a

Fm,
m, +m,

m2l'lsg =

dacui:
F=pg(m +m,)=177N

b) Posto F = 17,7x2 N = 35,4 N, la massa m, scivola su m, esercitando su di essa la forza di attrito
dinamico F,, =m,gu,, per cui:

aml :w =79 m/s2
m,

dove a,, €l accelerazione dellamassa m, .

Laforzadi attrito dinamico vale naturalmente m, 1/ 49 =39 N.
Nel riferimento solidale con la massa m,, la massa m, subisce sia la forza di attrito dinamico, sia la
forzafittizia-m, a,, . Quindi in tale riferimento I accelerazione a, vale:

a, = fy9-a, =-59ms
mentrein un riferimento inerziale vae:
a=a +a, =2ms

c) Come s evince dal punto b), mentre nel riferimento non inerziale I’ accelerazione e diretta verso
sinistra (nel verso negativo delle ascisse), in un riferimento inerziale I’ accelerazione € positiva, quindi
diretta verso destra

Problema5



Lacurva sopraelevata di un'autostrada € stata progettata per unavelocita V. 1l raggio dellacurvaer.
In una brutta giornatail traffico percorre |'autostrada alla vel ocita v.

Quanto valel’angolod di sopraelevazione?

Quanto deve essere il minimo coefficiente d'attrito i« s ¢econsente di superare la curva senza scivolare
verso il basso?

Usando tale coefficiente, con quale velocita massima Vinax € possibile percorrere la curva senza
scivolare verso |’ alto?

[Vimax = 95 km/h;r = 210 m; v = 52 km/h]

Suggerimento: utilizzare un sistema di riferimento (non inerziale) solidale con |'automobile, scrivere
I'equazione del moto ed imporre la condizione di equilibrio.

Zi

Diagramma di corpo libero a) in un riferimento non inerziale e b) in uno inerziale
Soluzione:

a) In un riferimento inerziale la componente orizzontale della reazione vincolare N fornisce la forza
centripeta, mentre la sua componente vertical e equilibralaforza peso:

E ind V2
DNsm —mT

EN cosf=mg

Quindi:




Con questo angolo, nel sistema di riferimento solidale con I'automobile é soddisfatta la condizione di
equilibrio della componente parallela alla strada delle forze in gioco, in assenza di attrito:

2

mv:ﬁ" cosd =mgsing
Ve _
tgd = g 0,3

b) Con lapioggia, avelocitav < Vmax, la macchinatende a scivolare verso il basso, per cui la condizione
di equilibrio diviene:

2 2
mgsir(8) = mVTcos(9)+ 7 %ngcos(@)+ mVTsin(H)B
L U

Quindi il coefficiente d’ attrito vale:
V2
gtg(6)- -~
H = =02

halaE
g+Vrtg(9)

c) A velocita V' nex > Vmax, tende a prevalere la forza centrifuga, e la macchina tende a sbandare verso
I’ato.
Quindi lacondizione di equilibrio e

. |:| V12 ) |:| V12
mgsir(@)+ u, omgcodp)+ m-es sin(@)= m-e cod8)
U U

Per cui:

v,_= \/ ( L5in0)+ 080N _ g oy

™\ [cod6)-sin(e)]

Problema 6

Un corpo di massa M é posto su un piano inclinato di un angolo & anl’orizzontale ed € connesso ad
una coppiadi corpi di ugual massa m tramite una cordaideale, che passa per una puleggia senza attrito
e di massatrascurabile, comeillustrato in figura.

C’ e pero attrito fralamassaM ed il piano inclinato.

Cdcolareil valore dellaforzadi attrito statico necessariaafar rimanerein quieteil sistema;



esprimere in funzione di m, M, & 1 minimo valore del coefficiente di attrito statico fra M ed il piano
inclinato, i s necessario affinche il sistemarimangain condizioni statiche;

calcolare esplicitamente il valoreminimo di 4 qendo m=M/2e 8 =45°.
Quesito:

Per quale vaore dell’angolo € 1sstema (per m < M/2) resterebbe in condizioni statiche anche senza
attrito?

Soluzione;

Diagrammadi corpo libero per M

a) Condizione di equilibrio:

[T =2mg
ET = Mgsing + y.Mgcosd

pertanto:



uMgcod6)=2mg-Mgsin(6)

b) Coefficiente di attrito statico:

Hs = M cod6 52;0) -9 (0)

c)Sem=M/2e0=45, u ~04
Risposta al quesito:
Lacondizione di equilibrio in assenza di attrito €

[T =2mg
ET: Mgsing

dacui:
6= arcsinz—m
M

Si noti che per m>M/2 il sistema non puo essere in equilibrio senzal’ attrito.

Problema 7

| corpi di massam, m, ed mg sono collegati come in figura. Le carrucole e le funi sono ideali.

Quali valori puo assumere il coefficiente di attrito statico i/ s fatavolo e corpo di massa m, affinché my
non si muova?

Calcolare |’ accelerazione del due corpi n, ed mg quando e soddisfatta la condizione di cui a punto a).
In assenzadi attrito frail tavolo ed my, calcolare I’ accelerazione dei corpi my, mp ed mg.

[my =10 kg; mp = 2 kg; mg = 3Kkg]

Suggerimento: scrivere |’ equazione di equilibrio per my e quella per il moto di m, ed mg.

m
7777777777777777




AN T T
E p 2T
477777 i////// m.g m.g
mg
Diagrammi di corpo libero.
a) e b) Condizione di equilibrio di my:
mou, = 2T

Le accelerazioni di m, ed mg hanno somma nulla, per cui le equazioni del moto di m, ed Mz Si POSSONO
scriverein termini della sola accelerazione adi mg:

[ -m,g =msa

[ -m,g =msa
O _
mg-T=ma

Cio&:
%r -m,g= mz(_a)

dove |’ asse verticae del riferimento € orientato verso |’ alto.
L’accelerazione di mg vale;

g

g =-2m/s” (verso il basso).
m,+m,

Tensione dellafune che lega m, ed mg:

T=m(g+a) =t g = 235N

m,+m,
Coefficiente di attrito statico:
2T
HU=—T"= 0,5
am

c) In assenza di attrito, siano a,, ap e a3 le accelerazioni delle tre masse in un riferimento inerziale.
Vaeadlora



%mla1:2T
m, (@, +a,)=T-m,g
My (e, +a,)=T-myg

ap + a1 eaj + ag sono le accelerazioni delle masse m, ed mg nel riferimento solidale con la seconda
carrucola’, riferimento in cui @ valido il calcolo precedente, nonché la condizione:

a,+a =—(a,+a)

che in precedenza ci ha consentito di scrivere le equazioni del moto di m, ed m3 in termini della sola
accelerazione di M.
Eliminando le tensioni delle corde, si ottiene:

C
23 +8,+2,=0

ﬁw—; +ma, =-mg
ﬁﬂ—? +ma, = —Mg

Quindi, risolvendo il sistemasi trova:

5 Amm,

7 m(m+my)

%ﬁjﬂ%‘%%AQQ

0 m(m,+m,)

m(m, -m)-4mm,
m(m+m,)

g

D:EB;II:I

a1 =4,7m/$, ap = -2,7m/s’, a3 = -6,7 m/S” (M, S muove in avanti, m, ed mg verso il basso).

Si noti che nel riferimento non inerziale solidale con la carrucola mobile (che scende), e accelerazioni
di m, ed mg hanno lo stesso modulo (2 szZ), ma g scende ed mp sale.

Problema 8

' Siricordi che se 8, &I’accelerazione di un corpo rispetto ad un riferimento inerziale, la sua accelerazione &, rispetto ad

un riferimento non inerziale di accelerazione &, édatada: d,, =&, — &, .



Nel dispositivo schematizzato in figura, il corpo A (di massa ma), poggiato su un piano orizzontale
liscio, € collegato da un filo inestensibile a corpo B (di massa mg) ed € saldato al’estremita di una
molladi costante elastica k. L’ altra estremita della molla e fissata ad un gancio solidale con il piano ele
masse del filo, della molla e della carrucola sono trascurabili rispetto a quelle dei corpi A e B. Il corpo
B viene abbassato lungo la verticale, rispetto alla sua posizione di equilibrio e lasciato libero di
muoversi. Calcolare:

di quanto si é allungatala mollanellaposizione di equilibrio del sistema;

I" equazione del moto del sistema formato dalle due masse;

il periodo delle oscillazioni compiute dal sistema (siadi A che di B).

[ma =2Kkg; mg =2kg; k=200 N/m]

Suggerimento: s scrivano le equazioni del moto di my ed mg, usando ad esempio la variabile x come
spostamento generico della massa mg dalla sua posizione di equilibrio.

H—@@—A ’Q

B
Soluzione:
N4 A
<= T >
Fe
X vMed

Diagrammadi corpo libero per AeB.

a) detto x I’ allungamento dellamolla, la condizione di equilibrio ek x = mgg, dcui:

Mg
k

X= =9,8cm.

b) le equazioni del moto di ciascuna massa sono:



O d?
E’nt—T(x):mB—X

fmeg-T (X) = mBa(X) dt?
T ()~ tx=m,a(x) W g d’x
g (x)-kx=m, ra

per cui I’ equazione globale del sistema, in funzione dell’ allungamento dellamolla, &

d2x+ K (= Mg

dt®  m+my T m+my

la cui soluzione € un moto armonico. Si noti che la variabile x descrive le oscillazioni sia di ma che di
mg attorno alle rispettive posizioni di equilibrio.

+
T:2n1/% -09s

c) il periodo dell’ oscillatore &

Problema riepilogativo

Un’autobotte di massa a vuoto M trasporta una massa mp di acqua distillata lungo tratto di autostrada
piano e rettilineo, senza vento. La velocita dell’ autobotte € inizialmente v, e la forza di attrito statico
agente sulle sue ruote in direzione e verso della velocita é fs. Ad un tratto sul fondo del cassone si apre
una piccola crepa attraverso cui |’ acqua cade al suolo, staccandosi dal cassone con velocita relativa ad
perpendicolare alla strada. La perdita e di Kk litri di acqua al minuto. L’ autista del camion, ignaro
della perdita, tiene fermo il piede sull’ acceleratore, per cui laforzadi attrito statico rimane costante. A
guale velocita si troverail camion dopo un tempo to dall’ inizio della perdita?

[fs= 1 N; mp = 32000 kg; k= 1,2 I/min; p &0) = 1 kg/dm* M = 8000 kg; vo = 72 km/h; t = 15']




Soluzione:

Fissiamo un riferimento solidale con la strada che abbia I’asse x lungo |’ autostrada nel verso della
velocita dell’ autobotte, e |’ asse y verticale diretto verso I’ alto.

Prima che si apra la crepa, si ha semplicemente una massa M + my che si muove a velocita costante,

soggettalungo I’ asse delle ascisse alle sole forze f ed attrito viscoso dell’ aria. Queste due forze devono
ovviamente bilanciarsi, per cui il coefficiente d attrito viscoso 8 d camion nell’ aria e dato da:

d?x
(M +mo)F =0="f,-pv,
cioe

g=": —005kgs

Vo

Quando si apre la crepa, I’ autobotte perde, in un intervallo di tempo infinitesimo dt, la quantita di moto
Vokdt e lamassa kdt. In formula:

(M +m, —kdtlv, [t +dt)- (M +m, v, (t)= —kdty, (t)

Percio lanuova velocita dell’ autobotte (al tempo t + dt) &

(M +m, - kdt)vo (t) —
(M+m, —kd) t+at)

cioe lavelocitarimane inalterata, e |’ accelerazione e nulla, anche seil camion perde quantita di moto.

Il problema puo anche essere risolto utilizzando la forma generale della seconda legge della dinamica,
valida per sistemi amassa variabile:

E=ma+ My
dit

dove m(t) € la massa dell’ autobotte a tempo t dal’inizio della perdita, e la forza totale agente
sull’ autobotte &

F=(f, - pv)R+f,

con f, = forzadi reazione esercitata dall’ acqua sul camion.



Nel riferimento solidale con I’autobotte, la forza di reazione é verticale, per cui non influenza la
componente orizzontale del moto. Inoltre, intale riferimento v = 0, quindi:

f,—fv=ma

(anche a e nulla, ma e solo laforzafittizia).
Lacondizioneinizideé f,— fv, =0, per cui iniziamente a(0) = 0. Ma v(0+dt)=v, +a(0)=v,, cioé

v non cambia, e a(0+dt)= f. _ﬂ\:§0+dt): f. ;n,ﬁvo =0, vale a dire che a rimane nulla. Quindi il

moto resta uniforme con velocita vy.



lIl - Lavoro ed energia.
Conservazione dell’energia.

Il lavoro W compiuto da unaforza F variabile che agisce su un punto materiale spostandolo da un
punto A ad un punto B lungo unalinea y edato da:

W:fﬁmr
Ay

dove dI &lo spostamento infinitesimo lungo il percorso della particella
L’ energiacineticadi unaparticella di massam che si muove con velocita v e data da:

E. Y
2

Il teorema dell’ energia cinetica afferma che il lavoro totale compiuto su un punto materiale dalla
forza risultante per spostarlo da un punto A ad un punto B €& uguae ala variazione di energia
cineticadel punto materiale:

Il lavoro fatto da una forza conservativa su di una particella dipende solo dai due punti di partenzae
di arrivo e non dal cammino percorso dalla particella. Il lavoro fatto da una forza conservativa e
recuperabile, cosa che non e vera per unaforza non conservativa, come |’ attrito.

Associato ad una forza conservativa s introduce il concetto di variazione di energia potenziale.

Sotto I'azione di una forza conservativa F s definisce la variazione di energia potenziale come
I’ opposto del valore del lavoro compiuto dallaforza:

B
AE,=Ey~E, = —{ F Ll

Solo le variazioni dell’ E, sono significative dal punto di vista della fisica, per cui S pud sostituire
Ep(X) con Ep(X) + C, con C costante arbitraria, ogni volta che conviene.

Quando agiscono solo forze conservative, I’ energia meccanica totale E, definita come la somma
delle energie cinetica e potenziale, si conserva:

E=E, +E, = costante.

Se agiscono anche forze non conservative, entrano in gioco altri tipi di energia Quando si
includono tutte le forme denergia, I'energia s conserva sempre (legge di conservazione

dell’energia).
Esempi di forze conservative per le quali si parladi energia potenziae sono:

forza peso e sua energia potenziale. Quest’ ultima vale mgy per una particella posta ad un’altezza 'y
a di sopradi un riferimento orizzontale scelto ad arbitrio.




Forza elastica ( F = —kX );energia potenziale elastica Ep= 1/2kx® per una molla con costante elastica
k, allungata o compressa di unalunghezzax rispetto alla posizione di riposo.

Forza gravitazionale (descritta dala legge di gravitazione universale di Newton).L’energia
potenziale di una particella di massa m dovuta alla forza gravitazionale esercitata su di essa dalla
Terraedatada

dove My e lamassa della Terra ed r la distanza della particella dal centro della Terra (r>=raggio
dellaTerra). Epeo )= 0 eil riferimento di zero per E,.

Problema 1

Un punto materiale di massa m scende (partendo da fermo) lungo la sagoma in figura, che e
opportunamente raccordata nel punto B in modo che la velocita del punto materiale in B cambi in
direzione ma non in modulo. 1l coefficiente di attrito dinamico tra punto materiale e piani vale i .
Sapendo che lavelocita nel tratto BC e costante:

Quanto tempo impiegail punto materiale per scendereda A aC?
Quanto valeil lavoro compiuto dallaforzadi attrito?

Risolvere la parte b) sia usando la definizione di lavoro, siaricordando che il lavoro compiuto dalla
forzadi attrito € uguale alla variazione dell’ energia meccanicatra A e B.

1
[AB=BC=1=2m;a=30° u, =75 g=9,8m/s> m=0,5kg]

Soluzione;



Innanzi tutto calcoliamo B Poiche la velocita nel tratto BC e costante, la forza di attrito uguagliala
componente del peso parallelaaBC:

f4mMgsing = mgeosp

Dacui:

1
thB:_

d
a) L’ accelerazione della massam nel tratto da A aB é datada:
(cosa - p,sina)g =a=5,8m/s.

Quindi il temporichiestodaAaB &

a \ (cosa-py,sina)g

mentrein B lavelocitaé v, = at = 4,6 m/s.
Il tempo t' impiegato per percorrere BC el/ v. =0,4 s, quindi il tempo totalet et =t+ t' =1,2s.

b)Il lavoro compiuto dallaforza di attrito &:
W = p mg(sina +sin6) =7,7J

Oppure, il lavoro compiuto dalla forza di attrito si pud ottenere dalla variazione dell’energia
meccanica:

W = AE = mgl(cosa + cosﬁ)—%mvﬁ =773,

dove mgl(cosa + cos,[i) el’energia potenziale del punto A rispetto al punto C.
Si noti che nel tratto BC variasolo |’ energia potenziale.

Problema 2

Un cavalo tira una dlitta su una strada ripida, coperta di neve. La dlitta ha una massa m ed il
coefficiente di attrito dinamico fra la ditta e la neve e i 4. il cavalo tira paralelamente ala
superficie della strada ed eroga una potenza P:

guanto vale la velocita (costante) massima Vimax con cui il cavallo riesce atirare la ditta?

Che frazione della potenza del cavallo viene spesa per compiere lavoro contro laforza d’ attrito?

Che frazione viene spesa per compiere lavoro contro laforza di gravita?



[pendenzal:7; m=300kg; u 4=0,12; P =746 W]

Soluzione;

Diagramma.di corpo libero

Selavelocita e costante, latensione T della fune vale:
T = u,mgcosé +mgsiné = mg(u, cos6 +siné) = 765 N.

Lapotenza P éil prodotto scalare dellaforza T per lavelocitav, che nel nostro caso sono parallele:
P =Tv=mg(u, cost +sin6 )\,

Quindi:

) Vinax €

P

Vimax = mg(u, cosd + sind)

=0,98 m/s

b) il rapporto fra la potenza dissipata dall’ attrito e quella del cavalo e uguae a rapporto delle
forze:

magldy cosé. _ 1 — 46%.
mgu, cos@ +sind 1+y
Hy
il rapporto frala potenza della gravitae quelladel cavallo e
mgsing - 1 _ 540,
mgu, cosd +sind L Ha
tgé

Problema 3

Un secchio pieno d' acqua di massa complessiva my viene portato da un pozzo nel mezzo di un
cortile fino ala cima di una torre ata h. Essendo pero bucato, quando arriva sulla torre contiene
solo meta dell’ acqua che conteneva inizialmente. Supponendo che la velocita di salita sulla torre e

dm
la perdita in massa o del secchio siano costanti, e che il peso del secchio vuoto possa essere

trascurato, determinareil lavoro compiuto esprimendolo in joule.



[my = 3,78 kg; h =50 m]
Suggerimento:

Si ricordi che, detto x il tratto percorso dal secchio e v lasuavelocita,

dx dt dx dt v
per cui m(x) e unafunzione lineare.
Soluzione:

Osservato che m(x) &€ unafunzione lineare, con m(0) = my e m(h) = my/2, si ha:

m(X)=mo[Et—iB

2h[

Il lavoro € dunque dato da:
- ‘h = hB. XHZH
W—!F@x-{gn(x)@x-n%g'gm ~on HEx

Calcolando I'integrale, si trova:
3
W = mogzh =1389,2J
Problema 4
Una guida ABDEF e tenuta in un piano verticale xy. | tratti AB (di lunghezza h) ed EF sono
rettilinei, mentre il tratto BDE é circolare, di centro C, raggio R, e angolo a centro 172 + 8 . Wh
corpo puntiforme di massam, in grado di scorrere senza attrito lungo la guida, viene rilasciato nel

punto A con velocitainiziale nulla

Determinare la velocita del corpo nei punti B,D,E,F, supponendo che non vi sia attrito lungo tuttala
guida.

Calcolare lareazione della guida nel punto D.

Se il tratto EF presenta un coefficiente di attrito dinamico y 4, dderminare I’ energia cinetica del
corpo nel punto F.

Perche le velocitain B ed in F risultano essere uguali nel quesito a)?



Soluzione;

a) Per il teoremadell’ energiacinetica, in B vae:
%mv@ =mgh

Quindi lavelocitade punto materialein B &

Vg =4/2gh

Il dislivellofraAeD eR+ h, quindi:

%m\/g =mg(h+R)

Vp =/29h+R)

Il didlivellofraAed E é h+ Rcos6 , quindi:

%mvé = mglh + Rcosh)

Ve =4/2g(h + Rcosd)

Il punto materiale si trovain F alla stessa quota che in B, per cui hala stessa energia meccanica (che
in assenza di attrito S conserva) e la stessa energia potenziale, quindi anche la stessa energia
cinetica e la stessavelocita

b) Lareazione vincolare in D deve sia bilanciare per intero il peso del corpo puntiforme, siafornire
laforza centripeta necessaria per mantenere il corpo in traiettoria:



R

= _ mZ 0O 2g(h+R)}.
FN—Eﬂw %—H'nwm—R &

c) Dettal lalunghezza di EF, I’ energia meccanicadel punto materialein F e data dall’ energiatotale
in B diminuita del lavoro compiuto dallaforza di attrito dinamico lungo EF :

E. :%mv; — |y, mgcosd :%mvﬁ

Problema5
Una massam scivola senz’ attrito lungo la guidaindicatain figura. 1l raggio della circonferenzae R.
Se lamassa parte dafermadal punto B (AB = 5R), quanto vale la reazione vincolare nel punto P?

Qua e I'altezza minima da cui deve partire la massa affinché, nella posizione O, la reazione
vincolare sianulla?

Quesito: Riscrivere le domande a) e b) supponendo di studiare il problema nel sistema di
riferimento non inerziale associato ala massa

B

5R

Soluzione;

a) In un riferimento inerziale, la reazione vincolare in P deve solamente fornire |la forza centripeta
che mantiene min traiettoria

mv,
R

F, =

Presa come quota di riferimento per I’energia potenziale quella del punto A, dalla conservazione
dell’ energiameccanica s trova

mv
2

=mgoR - mgR=4mgR

Dacui:



F, =8mg

b) In un riferimento inerziale, la reazione vincolare in O € nulla se la forza centripeta che mantiene
min traiettoria e fornitainteramente dalla gravita:

Detta x I|'altezza cercata, e sostituendo nell’equazione di conservazione dell’energia

( m;/é +2mgR= mgXx):

ngR +2mgR= mgx

ciog:

:E+2R:§R
2 2

a) Nel riferimento non inerziale solidale con m, la reazione vincolare in P deve solamente
equilibrare la forza centrifuga per mantenere m in traiettoria. Cio porta ad un calcolo identico a
guello gia svolto, perche I’unica differenza tra forza centrifuga e centripeta € un segno che non
influisce sul calcolo medesimo.

b) Nel riferimento non inerziale solidale con m, la reazione vincolare in O & nulla se la forza
centrifuga agente su m € equilibrata interamente dalla gravita. Ancora una volta, e per 1o stesso
motivo del punto @), il calcolo e identico a quello gia svolto nel riferimento inerziae.

Problema 6

Il sistemaindicato in figura (macchina di Atwood) & inizialmente a riposo con lamassam, aterrae
la massa mg ad altezza h daterra. Determinare la velocita con cui mp tocca terra e la tensione della
fune, trascurando I’ attrito e |’ inerzia della carrucola

Suggerimento: Questo problema, analogo a n° 7 del capitolo |1, pud essere risolto utilizzando la

legge di conservazione dell’ energia meccanica. Per calcolare la tensione della fune € comungue
necessario scrivere I’ equazione di corpo libero per una delle due masse.

L0 0




Soluzione:
Equazioni di corpo libero:

m,g - T =mga

T -mg=ma
Risolvendo il sistema, si troval’ accelerazione di A e B (in modul0):

_ Mg —M,
mg + M,

a

Quindi latensione dellafune &

2m;

T :mA(a+g):mAgm
B A

Poiché il moto delle due masse € uniformemente accelerato con velocita iniziale nulla, la velocita
termindedi B &

m; —My
Mg + M,

v=+2ah= |2 gh

Si puo determinare v anche dalla conservazione dell’ energia, osservando che inizialmente le energie
cinetiche sono nulle e I’ energia potenziale del sistema, rispetto a suolo, € mggh, mentre allafine le
due masse hanno velocita di ugual modulo:

mggh = mAgh+WV2

ciog:

U= \/2(m3 —m, Jgh

mA +mB



Problema 7

Un pendolo di lunghezza L oscilla in un piano verticale. La corda urta un piolo fissato ad una
distanzad al di sotto del punto di sospensione (vedere figura)

Seil pendolo e lasciato libero da un’atezza h al di sotto del piolo, quale atezza h* raggiunge dopo
aver urtato il piolo?

Se il pendolo € lasciato libero dalla posizione orizzontale (6 =90°) e descrive una circonferenza
completa centrata nel piolo, quale deve essereil valore minimo di d?

P X

Soluzione:
a) Per conservazione dell’ energia, h* = h.
b) Conservazione dell’ energianel punto P (figura):
mgL= mg2(L —d)+%mv2
In P laforza centripeta deve essere ameno uguale alla gravita:
mg = ]
quindi:
mgL = mg2(L —d)+%mg(L ~d)

Sviluppando i calcoli:

10



Problema 8

Un estremo di una molla priva di massa € posto su di una superficie piatta, con I’altro estremo che
punta verso I’ato(vedi fig. 1a). Una massa . € posta delicatamente sopra la molla e permette di
comprimere la molla di x; , ad una nuova posizione di equilibrio (fig. 1b). Successivamente, la
massa My viene rimossa e sostituita con una massa m,. La molla e poi compressa con le mani
cosicche I’ estremo dellamolla si trova in una posizione x; rispetto ala posizione originae di riposo
(quella occupata dalla molla senza nessuna massa appoggiata)(vedi fig. 1c). La molla € poi
rilasciata.

Quanto vale la costante k della molla?
Qual e lamassima energia cinetica della massa?
[m =1,0kg; my=2,0kg; X, = 17 cm; X, = 42 cm]

Quesito: risolvereil problema sia scrivendo |’ equazione del moto del punto materiale, sia scrivendo
la conservazione dell’ energia meccanica.

Soluzione;

a) Riferital’ energia potenziale gravitazionale all’ asse delle ascisse (figura), la costante elastica della
mollavale:

k="49 _576N/m
Xl

b) Per conservazione dell’energia, la massima energia cinetica della massa m, corrisponde alla
minima energia potenziae. L’ energia potenziale ha un andamento parabolico:

mg

— 1 2 — 2

E, —Ekx -m,gx = X, X —m,gx
Questa parabola hail verticein:
D * - ng - mZXl
STk T m,
D 2 2 2
m; g . - mg_  __Mg

p min 1 1 1

EE 2m, m, 2m,
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L’ energiatotale € datada:

Ecmax = Emecc_ Epmin = Epiniz - Epmin
quindi I’ energia cineticamassima €:
E :lkxj—m X, +@x =82 _m gx +@x =0,2J
cmax 2 2 2ml 1 2X1 2 2 2 2ml 1 !

Il problema puo essere risolto anche utilizzando direttamente I’ equazione del moto:
m, X +kx=m,g

Lasoluzione generale €

x = Aser(at +¢)+%

N . m
(si noti che x™ = 29

& lasoluzione di equilibrio dell’ equazione del moto, mentre Aser{(at+¢) &

I’ oscillazione generica: lamolla oscilla attorno ala posizione di equilibrio x* anziché attorno ad x =
0).
Imponendo le condizioni iniziali:

(0)= Asenp+ m;g =X,

Si ottiene:

ove:

Lavelocitae massmaper sen w t=10-1, cioé quando I’ energiacineticavale:

_1 2 _Mg :1 _Mgt
E. =5 mw [B<2 k[g 2|<[EL<2 k[g 0,213
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IV - Conservazione della quantita di moto; sistemi a piu corpi ed urti

Per una particellasi definisce quantita di moto la grandezza:

p=nmv.
La seconda legge delladinamica, nella suaforma piu generale, si scrive:

E=

o
2|8

dove F &laforzatotale agente sulla particella.
L’impulso di una forza che agisce per breve tempo su una particella (forza impulsiva) si definisce
come:

t
r:,['fdt: P; =P =Ap,
¢

cioé I'impulso di una forza impulsiva & uguale ala variazione della quantita di moto della particella
Per un sistema di particelle o per un corpo esteso (distribuzione continua di materia) il centro di massa
(CM) si definisce come:

_Zm& _me _Zmz

XCM M ’ yCM M ’ ZCM M

dove m; e lamassa dell’i-esima particella di coordinate (x;, Vi, z) in un sistema di riferimento inerziale
ed M élamassatotale del sistema.
Oppure, nel caso di un corpo esteso:

1 1 1
Xem = V-!/I- xdm, Yom = V-!/I- ydm, Zey = V{ zdm

Il teorema del centro di massa (o 1% equazione cardinale della dinamica dei sistemi) & scritto come:

Ma,, = F°

ossia il centro di massa si muove come una particella singola di massa M sulla quale agisce la stessa

forza esternarisultante F® .
Per un sistema di particelle, laquantita di moto totale &:

P= vai = MV, = |30M

Il teorema del centro di massasi puo scrivere anche:



d_P: =)
dt

Quando la forza risultante esterna per un sistema € zero (sistema isolato), la quantita di moto totale
resta costante (legge di conservazione della quantita di moto di un sistema isolato).

La legge di conservazione della quantita di moto € molto utile nel trattare la classe di fenomeni noti
come urti.

In un’urto, due o piu corpi interagiscono tra loro per un tempo molto breve con una forza molto grande
rispetto ale altre, sicché si pud considerare il sistema isolato. Pertanto negli urti la quantita di moto
totale si conserva. Anche |’ energia totale si conserva, ma guesta conservazione pud non essere utile a
risolvereil problema se avvengono trasformazioni di energia da cineticaanon cinetica

Un urto che conserval’ energia cineticatotale del sistema prende il nome di urto elastico.

Invece, un urto che non conserval’ energia cineticatotale del sistemasi dice anelastico.

Se a seguito dell’urto i due corpi restano attaccati tra loro, formando un corpo unico, I'urto si dice
completamente anel astico.

Problema 1

Un proiettile di massa 2m, lanciato dal suolo con una certa angolazione, quando raggiunge I’ apice della
traiettoria esplode in due frammenti di egual massam.

Sapendo che uno dei due frammenti torna a punto di partenza ripercorrendo la traiettoria iniziale,
determinare laposizionein cui cade I’ atro e stabilire se toccano 0 meno terra nello stesso istante.

Suggerimento: la quantitadi moto si conserva.

Soluzione;

Il moto del centro di massa del sistema delle due parti in cui s e diviso il proiettile € la continuazione
del moto del proiettile integro. | due frammenti toccano terra nello stesso istante perché la componente
verticale del moto € la stessa per entrambi. Detta v la componente orizzontale della velocita del



proiettile, nel punto culminante la sua quantita di moto e orizzontale e vale 2mv.La velocita del
frammento che torna indietro, nell’istante dell’ esplosione, € - vy quindi la sua quantita di moto vale -
mvy, € quella dell’altro frammento deve essere 2 mvy -(- mvy) = 3 mvi. Quindi il secondo frammento
parte con velocita 3 Vy.

Detto t il tempo di volo, il frammento chetornaa punto di partenza percorre la distanza:

O0O=vt=a
mentre il frammento che prosegue percorre:
O'A=3v,t=3a
ed il centro di massa:
OA=vt=a

[l frammento che prosegue cade dunquein A’ con ascissa 4a.

Problema 2

Una chiatta di massa M e lunghezza L e ferma in acqua tranquilla, senza alcun ancoraggio, con un
estremo A a contatto con la parete del molo (figura). In questa situazione un uomo di massam sta sulla
chiatta all’altezza del suo estremo opposto B. Ad un certo punto I’uomo comincia a camminare ed
arriva all’ estremo A, dove si ferma. Se si trascural’ attrito della chiatta sull’ acqua, di quanto si allontana
I’ estremo A dal molo?

[M=150kg; L=5m; m=75kq]

Suggerimento: lo spostamento della barca rispetto alla banchina e uguale a quello del centro di massa
rispetto alla barca

Soluzione 1:

Poiche il sistema € isolato, la quantita di moto totale rimane nulla, vale a dire che il centro di massa
rimane fermo, rispetto alla banchina. L’ ascissa del centro di massa soddisfainiziamente a:



L
_Mgo+mal | (v +2m)

o T meM)g oM +m)

Dettax I’ ascissafinaedi A, I’ ascissadel centro di massa soddisfa (allafine):

xmg+MgB#+xH x(m+M)+M L M L
o (m+M)g m+M m+ M

Uguagliando i secondi membri delle due equazioni si ottiene:

mL+ M L M L
=X+ 2
m+M m+M
cio&:
x=—" _g67m
m+
Soluzione 2;

Si ricordi cheil sistemaéisolato (soluzione 1).
Posto:

Vv, = velocita dell’ uomo rispetto alla banchina (massa m)
Vv, = velocita della barca rispetto alla banchina (massa M)

vale

cio&

Lo spazio percorso dall’ uomo €



Lo spazio percorso dallabarca &

X; = Vi) x| :M|X1|

ma

X+, =+ o] =L
Quindi:

x/=L-—"_ -333m
M +m
La posizione dell’ uomo rispetto alla banchina &
L-|x| =1,67m.

Soluzione 3:

Dette v la velocita (negativa) dell’uomo (che ha massa m) e V la velocita della barca(di massa M)
rispetto alla banchina, vale:

MV +mv=0
Ma, detta v, lavelocitadell’uomo relativadlabarca, &
v=yv, +V

Quindi:

Nel tempo t in cui I’uomo percorre L con velocitarelativa allabarca v, il centro di massa dellabarcasi
spostadi x (distanzafinale di A dallabanchina):

L §M+m
t ot

m



Quindi:

X=L =1,67 m.

+m

Problema 3

Un bambino, in piedi su una ditta A di massa m,, avvicina a s una seconda dlitta B di massa mg
tirandola mediante una fune di massa trascurabile fissata alla dlitta B. Le due dlitte, inizialmente ferme,
Si muovono su un piano orizzontale con coefficiente di attrito dinamico i 4 taditte e suolo.

Qual el’accelerazione acy del centro di massadel sistema formato dalle due dlitte?

Sein un riferimento inerziale |’ accelerazione ag della dlitta B € in modulo doppia dell’ accel erazione aa
delladitta A, quanto vale laforza Fag che il bambino esercita sullafune (tensione della fune)?

[ma=50kg; mg =42 kg; 4 ¢=0,2]

Suggerimento: disegnareil diagrammadi corpo libero del sistema dlitte-bambino

Soluzione;

a) Equazione del moto del centro di massa:
(. +m i, = F
con |aforza esterna data dalla risultante degli attriti F &) = F, + F, . Quindi:
(mA +tmg )écm = IEA + lEB
Essendo il problema monodimensionale:
(M, +mg Jacy =Fa—Fs

cioe



— FA_FB — NA_N
M (my+mg)  (my+m

By, =017 m/s’
2)

daB verso A.
b) Per definizione di centro di massasi puo scrivere:

(mA + rnB )aCM = mAéA + mBé'B
che, nell’ipotesi |a,| = 2/a,|, comporta:

(mA +tmg )aCM = (ZmB —my )aA
cioé

m, +m
aA: A B
2mg —m,

acy =0,5m/s
lag| =2, =0,9 M/’
Note le accelerazioni, lo sono anche le forze:

Mmgag = FBA - FB
My, =Fy—Fg

OVVEro:
[(Fga = Fg tmya,
AB = mAaA + I:A
che fornisce:
Fa =Fga =1235N
Problema 4

Un cannone di massa M spara orizzontalmente, dalla sommita di unatorre di atezza h, un proiettile di
massa m e velocita vp che raggiunge il suolo ad una distanza D dalla base della torre (fig. 1).



Trascurando |a resistenza dell’ aria, calcolare in termini di D laforza F orizzontale e costante che un
sistema di ammortizzatori deve esercitare sul cannone affinché, per il rinculo, arretri di un tratto d
primadi fermarsi.

Suggerimento: laguantitadi moto si conserva

Soluzione;

Moto del proietto:

Risolvendo il sistema, S trova vo:
V, =

Laquantitadi moto iniziale di rinculo del cannone, per la conservazione della quantita di moto, € Mv =
M\Vp.
L’energiacineticainiziale del cannone e data dal l1avoro compiuto dalla forza costante nel tratto d:

(my,)* _ m*gD?
2M 4Mh

Fd =

elaforzae dunque:

e - (my, ) _ m*gD?
2Md 4Mhd




Problema 5
In un incrocio un’ automobile A di massa ma urta un’automobile B di massa mg. | rilievi della polizia
rivelano che, subito prima dell’ urto, I’automobile A viaggiava verso est, mentre B era diretta a nord

(figura). Dopo I'urto, i rottami delle due auto sono rimasti uniti ed i loro pneumatici hanno lasciato
strisciate di slittamento lunghe d in direzione a pimadi arrestarsi.

Cacolarele velocita v, e Vg di ciascuna automobile prima dell’ urto.

Una delle automobili superavail limite legale di velocita v, ?

Si supponga che le ruote di entrambe le automobili siano rimaste bloccate dopo I'urto e che il
coefficiente di attrito dinamico frale ruote bloccate e la pavimentazione sia g.

[ma=1100 kg; mg = 1300 kg; d=18,7 m; vp. =90 km/h; ¢ =30° daest verso nord; i 4 =080]

Suggerimento: la conservazione della quantita di moto e unarelazione vettoriale

<l
>

Soluzione;

a) L’urto é completamente anelastico, per cui la quantita di moto si conserva, mentre |’ energia cinetica
no.

Il modulo v' dellavelocita subito dopo I’ urto, si calcola dalle strisciate (I’ energia cinetica dopo I’ urto &
stata dissipata dall’ attrito):



(m, +mg oz, =, +my )
CiOé:
v=,2gu,d =17 m/s
D’ altra parte, la conservazione della quantita di moto si scrive (per componenti):

|:rnAVA = (mA + mB )\/’ cosa
[rnBVB = (mA + mB )\/,Sem

da cui:
V, = mv’cosa =32,3m/s=116,5 km/h
mA
diretta verso est,
Vg = %v'sena = 15,8 m/s = 56,9 km/h
B

diretta verso nord.

b) L’ auto A superavail limite dei 90 km/h.

Problema 6

Il corpo A mostrato in figura, di massa M, e struttura prismatica, appoggiato su un piano orizzontale
liscio, viene colpito da un corpo puntiforme B di massa Mg e velocita |\70| . Sapendo che dopo I'urto il

corpo B rimbal za verticalmente raggiungendo |’ altezza h rispetto a punto di impatto mentre A trasla sul
piano di appoggio, si determinino ladirezione ed il verso del vettore V,,.

Si supponga che I’ urto sia el astico.

[Ma =100 kg; Mg =50 g; |[V,| =5 m/s; h =80 cm]

Suggerimento: la componente orizzontale della quantita di moto si conserva, quella verticale no



Soluzione;

In questo problema si conservano la componente orizzontale della quantita di moto e I’ energia, per cui,
dette va e vg le velocita di A e B subito dopo I’ urto, vale:

El\/l gV, COSE =M v,

=M VZZEM v2+1M VA
Dz BY0 2 BB 2 AYA
(1 2

EEMBVB :Mth

oved el'angolo di impatto mostrato in figura, mentre la terza equazione vale per il moto di B dopo
I"urto.
Sostituendo la terza equazione nella seconda, si ricava:

H\/I gV, COSE =M v,

%M sVE = Mth+%MAvf\

equindi:

cosg= VMM AlE ~200) _ M, (5 -20h) _ oo
M .V, M V2 ’

6=30,3°



V - Meccanica rotazionale del corpo rigido

Un corpo rigido puo ruotare oltre che traslare. 11 moto traslatorio € descritto specificando quello del
centro di massa.

Rotazione intorno ad un asse fisso.

Quando un corpo rigido (idealizzato come un insieme di punti materiali le cui mutue distanze sono
fisse) ruota intorno ad un asse fisso, ogni suo punto e fermo rispetto agli altri. Pertanto le rotazioni
intorno ad un asse fisso S possono descrivere mediante un solo angolo & :Seun punto ruotadi @ , g
altri sono costretti aruotare dello stesso angolo.

Di conseguenza, tutti i punti del corpo rigido hanno la stessa vel ocita angolare:

dé
w=——
dt

e la stessa accel erazione angolare:

_dw _d?%6
Q=—=——
dt dt?

Sia & che g sono vettori con la direzione dell’ asse di rotazione (preso di solito come asse z) ed il

verso dato dalla regola della mano destra.
Si definisce momento d'inerzia del corpo rigido rispetto all’ asse di rotazione la grandezza:

IzzmiRiz

dove R; éladistanza dall’ asse del punto m.
La definizione pud essere estesa ad un corpo continuo:

| :JA’dem

Uno strumento utile per la valutazione del momento d’inerzia € il teorema di Huygens-Steiner (0
dell’ asse parallelo). Questo teorema afferma che il momento d’inerzia di un corpo rispetto ad un
asse qualsias é dato da:

| =1, +Md?

dove Icu € il momento d'inerzia rispetto all’ asse parallelo a quello dato e passante per il centro di
massa, M lamassa del corpo ad ladistanzatrai due assi.

Il momento angolare (0 momento della quantita di moto) L, di un corpo in rotazione attorno
all’ asse fisso z e dato da:

Per rotazioni di un corpo rigido simmetrico attorno ad un asse di ssmmetria, il momento angolare &



L=l«

Quando un corpo rigido ruota attorno ad un asse che non & di simmetria, il momento angolare L
puo non essere parallelo e concorde rispetto alavelocita angolare & nel qual caso il corpo € in una
condizione di squilibrio dinamico e la direzione del momento angolare L varianel tempo (anche se
& & costante: & questo il caso dellaprecessionedi L ).

Il teorema del momento angolare (2* equazione cardinale della dinamica dei sistemi di punti) &,
nellaforma piu semplice:

d_E M(E)

dt

con M ® momento totale delle forze esterne calcolato rispetto a polo O. Anche L & calcolato
rispetto allo stesso polo. Il polo O deve essere fisso rispetto a riferimento scelto.

Nei moti di rotazione attorno ad un asse fisso il concetto di forza € letteralmente sostituito da
guello di momento della forza, quello di massa dal momento d'inerzia, e I'accelerazione € quella
angolare. Tra queste grandezze vige infatti un’analoga relazione che lega forza, massa ed
accelerazione:

M ) =%(| W)= ,a

Se M® & costante, alloraanche a & costante e le equazioni del moto rotatorio divengono:

]

Lr = costante
[]

[Ww=w, +at
]

(=6, +a)0t+%at2

|

W =w? +2a6-6,)

dovew oef osono i vaori inizidi (t = to = 0) della velocita angolare e dell’ angolo che definisce la
posizione iniziale. Queste equazioni sono analoghe a quelle del moto rettilineo uniforme in una
dimensione.

L’ energia cineticadi rotazione di un corpo rigido che ruota attorno ad un asse fisso z &

mentre il lavoro fatto dal momento M ® assume laforma:




w :jM§E>d0

Se M,® & costante, allora W=MP(8-6,)
Il teoremalavoro — energia & dato da:

[

W =JM§E’d9 =E, - E,

Seil momento risultante delle forze agenti sul corpo & nullo, cioé dL/dt =0, allora:

—

L = costante.

Questa e la legge di conservazione del momento angolare per un corpo in rotazione. Se il momento
d’inerzia e costante (come per un singolo corpo rigido) la conservazione del momento angolare
equivale all’ affermazione che lavelocita angolare & € costante nel tempo.
Per sistemi pit complessi, in cui il momento d’inerzia puo variare (basta che ci siano due corpi
rigidi interagenti), la conservazione del momento angolare & uno strumento potente nella soluzione
di problemi e puo caratterizzare il sistema dinamico ad ogni istante.

[l momento risultante delle forze esterne

M (B = Z(ﬁ x,fi(E))

sara automaticamente nullo per i sistemi isolati, ma pud essere nullo anche quando F® #0,
essendo in tal caso essenziale la sceltadel polo rispetto al quale si calcolano i momenti delle forze.

Rototrasl azione senza strisciamento.

Nel rotolamento il moto traslatorio € combinato con quello rotatorio. Oggetti con raggio r che
rotolano senza strisciare hanno la velocita angolare w davelocita del centro di massa vew legate
dallarelazione:

Vey =T

L’ energia cinetica di un corpo che rotola senza strisciare € la somma della sua energia cinetica
rotazionale attorno all’ asse di rotazione baricentrico e di quellatraslazionale del centro di massa:

E :%(ICM + Mr2 J? :%ICMwZ +%MVEM

c

Staticadd corpo rigido.

La statica puo essere vista come un caso limite della dinamica: quello in cui "tutto € fermo", anche
seci sono forze.
Le condizioni da applicare sono quindi due:



> F® =0 per non avere moti di traslazione
I

Z rxF® =0 per sopprimere le rotazioni
1

Per applicare queste condizioni € necessario conoscere non solo le forze esterne, ma anche i loro
punti di applicazione. La gravita agisce come se fosse applicata a centro di massa del corpo rigido.
Il polo rispetto a quale si calcolano i momenti delle forze deve essere scelto con cura, onde
semplificare al massimo la risoluzione del problema Conviene anche scegliere un riferimento
cartesiano opportuno: ale due equazioni vettoriali dell’equilibrio corrispondono sei equazioni
scalari.

Problema 1

Determinare le lunghezze dei pendoli semplici aventi medesimo periodo di oscillazione di due
pendoli composti quadrati di lato | e vincolati a ruotare attorno all’ asse orizzontale passante per il
punto medio di uno dei lati e perpendicolare a questo | ato.

| due quadrati sono formati:

uno da quattro masse puntiformi uguali collocate nel vertici ed unite da asticelle rigide di massa
trascurabile

I’ altro da quattro aste rigide omogenee ed uguali.
Come cambierebbero i risultati se i pendoli fossero vincolati a ruotare attorno ad uno dei lati del

quadrato?
Indicare con mlamassatotale del pendolo.

Suggerimento: il periodo di un pendolo composto &

[
T=2m|—2"
mgd

con I, momento d'inerzia del pendolo rispetto all’asse di oscillazione e d distanza del centro di
massa dall’ asse.




® @
a) b)
® o —
® @
a) b')
Soluzione:

Asse perpendicolare a piano del foglio (fig. @) e b)):

detti 1, il momento d’inerzia delle masse puntiformi e I quello delle aste omogenee, si trova:

. :m@g+%g+glz+glzgzgmlz

Per lavalutazione di | si € prima calcolato il momento d’inerzia rispetto a centro di massa e poi si
e utilizzato il teorema dell’ asse parallelo.
Il braccio dellaforza peso e ladistanzad del centro di massadall’ asse:

d :I_
2
Il periodo del pendolo &
0 I I’
[T, =2m, | —— =2m il:271/—p
E mgd 29 g
ELI'C:27T . =2 7—|=27T|—°
H mgd 69 g

con Ty, Te, I'p, I'c periodi e lunghezze dei pendoli semplici equivalenti.
Quindi:



©
ol p|lw

imymfmlinile)

Asse orizzontale passante per il punto medio di uno del lati(fig. &) eb’)):
detti 1, il momento d’inerzia delle masse puntiformi e I quello delle aste omogenee, si trova:

gp =2z =Ly
4 2

0 2 2 2
Dc =2 |_+m|_ ml_:im|2
H 412 4 4 4 12

Per lavautazione di I si € prima calcolato il momento d’inerzia rispetto al centro di massa e poi S
e utilizzato il teorema dell’ asse parallelo.
Il braccio dellaforza peso € ladistanzad del centro di massa dall’ asse:

Il periodo del pendolo €&:

I
N
S

I
N
N
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con Ty, Te, I'p, I'c periodi e lunghezze dei pendoli semplici equivalenti.
Quindi:

©

grlan=!
i
o|a

Problema 2

Due corpi sono appesi mediante fili ideali a due pulegge solidali fra loro e girevoli attorno ad un
asse comune, come illustrato in figura. 11 momento d'inerzia complessivo e | ed i raggi dei dischi
sono Ry ed Ry. | fili non dlittano nelle gole delle pulegge.

a) notamy, S trovi m, tale cheil sistemasiain equilibrio



b) posta delicatamente una massa mz sopra my, S trovino |” accelerazione angolare dei dischi e le
tensioni dei fili.

[my =24 kg, mg=12kg; Ry =1,2m; R, = 0,4 m; | = 40 kgm?]

Suggerimento: utilizzarei momenti delle forze.

Soluzione:
a) Lacondizione di equilibrio &
mgR =m,gR,

dacui:

m, ml% =72 Kkg.
2

b) Le equazioni del moto del sistema dopo I’ aggiunta di mz sopra ny, Sono:

(m, +my)g =T, = (m, +m, ),

2 ~M,g=m,a,

T,-RT,=la
0

= -2

H R R

ciog, eiminando le accelerazioni lineari:

T, + (my, + my )R = (m, +my)g
t, = msza:ng

HRT, -R,T, - 1a=0

Risolvendo il sistema, s trova:



DT (rnl+rns)(m2R22+m2R2Rl +I)g:294N

0Ty my)R? + R + |
2
0. (m+m)R’+m,R: +1
] _
m: (rnl+m3)R1 m2R2 g ::L4rad/§

A (m +m )R +m,RS +1

Problema 3

Unaruotadi Prandtl (figura) € formata da un disco di raggio R e massa M e da un cilindro di raggio

r e momento d'inerzia trascurabile rispetto all’asse di rotazione. Non c'e attrito ed il filo

inestensibile non dlitta sull’abero. All’istante t = 0, la massa m, inizidmente in quiete, viene

|asciata scendere.

a) Cacolareil tempo ty affinché lamassa m percorral’ atezza h.

b) Calcolareil numero corrispondente di giri compiuti dallaruota.

¢) Sul bordo della ruota e attaccato un magnetino di massa my e dimensioni trascurabili che
esercitaunaforza F sul disco. Verificare se a tempo to il magnetino & ancora attaccato a disco.

[M=05kg; R=02m;r=2cm;m=1kg; h=2m; mp=0,01kg; F=5N]

Suggerimento: il momento d’inerzia del magnetino e trascurabile. Quando la ruota € in rotazione
sul magnetino agisce laforza centrifuga

Soluzione:
a) Momento d’'inerzial dellaruotadi Prandtl:
| =MR? = 0,01 kgm®

Equazioni del moto del sistema (a = accelerazionedi m, T = tensione del filo, @ =axderazione
angolare):



Cmg-T =ma
El'rzla

0

=2

o r

Eliminando |’ accelerazione angolare e latensione del filo:
a
mgr=mar+ | —
r
cioe:

mr?

mr? + |

2
tO: 2_h: 2_hmr :l :3’23
a \g mr

b) Il numero di giri n efornito da un puro calcolo geometrico:

g

Dunque:

n :L =15,9giri.
27r

¢) Il momento d'inerzia del magnetino é trascurabile rispetto a quello della ruota di Prandtl, quindi
non ne ateralavelocita di rotazione. Percio, laforza centrifuga agente sul magnetino €

2
myw’R=m, _(a’:) =75N

per cui il magnetino si e gia staccato. Si pud usare anche la conservazione dell’ energia:

W 1 1 1 1 v?
h=—mVv’ +Zlw* ==mVv> + =1 —
%nog Zmo 2 ZmO 2 r?

E M, ;
ciog:

2m,ghr

2

=7,5N



Problema 4

Nel sistema indicato in figura la molla, di massa trascurabile, ha costante elastica k; la carrucola,
costituita da un cilindro omogeneo di massa M e raggio R, ruota senza attrito attorno all’asse O
disposto orizzontalmente. 1l filo che collega la molla, un cui estremo é fissato A, ala massam, e
inestensibile, di massa trascurabile e non dlitta sulla carrucola.

a) Cacolarel’alungamento X, dellamollain condizioni di equilibrio.

b) Calcolareil periodo delle piccole oscillazioni della massam nel suo moto verticale.

Suggerimento: scrivere |I’equazione del moto verticale della massa m e quella della rotazione del
cilindro intorno all’ asse fisso.

- "

Soluzione;

Detto x lo scostamento della molla dalla posizione di equilibrio (che € anche I’ alungamento della
molla), positivo verso il basso, s ha:

OO0ghERg
I
|

dacui:

Questa e |’ equazione dell’ oscill atore armonico forzato:

M +2m
X + kx=mg

10



a) All’equilibrio X =0, per cui:

b) La soluzione é data dalla somma dell’ oscillazione libera e della soluzione al’ equilibrio Xo.
Il periodo e percio lo stesso dell’ oscillatore libero:

T =2 [2M*M
—

Problema 5

Un corpo rigido € cosgtituito da tre sharrette sottili identiche di massa m e lunghezza |, collegate fra
loro a formare una H (figura). Il corpo puo ruotare attorno ad un asse orizzontale passante per una
delle gambe della H. Partendo da fermo con la H in un piano orizzontale, il corpo ruota sotto
I’ azione della forza peso. Determinare la velocita angolare del corpo nel momento in cui il piano
dell’H éverticale.

Suggerimento: calcolare il momento d’inerziatotale.

}“’ I

Soluzione:

Il braccio dellaforza gravitazionale € la distanza del centro di massa dall’ asse, che, essendo il corpo
omogeneo, coincide con il centro geometrico e vale percio 1/2.
Detto | il momento d'inerzia, vale:

:Emlz +ml? :fmlz
3 3

Alloralaconservazione dell’ energiasi scrive:

11



cio&

2V 1

Problema 6

Una ruota di massa m e raggio r e assimilabile ad un disco omogeneo e ruota senza attrito in un
piano verticale attorno ad un asse fisso passante per il suo centro con una velocita angolare w . B
fermarelaruota, si preme un pattino contro il suo bordo esercitando unaforzaradiale F. Se primadi
fermarsi laruota compie n giri, qual éil coefficiente d' attrito 1 ,frail pattino ed il bordo dellaruota?
[m=1,4kg; r=23,0cm; w =840 giri/min; F =130,0 N; n=2,8]

Suggerimento: Calcolare il lavoro della forza di attrito e uguagliarlo alla variazione di energia
cineticadellaruota.

Soluzione:

Teorema dell’ energia cinetica:
% |w® = pFr2m

Dovel eil momento d'inerzia della ruota. Quindi:

lw? mrw?

U= = = 0’27
4rnFr  8rnF

Problema 7

Un sottile tubo rigido ed omogeneo, di massa M, ha a suo centro un cilindretto molto corto di
massa m (da considerarsi puntiforme) e diametro appena inferiore a quello del tubo. Il cilindretto
pud scorrere senza attrito dentro a tubo. Inizialmente il sistema ruota senza attrito con velocita
angolare w o intorno ad un asse verticale baricentrico. Ad un certo momento, per una lievissima
perturbazione (vedere figura), il cilindretto si sposta dalla posizione iniziale e viene espulso dal

12



tubo. In assenza di forze esterne, qual € la velocita angolare w @ tubo, quando il cilindretto
fuoriesce?

Suggerimento: Il momento d'inerzia del tubo sottile rispetto ad un diametro centrale pud essere
assimilato aquello di una sbarrettarigida.

Wo

S

Soluzione:

Conservazione del momento angolare:

|2
4

Dovel eil momento d’inerzia del tubo:

| = MI 2
12
Maadlora
la, M
a): 5 = wO
I M +3m
| +m—
4
Problema 8

Su una piattaforma circolare omogenea inizialmente ferma in posizione orizzontale di massa M e
raggio R, girevole senza attrito attorno all’ asse verticale centrale z, stafermo a distanzar dal centro
un uomo di massa m (vedi figura). Ad un certo istante I’'uomo comincia a correre lungo la

circonferenza di raggio r con velocita V' rispetto alla piattaforma. Determinare la velocita angolare
@ 00N cui ruota la piattaforma.

Suggerimento: w echiaramente misuratain un riferimento inerziale.

13



Soluzione:

Dettaw ylavelocita angolare dell’uomo in un riferimento inerziale, vale:
'=Fx(@, - @

u

E’nrza)u ~Ivrew=0
2
con & ed &, di verso opposto. Passando a moduli nella prima egquazione:
=r(w, +w)
E’nrzwu ~IvrRiw=0
2
Dacio s ottiene:

mrv

Hnrz + LRz H
C 2 T

Problema 9

La porta rettangolare mostrata in figura ha massa M, lati di lunghezzaa e b ed e vincolata a ruotare
in un piano verticale attorno al lato maggiore b. La porta, inizialmente ferma, viene colpita
orizzontalmente da un proiettile di massam e dimensioni trascurabili, ad una distanza d dal suo asse
di rotazione. La velocita del proiettile prima dell’ urto € v ed esso si conficca nella porta. Sapendo
che il momento delle forze d’ attrito vale My, determinare:

a) Laveocitaangolarew con cui la portaruota subito dopo I’ urto.

b) L’angolo totaledi rotazione & ddlaportadovuto all’ urto.

[M=2kg,a=15m;b=2m; m=50g; dzga;v:30m/s; Mf:%Nm]

Suggerimento: il momento d’inerzia della porta rispetto ad un asse parallelo a quello specificato e

passante per il baricentro vale | :1—12Ma2.
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Soluzione;

Momento d'inerziainiziale della portarispetto all’ asse b:
1
=1, +MPBH = ya?
i 0 [2[ 3
Momento d'inerziafinale (dopo I’ urto) della porta rispetto all’ asse b:
|, = |O+MBQEET :1(3M +4m)a’
C30C 9
a) Conservazione del momento angolare:
2
mv—a=1,w

cio&

2a emv
w=mv

= =0,97 rad/s
31,  a(3M +4m)

b) Teorema dell’ energia cinetica:

1Ifa)Z:Mfé?
2
Vaeadire
| wZ 2.,2
=Y — 2V _5igrad
2M,  (3M +4m)M
Problema 10

Un disco omogeneo di massa M e raggio R, iniziamente fermo, é libero di ruotare senza attrito
attorno ad un asse fisso z orizzontal e passante per il suo centro O. Un proiettile puntiforme di massa
m viene lanciato con velocita vo (nel piano del disco) contro il disco, e lo urta in un punto P

15



individuato da un angolo 8 Inseguito al’urto il proiettile rimbalza con velocitaVv' o in una direzione

cheformacon laradialein P il medesimo angolo 8 .Rdto chel’ urto sia elastico, determinare:
¢) Laveocitaangolarew dd disco dopo I’ urto.
d) il rapporto fralamassadel proiettile me quelladel disco M.

[R=30cm; vo=30m/s, 8 =60° Vo =2m/g

Suggerimento: 1l sistema e formato da disco piu proiettile, percio scegliere come polo il punto O e

tener conto del momento angolare del proiettile.

Soluzione:

| principi di conservazione del momento angolare e dell’ energia sono:

msirg(v, - v, )= lw

a) Il rapporto delle due equazioni non contiene le masse:

w= w = 46,2 rad/s
Rsiré

b) Notaw , il rapporto delle masse si ottiene facilmente da una delle due equazioni di partenza:

m = Re = VO * V,O
M 2sinf(v, -Vv,) 2sin?6(v,-V',)

=1

Problema 11
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Un rocchetto omogeneo di massa M raggio di golar e raggio esterno R rotola senza strisciare su un
piano orizzontale. L’ asse AA e |’ asse di istantanea rotazione (figura). Al filo avvolto sul rocchetto e

applicata una forza costante IfO orizzontale, che si pensa situata sempre nel piano verticale passante
per il centro di massa C del rocchetto. Trovare quanto valgono:

a) |accelerazione &, del centro di massa;

b) laforzadi attrito radente Ifa complessiva sul rocchetto (e attrito statico o dinamico?);

c) I'accelerazione angolare del rocchetto;

d) direseil filos avvolge o s svolge e perché.

Suggerimento: Calcolareil momento d’'inerziatotale del rocchetto.

R
v
r
v
> | e |
F F,
A A A

Soluzione 1:

Equazioni del moto del centro di massa e della rotazione attorno al centro di massa:

Hfoﬂfa:M
(]

Erxlfoﬂ?{x

Qi

C

|

a —

1 MR*d
2
Cioe, scelto come verso positivo dell’ asse di rotazione quello entrante nel foglio:

H:O _Fa = Mac

E—rF0 +RF, :%MRaC

Nella seconda equazione si € usata la condizione a, = Ra (rotolamento senza strisciamento).
Risolvendo il sistemasi ottiene:

17



O 2R-r
ﬁc:_—FO
: 3 MR
_2r+R
H:a_ 3R Fo

Le risposte ai quesiti @ e b) s ottengono aggiungendo che &_e paralela a Ifo, mentre F, €

a
antiparallelaa F,. Inoltre |’ attrito & statico, altrimenti il rocchetto striscerebbe.
¢) L’ accelerazione angolare € data dalla condizione di rotolamento senza strisciamento:

a=-—L
R

d) Il filo s arrotola, perché deve rimanere teso mentre il rocchetto rotola senza strisciare.
Soluzione 2:
Traslazione del centro di massa e rotazione attorno a punto di contatto:
%Ifo +F, =Ma,
E(—H R)xF, = @%MR2 n MRZEA}
Per calcolare il momento d'inerzia rispetto all’asse di contatto, si € usato il teorema di Huygens-

Steiner. Orientando |’ asse di rotazione nello stesso verso della soluzione 1 ed impiegando ancora
unavoltala condizione di rotolamento senza strisciamento a, = Ra , S ricava:

O_Fa:Mac

aR—r)FO ngRa\:

Lasoluzione del sistema e molto semplice, e fornisce:

0 _ .
%ac 3 MR °
_2r+R
H:a_ 3R Fo

Problema 12
Un bambino di massam s sposta lungo una scalaa pioli di massa M e lunghezza L. Non c'é attrito

su entrambe |e estremita della scala, che é trattenuta in basso da una corda ideale orizzontale che si
spezza oltre una tensione massima Ty (figura).

18



a) Qua e latensione della corda quando il bambino dista d = L/3 dall’ estremita inferiore della
scala?

b) Qua e la distanza massima dmax dal’estremita inferiore della scala che il bambino puo
raggiungere senzarompere la corda?

Suggerimento: utilizzare le equazioni dell’ equilibrio del corpo rigido.

HZL
w

Mg

Zi
N

>
—

Soluzione:

Equilibrio delle forze e dei momenti delle forze rispetto a B:

EDEED

(m+M)g
0
DI'LS|n6’+§n(L d)+M—%cos€ N, L cosf

T

a) Latensione dellafune si trovarisolvendo il sistema scritto sopra:

_O.d M
T= [Emt+7[Egcot9

b) Basta uguagliare a Trax latensione dellafune trovatain @) erisolvere in dyax:
g “ZE T _ﬂ@r
gcotd 2m

Problema 13

Un cavo ideale orizzontale (figura) sostiene un’asta uniforme, di lunghezza | e massa M,
incernieratain A e con |’ estremo B ad atezza h sopra A.
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a) Quanto valelatensione del cavo?

b) Seil cavo vienetagliato, quanto vale |’ accel erazione angolare dell’ asta nell’ istante in cui il cavo
viene tagliato?

¢) Quanto vaelavelocitaangolare dell’ asta quando essa raggiunge la posizione orizzontal €?

[M=50kg;|=5m; h=4m]

Suggerimento: il momento d’inerzia dell’ asta rispetto all’ asse passante per I’ estremita é: | :EMIZ.

Soluzione;
a) Equilibrio dei momenti rispetto ad A:
d
Mg— =Th
g 2
ciog:
d

T=Mg— =184N
2h

b) Momento d’inerzia dell’ asta rispetto ad A:

1 =Lmi2
3
L’ accelerazione angolare e data da:
M E)
a=
I
Accelerazione angolareiniziale:
a= gi:% = 1.8 rad/s
21 2
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¢) Conservazione dell’ energia meccanica:

Velocita angolare quando I’ asta tocca terra:

|2
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VI - Elettrostatica nel vuoto

Forza e caricadettrica

Lalegge di Coulomb asserisce che la forza elettrica tra due cariche puntiformi g; e g, poste
adistanzary, I'unadal’ atranel vuoto é data da:

ﬁlzqulqu — 1 qlqu

rp 7 amg 1k
. o Nn?
con k = costante el ettrostatica= 8,9910 o2
C2
£ o= costante dielettrica del vuoto = 8,85[10™* ——.
n

Quando sono presenti piu cariche eettriche, valeil principio di sovrapposizione:
F=YF
2
La forza esercitata da una distribuzione continua di cariche (volumetrica, superficiale o lineare) su
una carica puntiforme é ottenuta integrando gli effetti delle cariche infinitesime che costituiscono la

particolare distribuzione.

Il campo elettrico

Una qualungue distribuzione di cariche crea un campo elettrico nello spazio circostante.
Considerando una carica di prova (o sufficientemente piccola collocata nel campo, il vettore campo

glettrico E & definito come:

E = lim
%-0(,

Laforza che agisce su una carica puntiforme q postain un dato campo elettrico E &
F=qE
Il campo el ettrico generato in un punto P da una singola carica puntiforme g nella posizioner; €

—

E =

q

4rey 1 °

dove rig € la distanza tra la carica g ed il punto P mentre f,, & il versore diretto lungo la

congiungente g; e P ed orientato da g aP.
L’intensita del campo el ettrico generato da piu cariche e data dal principio di sovrapposizione:



Il campo generato da una distribuzione continua di cariche, si ottiene invece per integrazione.

Potenziale e ettrico

Il campo generato da una carica puntiforme & centrale e pertanto conservativo; s puo
dunque introdurre il concetto di differenzadi potenziale:

V, -V, = —}E [oll
A

con E campo elettrico creato dalla carica puntiforme e y  umqualunque lineatra A e B immersa nel
campo.
Il potenziale el ettrico aladistanzar da una carica puntiforme g situata nell’ origine e dato da:

se s assegnail valore zero a potenziae adistanzainfinita.
Per un sistemadi cariche puntiformi, il potenziale é dato da:

_ 1l q
V=2,

dove la somma € estesa a tutte le cariche ed rig € la distanza dell’i-esima carica dal punto P dove si
deve calcolareil potenziale.
Per una distribuzione continua finitadi carica:

Se la distribuzione di carica non € finita non si deve usare la formula sopra, perche in essa é
implicito che il potenziale al’infinito € nullo. S deve pertanto ricorrere alla definizione di
differenzadi potenziae (p. es. nel caso del piano indefinito uniformemente carico).

Se énoto il potenziale, il campo elettrico puo essere determinato tramite:

E = —gradV = -0V

Lalegge di Gauss

Il flusso elettrico dovuto al campo elettrico E che attraversa una superficie qualsias &

AE)= !E 0, dx



Lalegge di Gausslegail flusso elettrico attraverso una superficie chiusa ala carica total e racchiusa
nella superficie stessa:

=)= (£ g g5 = dn
oE) [Edddz =2

La legge di Gauss € equivalente ala legge di Coulomb per interazioni statiche ma, diversamente
dallalegge di Coulomb, vale anche per campi hon statici.
La legge di Gauss € anche uno strumento potente per determinare i campi elettrici dovuti a
distribuzioni di carica con un elevato grado di simmetria.

| conduttori

1
2.

Il campo el ettrostatico all’ interno di un conduttore e nullo

Il campo el ettrostatico immediatamente fuori da un conduttore € perpendicolare ala superficie e
assume il valore o/2¢, dove o € la densita superficide di carica locae (che non é
necessariamente costante)

=_ 0 .
E=—-u,
2¢,

Un conduttore, se non presenta cavita non conduttrici contenenti una carica, pud avere una
carica solo sulla superficie esterna.

Energia potenziale elettrostatica di un sistemadi cariche

L’ energia potenziale di un sistema di cariche puntiformi €

1 99
° 24 Angy,
i#]
che puo essere riscritta come:
1
Ue _Elzqivi

dovev; rappresentail potenziale generato nella posizione della carica g; datutte le altre cariche.
Quando si haa che fare con un sistema macroscopico continuo si scriveral’integrae:

.= 5 oy, 2V oy, 2

dove p (xy,2) rappresenta la densita di carica, V(X,y,2) rappresenta il potenziale in (x\y,2), dr
I”’elemento di volumeintorno al punto (x,y,2).
Si puo anche scrivere:

U, :J"SOZEZ dr :J’uedr




doveI’integrale indefinito € esteso atutto |o spazio e

&,E?

eladensitadi energia elettrostatica.
Condensatori
| condensatori sono dispositivi per I’accumulo di carica elettrica e di energia e consistono

tipicamente di due conduttori con cariche uguali ed opposte q (induzione completa).
Indicando cond Vladifferenza di potenziale, la capacitadi un condensatore € definita come:

- Q
AV

L’ energia potenziale accumulatain un condensatore puo essere scritta come:

Problema 1

Considerate tre cariche positive uguali di valore g poste ai vertici di un triangolo equilatero di lato s
(vedere figura), determinare:

a) Laforzache agisce sullacaricachesi trovanel vertice B.
b) 1l campo el ettrico totale E; nel punto medio dellabase A.

c) Il campo €eettrico e il potenziale nel punto C in cui s intersecano le bisettrici dei tre angoli del
triangolo.

Suggerimento: Si ricordi che per leforze ed i campi elettrici valeil principio di sovrapposizione.



Soluzione;

a) Laforzaélarisultante di quelle esercitate dalle altre due cariche:
2
F :‘Ifl + Ifz‘ =F, 2H +cos” = \3F, =31 q—2
0 30 artg, s

b) Il campo €elettrico in A e dato solo da quello generato dalla carica in B perché le altre due
generano campi uguali ed opposti:

= 1 2 - 1 9°-
E, = ) d 1= 3 q_ZJ
71€, o 3 778, S
2
dove s étenuto conto che AB & I’ altezza del triangolo equilatero e si @indicato con | il versore da

A verso B.

c) C e equidistante dalle tre cariche. 1l campo €elettrico in C € nullo per simmetria, mentre il
potenziae eil triplo di quello generato da una sola carica:

vo_3 9 ._38gq
dnig, S 4mng s
NE

Ove s/+/3 &ladistanzaBC.

Problema 2

Due piccole sfere cariche sono appese a due corde di ugual lunghezza | (come in figura), che
formano due piccoli angoli € 1e6 @nlaverticae.

a) Assumendo per le cariche g1 = Q, 02 = 2Q e per le masse my = mp = m, si determini il rapporto
6 p >



b) Assumendo ancora per le cariche g = Q, ¢ = 2Q ma per le masse my = m, mp = 2m, S
ridetermini il rapportod /6 ».

c) Sidetermini sianel caso @) che nel caso b) ladistanzad trale due sfere cariche in funzione delle
grandezze note.

Suggerimento: Usare le approssimazioni valide per piccoli angoli.

Soluzione;

Latensione di ciascuna corda bilancia la componente lungo la corda di tutte le altre forze, quindi
non resta che bilanciare le componenti ortogonali ala corda della forza di gravita e di quella
el ettrica agenti su ciascuna carica.

Laforzaelettricavalein tutti i casi:

_ 1 2¢?
ame, d?

a) Essendo m; = m, = m, in base allafigura s trovafacilmente che:

[Cmgsend, = F cosd,
Emgsené?2 =F cos,

ciog:

tang, =tand, = F
mg

dacui:

b) Essendo my = med mp = 2m, s hache:



Cmgsend, = F cosf,
ELP;_mgsenQ2 = F cosf,

cio&

ove s etenuto conto che gli angoli sono piccoli.
c) Ladistanza é data da:

d =I(sens, +sens, )=I(tané, +tan6,)=1(, +6,)
dunque, per mp=m;=me:

ey F_2 1 2°

mg mg4me d°
cioe:

Q7 1
mg 77,

dunque, per mpy =med m, =2meé:

S B P P
mgl 20 2 mg 2mgdmng d?

ciog:

Problema 3

Una sferetta puntiforme di massa m e carica g € sospesa ad un punto O mediante un filo lungo I, in
prossimita di una distribuzione pianainfinitadi cariche con densita superficide o (\eere figura).

d) Cacolareladistanzadi equilibrio d; della sferetta dal piano carico sapendo che la distanza fraiil
piano carico ed il punto O éd.

e) Calcolare ladistanza di equilibrio d, della sferetta dal piano carico nel caso in cui venga posto
un secondo piano con densita superficiale -0 inposizione specul are.



f) Comevariad, se s raddoppialadistanza del piano carico negativamente dal punto O?

[m=10g;q=-2uC; | =10cm; o =86,7 pC/lcm* d=10cm; £ (885102 C*N'm

Suggerimento: latensione ddl filo assume qualsiasi valore necessario affinchéil filo non si alunghi

++ + + + + +

+I
o
S

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
N

Soluzione;

a) Laforza elettrica F e orizzontale, mentre il peso € verticale: laloro risultante deve essere diretta
lungoil filo, cioé formaun angolo 8 anlaverticae, cioé con il peso. Dungue:

Dallageometriadel problemasi ricava:

tané

Jl+tan’ @

d,=d-Iserd=d-I =2,93cm.

b) Il campo raddoppia, dungue anche laforza elettricae latangente di 6 eddoppiano. Quindi:

2=d

2
d, =d-I -1-£
? 1+4 J5

=1,06 cm.

¢) Il campo generato da un piano carico indefinito € indipendente dalla distanza. Percio spostando il
piano non cambia nulla.

Problema 4



Tre piani indefiniti paralleli sono uniformemente carichi con densita superficide o 1= 0 , 0 &,
o3=0 (vedere figura). Determinare il campo elettrostatico nello spazio esterno ai piani e nelle
intercapedini trai piani.

o =88,6 nC/m% d=10cm; £ 0=886 10" C°N™'m?]

Suggerimento: il campo €elettrico generato da un piano indefinito uniformemente carico €

- 0 . R .
E =—n, con n versore normale al piano.

o
P1 |

Prendendo come positivo il verso dell’ asse disegnato in figura, basta eseguire le somme algebriche
dei campi dei vari piani:

Q
Q
N
Q

w

PZ P3

++ + + [+ + + + +
]
++ + + [+ + 4+ + 4

Soluzione;

1. InPyeP4il campo enullo.

2. InP &
E=2 =10kv/m
80
3. InPs€&
E=-2 -_10kv/m
EO
Problema 5

Il campo elettrico E @ uniformein tutti i punti del piano (x, y) comein figura

a) Dimostrare che detto campo é conservativo.



b) Calcolareladifferenzadi potenzialefrai punti AeB ed il lavoro compiuto per spostare la carica
negativa -q dal punto A a punto B.

c) Determinare se |’energia potenziae calcolata in A e diversa da quellain B e se Ux — Ug €
positivo 0 negativo.

Suggerimento: per dimostrare che il campo elettrico € conservativo, si puo usare sia la condizione
di circuitazione nulla, siaquelladi rotore nullo.

m

45°

Soluzione;

a) Laforzaelettrica F & orizzontale e costante, quindi il lavoro &il prodotto di F per la componente
orizzontale dello spostamento totale ed e positivo quando ci si sposta nel verso positivo delle X,
negativo quando ci si sposta nel verso opposto. Se s calcolala circuitazione, 1o spostamento totale e
anullo priori, quindi lacircuitazione € nulla. Ergo il campo e conservativo.

b) Detta d la distanza AB, per quanto osservato nel punto a), essendo il potenzialeil lavoro per unita
di carica, S ricava

Vg — VA = Edcos 45° = E—d

V2

Il lavoro dal punto A al punto B & semplicemente il prodotto della differenza di potenziale per la
carica

_QqEd
_\/E )

¢) Per introdurre I’energia potenziadle occorre fissare un’ascissa di riferimento. Prendendo per
semplicita quella del punto A, € evidente che, mentre Ua € nulla, Ug € uguale a Wag, quindi
negativa.

Pertanto, Ua — Ug € positivo (la carica & negativa).

Was =-q (Vg — Va) = -gEdcos 45° =



Problema 6

In un tubo catodico, un elettrone e accelerato orizzontalmente da una differenza di potenziae V..
Dopo aver subito questa accelerazione viene fatto passare attraverso due piastre piane paralele
orizzontali lunghe | e poste alla distanza d, frale quali € mantenuta una differenza di potenziae V
(figura).

a) Nel riferimento dellafigura, qual eil vaore di y, tale che gli elettroni sfiorino I’ estremita della
piastra positiva quando escono dalle piastre stesse?

b) Con quale angolo@ s muovono gli elettroni dopo aver attraversato | e piastre?
[Ve=20kV;V=200V;|=6cm;d=1cm; emelettrone= 1,7 10" C/kg]

Suggerimento: s trascurino la forza di gravita e la velocita dell’ elettrone quando parte dal
filamento del tubo catodico.

Soluzione:
Le due piastre sono lunghe rispetto alaloro distanza, percio si pud approssimare il campo el ettrico

fradi esse con quello (uniforme) dovuto a piastre infinite e dato da V/d.
La velocita v, all’ingresso delle due piastre (x = 0) e data dalla conservazione dell’ energia nel

cannone €l ettronico:

ciog:

V, = ‘/ﬁvc =82,510° m/s
m

con v direttalungo I’ asse x.



a) Il moto fra le due piastre ha la componente x uniforme di velocita vV, e la componente x
uniformemente accel erata con accel erazione:

eV

md -

Percio yp € la distanza percorsa in direzione y nel tempo impiegato a percorrere una distanza | in
direzione x:

b) Latangente di & edata dal rapporto delle componenti dellavelocitaal’ uscitadalle piastre.
La componente X € ancora Vo, mentre la componente y € quella raggiunta nel tempo di volo I/vo:

Dunque latangente di@ &

Con un similevalore, @ ecircauguale alla suatangente.

Problema 7

In una sfera uniformemente carica con densita p ecentro in O, € praticata una cavita sferica di
centro O, con superficie tangente ala superficie esterna e passante per O,, al’interno della quale
c’eil vuoto.

Determinare |’ espressione dellaforza F esercitata su una carica puntiforme g posta:

a) nel punto P adistanza D da O, rappresentato in figura

b) nel centro O, della cavita.

Suggerimento: s ricordi che0=p -p .



Soluzione:

Occorre usare il principio di sovrapposizione con un po di originditaz come detto nel
suggerimento, 0 =p +(- p )vale adire che la sfera con una cavita vuota e equivaente ad una sfera
piena piu una cavitariempita di cariche negative di densita uniforme- o .

a) Per il punto esterno P, le due distribuzioni sferiche sono equivalenti a due cariche puntiformi Q
e Q. poste nei loro centri O; ed Ox:
gg 4R
3
l
Q, =
Ehe

Le distanze da P sono ovviamente D e D - R/2, per cui laforzarichiestavale:

D 0
0
quﬂl 1 B ,01 1 (.
- =—pPR - P
" ar ED2 RO 3¢ 2 2(2D -RY
& SEb *gD 0 ( )D
O 20

dove P @il versore orientato da 0O, aP.

b) Dentro una sferadi densitadi carica costante, il campo el ettrico &:

E :Lf'
3,

Ma O, eil centro della sfera piccola, quindi ¢’ e solo il campo generato dalla sfera grande, per cui la
forzavale:

perche ladistanza dei centri e R/2.

Problema 8

Si consideri una distribuzione sferica omogenea (raggio R) di cariche positive (caricatotale Q), che
presenta una cavita sferica (raggio r = R/4) comein figura.

Calcolare il campo elettrostatico E nei punti O, C, ed A.



Suggerimento: si ricordi la sovrapposizione degli effetti.

Soluzione:

Densitadi carica:

_Q  _48Q

- Q
p_ =
:H.(Rs_rs) 4,7%3_R3E 63 7R’

3 64

Per il principio di sovrapposizione, il sistema e equivalente a due sfere piene di densitadi caricap e
raggio R e densitadi carica-p eraggio r. Dunque nei tre punti richiesti il campo e paralelo al’ asse
X e

a)inO:
E: P )?:—iLZA
3, 21mgR
b)in C:
E:ﬂ)’i:i Q 25\(
0 21ngR
c)inA:

Problema 9



Tre particelle di caricaq sono postein tre dei vertici di un rombo aventei lati e la diagonale minore
di lunghezza a (figura). Determinare:

a) |’energiapotenziale elettrostaticadi questa distribuzione di carica

b) il lavoro da compiere sul sistema per portare una quarta particella, pure di carica g, dal’infinito
fino al vertice libero del rombo

c) il valoredel campo elettrico E nel quarto vertice,

Suggerimento: s ricordi che il potenziale generato da una carica puntiforme g in un punto P a

q
4reyr

distanzar dalacaricavale V =

,conlacondizioneV,_ =0 per r - oo,

Soluzione:

a) Basta sommare |e energie potenziali dovuti alle tre coppie di cariche puntiformi:

2
U, =32
4rrg,a

b) E' semplicemente il prodotto della quarta carica per il potenziale generato dalle tre cariche
puntiformi nel quarto vertice, cambiato di segno:

_ g g g a By 1{
W =- + + —
qum:oa Amga Amgan/3 E dngan 30

¢) Basta sommare vettorialmente i campi dovuti ale tre cariche puntiformi:

l

\/_q+q%:q3\/§+b

d
2 4mga’  4re,3a’ Amga® 3

ove d @il versore diretto come la di agonale maggiore, uscente dal vertice carico.

Problema 10



Tre cariche puntiformi sono nei vertici di un triangolo equilatero di lato d. Le cariche g; e ¢, sono
negative e valgono g; = ¢ = -g, mentre la carica gs € positiva e vale gz = 2g. Calcolare il potenziae
elettrico Vo nel punto Py di coordinate X e Yo Sia direttamente sia nell’ approssimazione di dipolo.

[d=10cm; g=1uC; Xo=0; yo =40 cm]

pcosa

Suggerimento: s ricordi cheil potenziale generato da un dipolo adistanzar >>dvaleV = 4 >
TIEN

con p momento di dipoloe a agoloformatoda p er .

Po

03

0[] d o)) X

Soluzione;

a) |l potenziae eettrico € lasommadi quelli generati dalle tre cariche:

ciog:
O O
2 . 1 1 .
_ 49 U 0_
V, = - =15,3kV
° 47T‘90\E{yo_d) qu+ ZB
H 2o °H

b) Il momento di dipolo totale e paralelo dl’assey, evae:
p=qdy/3.=1,73107 Cm

perché & lasommadi due dipoli uguali diretti comei lati obliqui del triangolo. Il dipolo risultante s

puo considerare posto nel baricentro geometrico del triangolo x, =0, y, = a4 =29 cm:

2.3



Problema 11

La distanza tra le armature di un condensatore piano carico (densita di carica superficiale o )

disconnesso dalla batteria € L. Una lastra piana conduttrice viene inserita tra le armature del

condensatore, paralelamente ad esse(figura). Lo spessore della lastra € d < L; la lastra €

el ettricamente neutra.

¢) Quanto valeladensitadi caricaindotta sulla superficie dellalastra?

d) Di quanto varia percentualmente la differenza di potenziale tra le armature del condensatore
dopo che lalastrametallica e stata introdotta?

Suggerimento: s ricordi laformuladel condensatori collegati in serie.

+
q
o
|
Q

+ + 4+ + 4+ + + + + +
]

Soluzione:

a) Ladensitadi caricaé +o sllafaccia della lastra rivolta verso I'armatura negativa, -0 sll’dtra
faccia.

b)Dobbiamo confrontare la differenza di potenziale di un condensatore di capacita:

S
C:EOE

dove S e la superficie di un’armatura, con la differenza di potenziale di una serie di due
condensatori (caricati con la stessa caricadi quello originario) di capacita



C, zsoi eC, zeoi
Ll L2
rispettivamente (L, e L, sono ovviamente le larghezze dei due condensatori).
Lacapacita serie €

— ClCZ -~ EOS
T C+C, Lt

conlacondizione L, +L, =L-d.

Dunque:
9_9 &S &S
AV,-AV _C, C_ | | -d__d
AV q £0S L
C L-d

valeadire cheladifferenzadi potenziale diminuisce in percentuale sul valoreiniziale.

Problema 12

Tra le armature di un condensatore piano € applicata una differenza di 4 V. ladistanza tra le
armature € d. Nel’istante in cui un eettrone (massa me) S stacca, con velocita iniziae nulla,
dall’armatura di carica negativa, un protone (massam,) si stacca, con velocitainiziale pure nulla, da
guelladi carica positiva (figura). Determinare:

c) il rapporto trale velocita delle due particelle quando urtano le armature

d) aqualedistanzay dall’ armatura positivale due cariche si incrociano.

K V=1600V; d=4cm; me=9,11 10> kg; m, = 1,67 10*" kg]

Suggerimento: s trascurino laforza di gravitael’interazione trale cariche.

PR VL S




Soluzione;

Campo dlettrico:

E :ﬂ
d
Accelerazioni:
ae = __eE = —iﬂ
m, m, d
per |’ elettrone, e
ap :iE :iﬂ
m m, d

per il protone.

a) Applicando la formula che lega la velocita di un moto rettilineo uniformemente accelerato ala
posizione, si ha

H. =42a.d
O
e = 2apd
dacui:
k = & = ﬂ =428
Y, m

Eye :%aet2 +d
D

_1
@/p —Eapt

Le particelle si incrociano quando Ye = Yp, CiO€:
a
t= 2d ;ypzlap d___ & d=—"Te d =22pum.
a,-a, 2 "a,-a, a,-a, m, +m,



CAPITOLO 1

DIPOLI ELETTRICI EDIELETTRICI
Dipoli elettrici

Momento di dipolo elettrico di due cariche purtiformi q, =—q e g, = +q postein 1, ed
r,=r+a:

p=qn+qf, O  p=aa. (1), (1)
L’equazione (1) S estende immediatamente al un sistema costituito da un numero

gualsias di caiche: se il sistema écomplessvamente neutro, il suo momento di dipolo
elettrico risultaindipendente dall’ origine degli ass coordinati.

Potenziale V e campo elettrico E creai daundipolo purtiforme:
1 pcosO

\/:471:»:O rz ' 2
1 2pcosf® _ 1 psind
Ef_4r1€0 r* 0 4w, oP (3)
_>
E
X_»>»
E

e

Ny

5]

(dipdo purtiforme e ovviamente un'astrazione: le (2) e (3) vengono usate in pratica
quandoa e trascurabil e rispetto ad r e diventanorigorose nél limite a/r - 0).

Energia patenziale U di undipolo purtiforme in campo esterno
U=-pLE. (4)

Momento 7 erisultante Rdelle forze esercitate dal campo:
T=pxE (5)
R = plgradg, , i=XY, z (6)

Commenti. In praticai dipoi hanno dimensioni finite; per quanto riguarda le equazoni (4), (5) e (6)

ossrviamo che:

1) applicarle adipoli con a finito equivale atrascurare i termini contenenti a”. Per mostrarlo ricaviamo la
(4) scrivendo U come somma dell e energie potenziali delle cariche:



. - e o N N N
U=-qV(n) +av(n+8) =dV(n +a) VL) = dip -a,+5 -4, +5 -8, +0(a”)]

OqgradV [@E = ga [{-E) = -pLE.
Le (5) e (6) s ricavano in modo analogo, ricordando che un campo elettrico applica al una generica
caicaqpostain i laforza F = gE(F).
2) Nell’espressone T = px E, conviene cadcolareil campo E elarisultante R al centro C del dipalo, e

suppare chelaforza R siaapplicaain C.

3) Ossrviamo infine che su scda macroscopica una molemla pud essre considerata puntiforme e che
nell’ approssmazone di dipolo purtiforme il campo credo dal dipolo e le forze esercitate sul dipolo da
un campo esterno dipendono unicamente da p: non €& quindi necessario conoscere |'esatta

distribuzione dell e cariche. Se la molewla & ionizzaa occorre anche conoscere la sua caricaq: su scda
maaoscopicasiaqg che p posonoessre considerati purtiformi.

Didlettrici - definizioni

| materiali isolanti (o dielettrici) si poarizzano in presenza di un campo elettrico. Si
definiscepaarizazione il momento di dipolo per unitadi volume:

ﬁ:ELE 7
Av

dove p. eil momento di dipao della generica molewla presente nel volume Av. Se il
mezzo @ isotropo P risultaparallelo e concorde @n E :

P=¢xE ®
dovwe x € una grandezza adimensionata detta suscetivita elettrica (o dielettrica) del
mezzo.

Induzione dielettrica ( 0 spostamento elettrico o densita di flusso elettrico):
D=¢E+P (9)

Costante dielettrica relativa o permettivita relativa:
g =1+x (10)

Relazioni utili

Sulla superficie di un corpo poarizzato € presente una carica di polarizzazione con
densita superficiae:

o, = P (12)
dowve fé il versore normale ala superficie rivolto verso I’ esterno. Se la polarizzazione
none uniforme épresente anche una carica di volume con densita:

P, = —divP. (12

Ladensita di energia del campo eettrico al’internodi un dielettrico &



1
U =—¢&E? (13

o Sobr
Dalle equazioni (8), (9) e (10) si deduce

D=¢cE. (14)
Quandos applicalalegge di Gaussin presenza di dielettrici occorre tenere anche conto
delle cariche di pdarizzazione:

sofém§:q+qp (15)
dowe g & la carica presente sui condutori (carica libera), g, quella di poarizzazione. E
perd posshbile scrivere lalegge di Gaussnellaforma equiva ente:

[DmES=q (15)
dove noncompare lacaricadi polarizzazione.

Nella definizione di cgpacita C=g/V di un condensatorre, g € la sola carica presente sulle
armature condtttrici, anche se d suointerno sonopresenti cariche di polarizzazione.

Problema 1

Si consideri il sistema costituito da una carica q e positiva posta nell’origine O di un
sistema catesiano e da un dipdo elettrico purtiforme di momento p = pX, posto nel
purto A=(a, 0, 0. Si cdcoli:

a) Laforza F esercitatadal dipolo su g;

b) Il momento T elarisultante R delleforze esercitate dalla caricaq sul dipalo.

Suggerimenti. @) F =qE, dove E & il campo elettrico creao dal dipolo nel purto in cui
s trova la carica Per valutare 6 nell’ Eq.3 si facda attenzione a verso di 1 ; b) per il
cdcolo di T & sufficiente calcolare il campo elettrico E creao dalla carica g nel purto
A; per il cdcolodi R, che dipende dalle derivate di E , & necessario concscere E anche
nel purti vicini ad A, ciog in pratica esprimere le comporenti di E in funziore delle
coordinate cartesiane di un generico purto P=(X, y, z). Solo dopoaver ricavato le derivate
S possonosostituire (x, y, z) coni loro valori in A.

Soluzione;

a) Nelle equazioni (3), che definisconoil campo E creao da un dipolo in un generico
purto, 8 él'angolo fra p eil vettore r che vada dipdo al purto considerato. Sia

p che r sonoparalédi al’ase x mahannoversi oppasti, quind 6 = 7. Ddle (3) s
ottiene immediatamente:



Il vettore E elaforza F = qE sonoparalei ad F ma hanno \erso oppasto, perché
E: énegativo. Laforza equind attrattiva ed hamoduo
_ 2pq
area’
b) Il campo E creao dalacaicaqne purto A éparaleloa p, quindi:
T=pxE=0

e

r

_>
r

q A

0 i
Per il cdcolo dellarisultante R occorre calcolare E in un generico purto P=(x, v, 2).
Poiche la caricaq che creail campo é nell’ origine degli ass, si ha semplicemente;

~ 1 ¢
-1 9
4re, re '
dove r =(x,y, 2), r =(x*+y?+72°)"?. Si ottiene:
q X

Ex:477£ (x +y +z)

[(DE, dE d N
R, = pEgradE—prBd d H

JE,_pag 1 _3 X ol
JX 47'150 sz +y2 +22)3/2 2(X2 +y2 +22)5/2 E

Posgamo ora sostituire le generiche mordinate (X, y, z) coni loro vaori in A. S

ottiene:
__Ppapl 30 __2pq
Ro= ATE, % asg_ arEa’’

Concdcoli anaoghi s trova R/ = Rl =0. Larisultante dell e forze agenti sul dipoo

elettrico & oppasta allaforza F cdcolatain a), in accordo conil principio di azione e
reazione.

=p

Commenti. Il cdcolo qui svolto spiegail fatto che un corpo elettricamente carico (la caricaq) attirai corpi
circostanti elettricamente neutri: il campo E creao da q polarizza il corpo ed attrae il dipolo p cosi
credo. Laforzarisulta attrattiva anche se g € negativa perché cambiano segno sia g che p. Piul in generale
laforzaesercitata daun campo E su undielettrico & tale da portarlo doveil campo & pill intenso.



Problema 2

Su untavolo e appogiato un corpuscolo di volume v, e ettricamente neutro ed isolante,
costituito da un materiale isotropodi densita p . Al di sopradel corpuscolo e sullasua

verticde eposta una carica g praticamente purtiforme. Quandoladistanzafracaica e
corpuscolo éinferiore a unvaorelimited, il corpuscolo si solleva. Si cdcoli la costante
dieettricadel materiale.

[p=2g/cm’; d =1cm q=10°C; accelerazione di gravita g = 98 m/ s°]

Suggerimento. L’ attrazione elettrostaticafra carica ecorpuscolo € dovuaalla
polarizzazione di quest’ ultimo, inddta dal campo elettrico creao dalla carica Alla

distanzad laforza di attrazione el ettrostatica Ife e uguale ed opposta allaforza peso pr.
Si consigliadi risolvere primail Problema, edi cdcolare ndl’ordineil campo E creato
dag, lapolarizzazione Pdel materiale, laforza F,; uguagliando F,ad F, s ottienela
suscetivita x = € —1 del materiale. Per il calcolo numerico si utilizzinounitadel S.I..

Soluzione;

Il campo el ettrico creato da g, al a distanza d hamoduo:

_ 1 g

" 4me, d?
Lapoarizzazione inddta nel materiale hamoduo P = x ¢ E, ed il suo momento di
dipdo dielettrico hamoduo:

Xav
4mrd?”

p=Pv=xegEv=
Laforzaelettrostatica ha moduo (v. Problema 1):
E = 29p _ 29  xqv
° 4me,d®  4me,d® 4md?’
elaforzapeso hamoduo F, =mg = pvg. Uguagliando F, adF si ottiene:

p 9@, @rd®
= -1= =
X gr 2q2
2010° 08 (1/900°) 126010
= 2010 =1372

Commenti. Lamisuradi forzein campi non uniformi costituisce uno dei fondamentali metodi di misura
della susceticvita elettrica X e dellasuscettivita magnetica X,,,; per X (ed &, ) éperd di norma
preferibile ricorrere a misure di capadta.



Problema 3

Un corpo uriformemente polarizzato, con pdarizzazione P = P X, halaformadi un

cilindro molto sottile, di sezione S(v. Figura).

a) Sicdcoli laforza dF esercitatasullacaricaq, postain x = 0, daun elemento
infinitesimo del cili ndro, d lunghezza dx.

b) Si mostri chelaforza F esercitatasu q dall’intero cili ndro & uguale aquellache
esercitano due cariche poste dle sue estremitax, e x, del cilindro e si cdcolinoi valori
0, € g, di queste cariche.

Suggerimento. Per quanto riguardala domanda g, questo problema éuna semplice
variante del Problema 1: ocoorre solo valutare il momento d dipoo elettrico dp del

tratto dx di cili ndro. Ladomandanb) richiede I’integrazione dellaforza dF cdcolatain a).
Soluzione:

a) Dalladefinizionedi P s ottiene:
dp = Pdv = PX[Bdk.
Laforza dF &(si vedail Problema, purio a):
dF = 2q Ldp _ 1 2gPxSdx
Arre x° 4, xX°
dowve x e’ ascissa dell’ elemento considerato.

b)

1 0O PSq PSql,
2t X
4re, o 1y ry [

0o

Duecariche g, =-PS e q, = +PS postein x; ed x, esercitano waforzaidentica

Commenti. 1) Si noti il simbolismo usato per indicare differenziali e limiti di integrazone, ed il fatto cheil
versore X pud essere portato fuori dall’ integrale perché wstante rispetto al a variabil e di integrazone.

2) Le caiche g, e g, sono evidentemente le caiche di polarizzaione, ed hanno densita superficiale- P e
+P rigpettivamente.



Problema 4

In uncilindro sottile, di lunghezza /¢ e sezione S, € presente un dielettrico polarizzato con

polarizzazione P diretta lungo I'ass x. Si dica dove sono locdizzate le caiche di
polarizzazione ese ne cdcoli il valore nel due casi:

a) P éuniforme;
b) P =axX dovea éunacostante.
Vs
-~ A
i ny
-« o —>
0, /X

Soluzione:

a) In un corpo uniformemente polarizzato le cariche di pdarizzazione di volume sono
nulle equelle di superficie hannodensita o = P [fi. Quindi:

o =0 sulle superfici laterali;

o = —-P sullabase asinistra;

0 = +P sullabase adestra.

Le carichetotali sulle due basi sono g e qgcon g=0S= PS.

b) Sullabasedi sinistrail vettore P elacaricadi polarizzazione sononuli; sullabase di
destra P e diverso da zero e concorde on 1 : lacaicadi poarizzazione g € positiva
eduguae ac S, dow o = P(Y) = a/. Lacaicadi volume ha densita:

. - . P OJR 9RO
p=-divP =-0O[P =-[4 + + U=-
Odx dy 0dz[Q
La carica totale di volume s ottiene moltiplicando p per il volume /S e risulta
esattamente oppcsta all a caricapresente sull a base di destra.

Commenti.

1) Il campo dlettrico credo da un corpo polarizzao pud essre cdcolato valutando gima le cariche di
polarizzazone e cdcolando pa il campo da queste credo. Per la prima parte, puo essre utile
controllare I’ esattezzadei cdcoli verificando che: a) le cariche di polarizzazone abbiano somma null g;
b) il loro momento di dipdo elettrico sia ugwale d valore che s ottiene integrando P su tutto il
volume occupato dal corpo. Il primo controllo € stato fatto. Il seando & molto fadle nel caso di
polarizzazone P uniforme (caso a): il momento di dipolo & dato semplicemente dal prodato di P
per il volume, quindi:

p=PL&.
E immediato verificare che p coincide cn il momento di dipadlo elettrico delle due cariche —q e +q
cdcolatein a).
2) Il cdcolo qui fatto serve in qualche modo a giustificare le relazoni (11) e (12), che non sono affatto

intuitive.



3)

Le pdarizzadoni qui considerate, in particolare la polarizzaione uniforme, sono redistiche solo se si

ignora la struttura atomico-molewlare del mezz e si considerano dei valori medi di P, mediati su
volume Av grandi rispetto ale dimensioni molewlari (owiamente anche per le cariche di
polarizzaione e per i campi elettrici da queste credi si otterranno solo dei valori medi). Infatti
al’interno di una singola molela la polarizzazone, la densita di caricaed il campo elettrico sono
sempre fortemente disuniformi.

Problema5

Si cdcaoli il campo creato da una carica paositiva distribuita con densita o uniforme su di
una superficie piana praticamente illimit ata (cioé in pratica su un foglio, di spessore

C A
"1

eyl

\J

/N
n
T,
_>
E

trascurabile, cogtituito da un materidle conduttore), supporendo che nello spazio
circostante:

a)
b)

nonsia presente nesun materiale;
sia presente un dielettrico con costante dielettricarelativa &, .

Soluzione;

)

b)

Si applichi lalegge di Gaussal cilindro disegnato in figura, pensando che, per motivi
di smmetria, il canpo E deve essre perpendicolare d piano e che il campo a
sinistra deve potersi ottenere da quello a destra per riflessone speaulare (vedi
Appendice A). La caica interna d cilindro vale S (S é I'area della sezione del
cilindro) ed e uguale a ¢, volte il flus. Il fluso di E attraverso la superficie

laterale énullo perché E & perpendicolare an, il fluso attraverso ciascuna base vale
E S = ES (caricapositivaimplicaflus pasitivo, cio@E concorde mn ). Risulta
quind oS =2¢,ES, cioé
. o
T2,
Basta applicae la legge di Gauss nella forma (15) procedendo come in a) ed
utili zzare poi I’ equaziore D = €& E . Si ottiene immediatamente:



D=0/2; E=
2€ €

or

Commenti.
1) La presenza del dielettrico riduce il campo di un fattore €, perché sulla superficie del dielettrico a

contatto con il conduttore sono presenti cariche di polarizzaione negative (intuitivamente, la carica
positiva o attira gli elettroni e respinge i nuclei del dielettrico: vicino a conduttore vi € quindi un
lieve eccesso di cariche negative).
2) Seil fodlio di materiale conduttore ha spessore grande rispetto ale dimensioni molelari, la carica &
equidistribuita sull e due superfici. Detta o ladensita su ciascunasuperficie, risulta:
E=— a.
£ €

r-o

Problema 6

Una sfera ondutrice dettricamente caicaha cantro in O ed € immersain un delettrico,
omogeneo ed isotropo. Suppdaste note la carica q presente sulla sfera ela wstante &, del
dieettrico:

a) Sicdcolinoi vettori D, E, P inungenerico purto esterno ala sfera;
b) Le cariche di pdarizzazione di volume edi superficie.

Suggerimento. La caicaq s distribuisce on densita uniforme sull asuperf|C|e dellasfera

e aea un campo elettrico con simmetria sferica. | vettori D, E, P sonoquindi diretti
radialmente ed il loro moduo é costante su una generica superf|C|e sferica @n centro in

0. Si cdcoli prima D applicandolalegge di Gaussnellaforma (15).

Soluzione;

a) Per cdcolare il vettore D in un gnerico purto P distante r da O si applicalalegge
di Gauss ala superficie sferica ~ di raggio r e centro O. Su questa superficie

D = D(r)f equindi
fﬁmé :fD(r)f [{dSf) = D(r)de: D(r) (@r?

Uguagliandol’integrale aq si ottiene immediatamente:

_ 9
D(r) = 4rrr?
Anchei vettori E, P sonodiretti lungo  ed hannomoduo:
D
E()=—=——1

g&, AmEegr?

r-o

P(r)=¢xE=(¢ -1

4 r?



b) Sulla superficie del dielettrico, coincidente @n quella della sfera condttrice, €
presente una caricadi polarizzazione di densita superficiale:
0, = P = P(R)f [{-f) = -P(R) = —@
4re, R
(A éuguale a—r1 perché éorientato verso I’ esterno del diglettrico). La caricatotale
di polarizzazone ¢, presente sulla superficie s ottiene moltiplicando o, per la
superficie della sfera
£ -1
e = 0, (4TTR’ =—uq 0 g+dp=— .
&, £,
Ladensitadi caricadi volume &
. He-Zard (g-2a pr
P = —divP = —d|vM—2D: —udlv@rzg
g 4% r1°Qg 4rE,
Si trattadi cdcolare ladivergenza dellafunzione:
= T
fN=—=—.
(N=r7==73
Ricordando che il vettore r ha comporenti catesane X, y, z e che
r= (x2 +y?+ zz)ﬂ2 S ottiene:
f,o=x(x?+y?+ 22)_3/2
af, 2 2 2\~ 375 2 2\ 752
=(x“+y +2z - X=|X"+y +z 2X =
(X +y?+28) T xS (X +yt +2Y)
L0 x*0
=rHee
Le altre derivate hannoespressoni analoghe; risultain definitiva
.oof,  of, o9f, M _x*0 0 _y*0 0 2200
divf = + + =r -3+ A-3=U+-3=[=0.
ox dy 0z red O red odoor

Commenti.

1) Lacaicadi polarizzazone € presente solo al’interfacda fra dielettrico e conduttore ed ha segno
oppasto a q: la caricatotale ed il campo E risultano ridotti di un fattore &, . Per conduttori di forma
genericaimmersi in un dielettrico omogeneo ed isotropo il cadcolo & piu complesso ma il risultato &
identico: il campo E in ogni punto & & volte minore di quello che si otterrebbe in assnza del
dielettrico.

2) Seci s avvicinaala superficie della sfera conduttrice, 0 meglio se s fatendere r a raggio della sfera,

il campo E tende d valore:
9
g€

dove o = q/ (4rrr?) éladensitasuperficiale di caricasullasfera. Si ritrovalastessarelazonetra E e
O gia ricavata per una superficie piana (v. Problema 5, commento 2). La relazone é valida per
conduttori di forma qualsiasi, dove E &il campo contiguo a conduttore (teorema di Coulomb); se ci

dlontaniamo dal conduttore, il campo E pud cambiare sia in modulo che in direzone, ma i
cambiamenti sono trascurabili fino a che la distanza dal conduttore € trascurabil e rispetto ai raggi di

E=—~n



curvatura della superficie. Per dimostrare il teorema di Coulomb basta applicare la legge di Gauss al
cili ndretto rappresentato in figura, con le basi parall ele ala superficie, pensando che:

al’interno del conduttore il campo elettrico € null o;

all’ esterno del conduttore enelle sue immediate vicinanzeil campo E & ortogonale all a superficie
(si ricordi che la superficie di un conduttore in equilibrio elettrostatico & equipotenziale eche le

F=r E

lineedi flusso di E sono ortogondli alle superfici equipotenziali; o, pitl intuitivamente, si pensi

che un' eventuale componente tangenziale di E sulla superficie del conduttore metterebbe in moto
le sue cariche superficiali).

11



CAPITOLO 2

CIRCUITI IN CORRENTE CONTINUA

Definizioni

Dato un condutore fili forme ed una sua sezione normale Ssi definisce

Corrente dettrica i=— Q)

dowve Q e la caica the atraversalasezione Sdel conduttore nel tempot;
Densita d corrente j=ilS 2

. : V
Resistenza di untratto d condutore R= T

3)

doweV eladifferenzadi potenziae (d.d.p) tragli estremi del tratto considerato ed i € la
corrente dhe lo percorre; se il tratto ha sezione S costante elunghezza 7, si definisce

Resigtivita elettrica p=RS// 4)

(R caatterizzale proprieta condutive del tratto d condutore, p quelle del materiale)
L

Forza elettromotrice (f.e.m.) di un generatore &= a (5)

dowe L eil lavoro del generatore sulla caicag.

Commento. |l lavoro dellaforza F = qE esercitata da un campo elettrostatico sull’intero circuito € null ;
per mantenere la crrente in un circuito € quindi necessaria la presenza di atre forze (forze impress che
derivano daun campo elettromotore E* = F /q, la aii natura dipende dal tipo d generatore): £ &il lavoro

di queste ultime e pud non coincidere wn il lavoro del generatore sulle caiche dhe lo attraversano (s
vedano i Problema 3 e 4).

Relazioni utili

Ladensitadi corrente il moduo del vettore

j =nav (6)
doven eil numero delle particdlein moto nell’ unitadi volume, g laloro carica, vV laloro
velocitamedia (o d deriva); se dla crrente contribuisconoparticdle di tipo dverso

T =Nn,q,V, +n,q,V, +.. (7)



Il vettore | in ungenerico purto del conduttore &legato a campo elettrico E in quel
purto dallarelazione

E=pj. ©))
Lacorrentei che attraversa una genericasuperficieidede e

[ :£j S 9
Resistenza equivalente:
Per condutori in serie:

Ry =R +R+.; (10
Per condutori in perallelo:

1 1 1
§:§+€+.. . (11

Potenza:
Lapotenzatrasferitadalla corrente a ungenerico uili zzatore &

P=Vi (12
doveV elad.d.p.a capi dell’ utili zzatore; se s trattadi unresistore:

2

P=Vi=Rij2 :VF (Legge di Joule) (13

Lapotenza fornita dall e forze impresse di un generatore &

P=¢i (14
dowve ¢ elalunghezzadel filo, Slasuasezione ep laresistivitadel condittore.
Equazione delle maglie:

Per uncircuito con wnaf.em. £ ed unaresistenzaR:

£=Ri. (15)



Problema 1

Un filo d rame di sezione S é percorso da crrente i. Supporendo che vi sia un elettrone
di condwzione per ogni atomo d rame, si cdcoli lasuavelocitadi deriva.

[S=5mm’; i =30A; densitadel rame p =889g/cm®; numero atomico del rame 63.5
u.al

Soluzione;

Dalle definizioni di densitadi corrente si ottiene:

j=ilsS,

vV, =——

¢ -ne
dove -e e la carica dell’elettrone, n il numero d eettroni per unita di volume. Per
cdcolare n ricordiamo che p=mass/volume e de il numero d Avogadro e

6.02 10”°/mole; unamole di rame pesa 63.5g ed occupa quindi un vdume:

__63%9 =714cm’. In questo vdume sono pesenti 602 10%° atomi, quind la
“a8og/cm® o g ' A
densitadi atomi e pari a:
6.02[10°°atomi
= - 0843107 atomi / e,
Esprimendotutte le grandezze in urita del sistemainternazionale (S.1.), si ottiene:
15A
j =———%—> =600°A/nm’;
= sn0eme m
V, = —=-4410"m/s.
-ne

(il segno-indica e vV, eoppstoa j ).

Commenti.

a) Sinotiil valore estremamente piccolo della velocita di deriva degli elettroni, se mnfrontata wn laloro
velocita media di agitazone termica (che edell’ordine dei chilometri a seando), benché la rrente
sia estremamente devata (superiore a valori consigliati per motivi di sicurezzain conduttori di rame
con sezione di 5 mnf). E per questo motivo che il rame, come tutti i metalli buoni conduttori, segue la
legge di Ohm. In altri conduttori (ad es. nei gas rarefatti) le velocita di deriva possono dventare
confrontabili con quelle di agitazone: il conduttore non segue piul lalegge di Ohm.

b) Le cnsiderazoni fatte per ricavare n posono esere espresse in formaletterale:

atomi /m®> _ massa/m’ n _p

atomi /mole  massa/mole 0 C N, M

(ricordiamo che 63.5 unita @omiche crrispondono ad unamassamolare M = 635g / mole).




Problema 2
Si ricavi lad.d.p.Vic @ capi dellaresistenzar nel circuito rappresentato in figura.

[£=12/: R=22Q; r =2Q]

Soluzione;

Dall’ equazione delle maglie si ottiene:

E=(R+r)i,
T _2Q 3
Vbc—rl—r+RS—24Q12\/—N.

Commenti. Il dispositivo € dla base del funzionamento del partitore di tensione e del potenziometro, che
vengono utili zzai per ottenere d.d.p. compresetra0 e £ quando s dispone di un generatore di tensione di
fem. £.

Problema 3

In wa pila Daniel I'energia € fornita dala reazione esoenergetica
Cun, +Zn - ZnO, +Cu.

a) Sapendoche ogni reazione fornisce un energiadi 35010™° J ed uracarica q = 2e, s

cdcoli laf.em. £dellapila
Supporendoche la pila dbiaresistenzainterna r =1Q e venga diusa su uraresistenza
esterna R=9Q, s cdcoli:
b) la crrentei ne circuito;
c) lad.d.p.V a morsetti dellapila



Suggerimenti. Per il cacolo dellaf.em. s ricorraalla sua equazione di definizione. Per il
quesito (b) s indichi con i la crrente e si invochi il principio d conservazione
dell’energia: la potenza fornita dalla reazione cimica deve uguagliare la potenza
disgpata per effetto Joue nelleresistenzer e R.

Soluzione;

a) Dadladefinizionedi £ s ricavaimmediatamente:

350107197
5:—_192109\/.
2601019

b) 1l bilancio energetico implica
g =ri +Ri2.
Dividendo f&r i s ottiene la stessa equazione del Problema 2; risulta
€
r+R’
c) |l circuito viene rappresentato esattamente wme per il problema 2 solo che orar e
interna d generatore, quindi:

V=V, =R
0 anche
V=E-ri —if
B T r+RC
Commenti.

1) Al tendere della cmorrente a0, V - £. Laf.em. di un generatore pud quindi anche essere definita
come d.d.p. frai suoi morsetti in asenzadi corrente (ovvero a drcuito aperto).

2) Per i generatori voltaici non & fadle individuare la natura ela locdizzaione delle forze impresse; &
invecemolto fadle cdcolarelaf.em. £ in base dla sua definizione.

3) Lapoatenza Vi fornita dala pila @minore della patenza & fornita dall e reazoni chimiche perché parte
dell’ energia édisdpata per effetto Joule dl’interno del generatore stesso.

Problema 4

S disegni la arva aratteristica di un generatore avente forza dettromotrice £ e
resistenza interna r (cioe s riporti la crrente i che lo percorre in funzione della
differenza di potenziale V ai suoi morsetti). Si considerino i purti di intersezione fra la
curva caratteristica egli ass coordinati, e s dica ®sa rappresentano fisicamente questi
purti, con quali circuiti posono essere redizzati ed in quali casl il generatore cede
energia dl’esternoed in quali ne asorbe.

Soluzione;



Ladifferenzadi potenziale V ai morsetti del generatore €V = £ —ri (vedi Problema 3): il
diagramma tensione-corrente equindi unaretta.

fi V=E-ri
1
7
I |1 Er
- I | 1V I

Si ottiene V = 0 cortocircuitandoi morsetti, e la crrente di corto circuito vale £ /r .

Si ottiene i = 0a drcuito aperto.

Nel quarto quadrante i € cosi grande (occorre naturamente un altro generatore in serie)
che la caduta su r € maggiore di &£ V risulta negativo, le poarita @ morsetti sono
invertite. 1l cdore disspato per effetto Joule dl’interno € maggiore dell’ energia fornita
dallereazioni chimiche: il generatore asorbe energia (ed infatti P =iV € negativo).

Nel secondo quadrante € i <0, cioé la @rrente entra nel morsetto pasitivo (occorre
naturalmente un generatore di f.e.m. maggior in oppaizione). La calutasur st somma al
E,siccheV > £. |l generatore asrbe potenza: infatti P =iV € nuovamente negativo. Se
lareazione chimicasi inverte, diventandoendoenergetica, il generatore si ricarica.

| quadrante IV quadrante Il quadrante

AL
~
=
AAN—T
T on
on
| ]
AMWA
~
‘.

S R S

Problema5

E>E



Si hanno de pileda 1.5V di f.em. eresistenzainternadi 01Q ciascuna, conle quali s
vuole dimentare un uili zzatore di resitenza R. Si determini il valore di R per cui la
potenza eogata dall’ utili zzatore € massma, considerando separatamente i casi di pile in
serie ein parallelo.

Suggerimento. Si proceda wme per il Problema 3, dananda (b).

Soluzione;

In serie: il bilancio energetico implica

2&
26i=2ri?+Ri%,daaii=
E 1 ri i i o+ R
| 1-|'"' =
§
L ‘

:

(come se aressmo un unco generatore di f.em. 2£ e resistenza interna 2r).La potenza

disspatainR &
P=i’R= Rgzz—gg
T Ter+RrOC

Per ricavare il massmo d P s pore dP/dR=0, supporendo £ e R costanti; s
ottieneR=2r =02Q, P=£%/2r =11W.
In paallelo: dettai la correntein ciascun generatore, la @rrentein R € 2i, quindi:

251 =2ri? + R(2)%.

| | = \
g, -

LA
r - c T 13

L’ equazione, divisaper 4, € quella che si otterrebbe cn un umco generatore di f.em. £ e

resistenza inteena r / 2. Procedendo come sopra s trova R=r/2=00%Q,
P=£%/2r =11W.

Commenti. In base 4 dati del problemasi ottiene P =1125W . Le ultime due dfre sono state omesse
perché non significaive (i dati di partenza @ntengono solo unao due dfre significative).

Problema 6

Un’automobile @mn ketteriada 6 V ha anabbaglianti da 25 Waitt ciascuno.
a) Qua’elaresistenzadel filamento duanteil funzionamento?



b) Seil filamento & lungo 10 cm, quanto vale in moduo il campo elettrico E a suo
interno?

Soluzione;

a) Dal’equazione che fornisce la potenza disspata per effetto Joule si ottiene:

Vv 3ev?

TP 25W

b) Dalarelaziore E = pj s deduce dheE risulta diretto lungo il filo ed & @stante in
modulo (il filamento ha sezione mstante). Detto d/ unelemento d filo, d lunghezza
d¢ e verso concorde mn E, risulta dunque E @7 = |E|d/. La tensione V lungo il
filamento &:

R

=144Q .

V = [El=[|E|d/ = |E|fdr =|E[ /
da ai s ricava
[E|=V/¢=60V/m.

Problema 7

Per misurare la resistenza R di un condutore s utilizzano un vdtmetro ed un
amperometro redizzandoi circuiti rappresentati nelle Figurea e b. Si ricavi R, indicando
conV ed i i valori misurati da voltmetro ed amperometro nel circuito (a), con V' e i’
guelli misurati nel circuito (b).

Figuraa Figurab
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|

L e

Soluzione;



Pensando che il voltmetro misura in ogni caso la tensione lungo lo strumento (cioé la
d.d.p. a suo morsetti) e |'amperometro segna la @rrente che lo percorre, s ottiene
immediatamente (dallalegge di Ohm o dall’ equazione dell e maglli e):

crastoa =
ircuito @ -
=R,j+R
=i+ —V_I+\L'
Circiito 0V " "R " R

B -V'=R,i
dowe i, ei, sonole arrenti nel voltmetro e nellaresistenza R, rispettivamente. Abbiamo
dungte un sistema di quettro equazioni nelle quettro incognite &£, R,, R,, R (di ben
fadle soluzione).

Commenti. Il problema fa caire de la resistenza puo esere misurata come rapparto tra la tensione V ai
suoi cgpi e la arrente i che la percorre, ed evidenzia la difficolta di una simile misura: nel circuito d
sinistrail voltmetro nonmisuralad.d.p. ai capi di Red in quello d destrala mrrente nell’ amperometro non
éla orrentein R.

Problema 8

Si cdcoli |aresistenza di un condutore metalico d resistivita p, lunghezza /¢ e sezione

circolare @n centro sull’asse x e raggio r che aesce linearmente @n x, asumendo i
valori r, in x=0er, in x=1/.

Soluzione;

Ladipendenzadi r dax puoessre @msi espressx
P
7
Dividendoidedmenteil condutorein tratti di lunghezza dx e resistenza dR = p dx / rir %,
posti in serie, Si ottiene:

r=r, +x

P Y
R_IdR_lp?_nrlrz'

(Per effettuare I'integrazione mnviene asumerer come variabil e indipendente).

Problema 9

Due vetture tranviarie distano rispettivamente 2 km e 5 km da una cainadi alimentazione
di 550V, a aii sono collegate mediante un cavo ageo e le due rotaie. La prima vettura
asorbe una rrente di 50 A, la seconda di 30 A. Se la resistenza per unita di lunghezza



del cavo aereo e di 05Q/km e quella di ciascuna rotaia 004 Q/km, s cdcolino le
potenze asorbite da dascuna vettura ela potenza Py disgpata nel cavo aereo e nelle
rotaie.

Soluzione:

Lo schema eil seguente

Rl B R2 C

i S VAVAVAVAY NaVAVAYAY
l il l iz
— e /NN NNNN———
R’ B’ R/, C

dove R =1Q, R =004Q, R,=15Q, R,=006Q(si pensi che le rotaie sono
conduttori in parall elo).
Le potenze asorbite sona P, =i Vg, P, =i,V . Ve S oOttiene sottraendo ai 550 V

della cainale due cadute su R, e R, che valgono Rl(il +i2) e Ri(il +i2). Il cdcolo per
Vce € analogo. Risulta

P, =2300°W;
P, =13010°W;
P, = 706[10°W.

Commento. Il trasporto d energia dettrica agrandi distanze omporta sensibili perdite di potenzanel cavi
agei. Per ridurle s pud aumentare la d.d.p. frai cavi stess (compatibilmente n i problemi di sicurezzg
fino aquei valori che cminciano arendere sensibili | e perdite dovute d passaggio d corrente in aria, nelle
vicinanzedei cavi. Nei cavi ad dtatensionein corrente dternatasi arriva a catinaiadi kV.

10
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CAPITOLO 3
CAMPI MAGNETICI STAZIONARI NEL VUOTO

Forza magnetica su ura particdla mn caiicaq e velocita v :
F=qixB. (Forzad Lorent?) (1)

Commenti: poiché F & ortogonale a V, il suo lavoro dC = F (818 = F [Wdt (dS =spostamento della

particdla) € nullo. In assenza di altre forze, I'energia dnetica mv2 /2 e il modulo v della velocita
rimangono costanti nel tempo, e |’accéerazone é cetripeta.

Forza esercitata da un campo B uriforme su un conduttore rettilineo d lunghezza 7
percorso da una correntei:

F=ilxB; (2)
(il verso del vettore 7 pudessere scdto ad arbitrio: i sard positiva 0 negativa aseconda
che la @rrente arcoli nel verso scdto oin quello oppato).

Momento d dipolo magretico di una spirafiliforme contenutain un pano:

g=iSsSn, (3)
dove Sé lasuperficie racchiusa dalla spira, fi il versore normale d piano. 1l verso d i é
legato al senso d percorso della mrrente dallaregola dellamano destra.

Campo d un condtttore rettili neo infinitamente lungo(in modu o):

B:u_oi’ (4)

2711

dowver eladistanzada condutore; le linee di flus del campo sonocirconferenze aventi
come as<x il filo, aientate rispetto verso della mrrente conlaregoladellamano destra.

Legge di Biot- Savart: un condutore filiforme aeain P il campo:

: . i dixT
l =
N p B 47T-f rz ’ ©)
dl 7 dowe I'integrale éesteso atutto il condtttore (i e paositiva o

negativa aseconda che scorrao meno rel verso d d?).

Legge di Ampére: dataunalineaideale dhiusa I :

fBO. =i, (6)
)
dowe i, elacorrente concatenata mnlalineal , cioe:
i = [T@S; (7)
5

S- éunaqualungte superficie avente cme contorno I, orientata @n



laregoladellamano destrarispetto al verso pasitivo d percorrenzasu I .

Campo d un solenoide rettili neo infinitamente lungo.
All’esterno il campo B & nullo; al’interno & uniforme, diretto lungo I’asse, con verso
dato dallaregoladellamano destrarispetto al senso d percorso della arrente, moduo

B =p,ni )
doven €il numero di spire per unitadi lunghezza.

Problema 1

Un ggs fortemente ionizzato & pasto in uncampo magnetico B . Quali sonoil massmo eiil
minimo raggio d curvaturadellatraiettoriadi un elettrone wnenergia dneticaT?

[B=10°Wb/m*; T=01¢eV]
Soluzione:

Lavelocita dell’ elettrone hamoduo v =+/2T /m = 059010°m/ s. Il raggio d curvaturar
s ottiene uguagliando il moduo della forza centripeta (mv®/r) a moduo ewBlsing|
dellaforzadi Lorentz (- ev x B), dove 8 &l’angolofra v e B:
rrlv .
eBsing’
r dipende unicamente daf, ed € compreso tra i valori mv/(eB) =336 mm per
v ortogonale aB ed o per vV pardleloa B.

Problema 2

Una particella di massam e @ricaq paositiva viene lanciata lungo I’ ass x con e ocita v
in ure zona dove épresente un campo magnetico. Sotto I’ azione della forza magneticala
traiettoria della particdla érettilineaper x<0, ed haraggio d curvatura r che varia
seondola legge r =r, X,/ x per 0<x<x, e rimane ostante el uguae a r, per
x> x,. S dicase in base aquesti dati € possbile valutare il vettore B in ungenerico
purto dellatraiettoria.

— —

Suggerimento: s considerino separatamente le @mporenti B, e I§Ddi B,
rispettivamente parall ela eperpendicolare dlatraiettoria stessa.



Soluzione;

L’energia dnetica della particdla 1/2 mv®ed il moduo d V sono costanti perché il
lavoro dellaforza magnetica enulo.
Il campo B esercitaunaforza

F :q\7XI§:q\7X(I§,, +I§>D):q\7XI§D
La cmmporente B, di B non fornisce nesaun contributo ala forza gplicaa dla
particdla enonha nesaun eff etto sulla sua traiettoria: i dati del problema non permettono
quindi di valutare un eventuale comporente B, .
Per valutare B, s consideri la legge fondamentale della dinamica F =ma; poiché
F=quxB, & ortogonale dla traettoria, I’accelerazione & cetripeta el ha moduo
v? /r. Ddla relazione qv x B, = ma,, e daladefiniziore di prodato esterno si deduce
che B, & ortogonale d piano (x, y), contenente la traiettoria, ed & entrante (I’ accderazione
centripeta a, stanel piano(x, y) ed érivoltaversoil centro d curvatura). Il suo moduo é

dato da qvB_, = mv?* /r ; risulta quindi:

B,=0 per x < 0 (traiettoriarettilinea r = o);
mv x

BD:quXO per 0< X< X,;

B, - per x> X, .
ar,

Possamo quind affermare che: &) la omponente di B ortogonale d piano x, y & nulla
per x<O0, cresce lineramente per 0<x <X, e rimane poi costante; b) un eventuale
comporente mntenuta nel piano x, y dowebbe essere paralela dlatraiettoriain ogni suo
purto: se le traiettorie di un fascio d particdle lanciate @n velocita diverse giacciono
tutte nel piano (x, y), s puoconcludere che questa comporente enulla

Commenti: Per particdle sulle quali agiscela solaforzamagnetica efadle cdcolare il raggio d curvatura,
mentre il cdcolo della traiettoria risulta fadle solo se il campo magnetico € uniforme. Per questo motivo
nei testi di Fisicas propongono problemi nei quali il campo magnetico € supposto uniforme in un certo
dominio e nullo atrove. Si tenga ben presente che questa ipotesi rappresenta semplicemente una
semplificadone del problema, dato che eimposshil e generare nel vuoto campi magnetici discontinui.



Problema 3

Si dicaquale elatraiettoria di una particdla di massam e caricaq lanciatain uncampo
magnetico uriforme @n velocitainiziae:

a) perpendicolare aB;
b) parallelaaB;
c) obliqua, in modo ch avere una cmporente U, ed ura U, .

Si supporga dhe sulla particdla agisca solo la forza magneticae, nel caso c¢), s cdcoli il
pas ddl’ elica

B B B
. X X :
Z/lL ﬁ N X
ﬂé !
u, >
z z Tz u,
Soluzione;

a) Latraiettoria @una drconferenza mntenuta nel piano'y, z ortogonale a B, con raggio
r=mu/(gB) (vedi Problemal o 2.
b) La particella non risulta soggetta a forze e s muove @n veocita uniforme,
parall elamente d vettore B.
c) Latraiettoria ela arva de s ottiene mmbinandoi due moti trovati in precedenza,
cioé un'elica, che stasu uncilindro con raggio:
mu
r= :
gB
e mn generatrici paralele a B. Laproiezione dellatraiettoria su un pano atogoree
a B éuna drconferenzadiraggio r; il periodo d rotaziore T =277 /u, = 2rm/gB &
indipendente dalla velocita. || pas dell’elica wmincide on il canmino u, T fatto
lungo ladirezioredi B nel tempo T.

Commenti: Buona parte dei problemi sul moto d particdle in campo magnetico sono delle semplici

varianti di questo problema. Per laloro soluzione énecessario avere ben presenti i seguenti fatti:

1) Latraiettoria éin generale un’elicache sta su uncilindro il cui asse euna lineadi flusso d B: anche
campi non uniformi obHigano la particdla anon alontanarsi troppo & una lineadi fluso, cioé a
muoversi con traiettorie di tipo elicoidale atorno al e lineedi flusso;



2) In campo wiforme el ortogonale dla velocita V, la traiettoria € una drconferenza ela velocita
angolare éindipendente da v: su questo fatto si basa il funzionamento del ciclotrone, ed infatti la
frequenzaV =1/ T édettafrequenza d ciclotrone.

Problema 4

Gli elettroni emess dal filamento F con energia dnetica trascurabil e vengono accel eréti
conil dispasitivo rappresentato in figura (M indicaun elettrodo metalli co).

a) Sicdcolilavelocitavdi arrivo degli elettroni suM natalad.d.p.V, fraF e M.

b) Seil fascio d elettroni ottenuto praticandoin M un gccolo foro in corrispondenza del

purto O entrain uncampo magnetico uriforme B = B2, si dicaper quale valore di B
il fascio colpiscela pelli colafotograficaP nel purto d ordinatay.

c) Sicdcolinole mordinate (y, z) del purto d arrivo sulla pelli cola di un elettrone de
in O ha velocita Vv=vX+v,2 (in pratica gli elettroni del fascio non lanno
esattamente la stessa velocita: s tratta di valutare I’ effetto d una piccola ammporente
Vv, dellavelocita).

Ly
<

Soluzione;

a) FraF e M ogni eettrone acquista un energia dnetica mv’ /2 pari ala differenza di
energiapotenziale — (—e)V, ed arrivaquindi in M con velocita
V= (2eVO / m)ﬂz.
b) Un elettrone e esce dal puto O con weocita Vv=vX € soggetto dla forza
F=-ev&x(B,2) =ewB,y, che incurva verso I'dto la traiettoria. Ricordando

I'espressone a_ =v’/r del’accderazione centripeta el uguagliando F a ma, S
ottieneil raggio d curvatura



La traiettoria € una semicirconferenza, di cui il segmento OP e un dametro, qundi
r=yl2.

c) Latraettoria € ora un’'elica (vedi Problema 3). La proiezione della traiettoria sul
piano (X, y) & lastessa semicirconferenza cdcolatain b), che viene percorsa nel tempo
t = rir / v.. Durante questo tempo I'elettrone si sposta in drezione z di un tratto
Z=V,t.

Problema5

Si supporga chein unatomo d idrogeno I’ elettrone possa essere assmilato ad ura caica
purtiforme ruotante intorno a protone, su d una drconferenza di raggio r. Si cdcoli la
velocita dell’ elettrone:

a) inassnzadi dtreforze

b) in presenzadi uncampomagnetico B perpendicolare a piano I’ orbita.

Soluzione;

a) Dala F = ma ericordandoche |’ accelerazione centripetavale v? / r , si deduce

e v2 e

=m—,daai VvV=—=—.
ATE,r? r JATE rm
b) La forza magnetica ha moduo evB, la stessa direzione di quella dettrica e verso
concorde 0 meno a seconda del segno d v (cioé del verso d rotazione dell’ elettrone).

Considerando paitivo v quando V x B & mncorde @n E s ha

ooy ME?
eB+ [eB°+ 5
2 _ TE,r

v
> +evB=m—, da wi V= ;
r 2@

r

Are r
i due segni corrispondonaai due versi di v.

Commenti: Il moto d un €elettrone in un atomo pud generare un momento d dipolo magnetico, ma gli
elettroni hanno la tendenza a oordinare i loro moti in modo da ottenere momenti oppcsti, con risultante
nulla. In una descrizione puramente dassica esemplificata s suppone de i due dettroni descrivano la
stessa orbitain versi oppasti. 1| campo B aumenta la velocita di un elettrone ediminuisce quella dell’altro,

sicché il momento magnetico risultante @diverso da zeo ed opposto aB : & questa la spiegazone dassica
del diamagnetismo.



Problema 6

Si cdcoli il canpo B cresto da un tratto rettilineo d un condutore filiforme in un
generico purto P.

Suggerimento. Si utilizzi |a legge di Biot-Savart (2), assumendo come variabile di
integrazione I’ angolo compreso fra d/ e f .

Soluzione;

Si orienti d/ nel verso della crrente, in modo che i risulti positiva. Per cacolare il
campo B nel purto P, si introducail sistema catesiano rappresentato in figura. 1l vettore

X o uidixF
g6 = Ml df:r
ar r
e diretto lungo zed hamoduo
Ui d¢ sin@
B="——5—
d 4rrr?
dovwe d/ = dx. Per I'integrazione fra x, e X,,

esprimiamo r edxinfunzionedi 6:

> )
r:a/Sine;X=atan9;dxzid6cono_|3:a;
cos’ @
da ai
_ M rsngde = (cosg -
dB = 4na_[sm6d6 = (cosel cosez).

Commento: 1) Per questo problema, € posshbile @ntrollare I esattezzadel risultato dttenuto: nel limite di
filo infinitamente lungo (cioé per X, — —o e X, — ©0) g ottiene il valore wrretto, dato dall’ equazone
@). )

2) Per cdcolareil canpo B creao daun circuito costituito da tratti rettili nei basta sommare i campi credi

dai singoli tratti: il cdcolo pud essre laborioso, ma non difficile. Non si pud utili zzare la legge di Ampeére
perché mancano le smmetrie necessarie.



CAPITOLO4
INDUZIONE ELETTROMAGNETICA
Legge di Faraday

In uncircuito elettrico filiforme y posto in un campo magnetico st manifestaunaf.e.m.

£ indataquandoil fluso ® = Iémé attraverso lasuperficie X, racchiusadal circuito
2

14

stavariando (pit predsamente, =, puoessere quaunaue superficie avente mme
contornoil circuito, perché ® eindipendente dallascetadi = )).
Seil verso di percorrenzasu y elanormale a% , soddsfanolalegge dellamano destra

_a®
dt
(se s adottase laregola della mano sinistra, noncomparirebbe il segno-).

Seil campo magnetico é stazionario, si pud avere variazione di fluss solo deformando o
muovendoil circuito, ela (1) pudessere scritta nellaforma:

5:f\7x|§m2 )
y

£= Q)

dove v élavelocitadell’elemento di circuito.
Seil campo magnetico none stazionario la (1) puoessre scritta nellaforma:

L d .
ijEw:—aJ'mes 3)

Osservazioni.

La scoperta dell e correnti indate haposto il problema dell a natura e locdi zzazione del
campo elettromotore E * , il cui integrale lungo il circuito si identifica onlaf.em. €.
Nell’ equazione (2) il campo elettromotore & E* = v x B dowve V élavelocita

dell’ elemento d/ di circuito, e laforza da questo esercitata sulla carica di condwione g &
=+ = qv x B, dowe v élavelocitadell’elemento d/ di circuito. Poichéil filo trascina
nel moto tutte le particel e presenti a suointerno, lapresenzadi questaforzarisulta
evidente. Si nati perd che le particdle di condwzione si muovonoanche lungo d7, con
velocita di deriva vV, paralelaa d/ . Laforzatotale magneticaagente su queste particdl e
équindi lasommadelleforze F* = qv x B e F, = qV, x B; quest’ ultimanonda nesan
contributo all’integrale (2), perché éortogonale ad?, mail suolavoro complessvo sulla
particdla édiverso da zero etale daoppors alo spastamento del circuito, in accordo con
lalegge di Lenz (i lavori delleforze F* ed F, sonouguali ed oppasti, perchéil lavoro
totale dell aforza magnetica su una carica énull o). Nell’ equazione (3) il campo
elettromotore mincide mn E el’equazione pudessre cosl interpretata: un campo



magnetico variabil e nel tempo crea un campo elettrico E nonconservativo. |l campo E

indatto daunavariazione nel tempodi B agisce ovviamente su tutte le particel e cariche,
anche se esterne a condutore.

Leggedi Lenz

Il verso della corrente indatta pud essere ricavato in modo puramente analiti co, conla
convenzione gia citate, oppue applicandolalegge di Lenz: | effetto della f.e.m. indata si
oppore alla causa che la produce.

Tensioneelettrica t, lungo unalineay chevadal purtoaa purto b:
t, =[E@7; (4)
7

per i campi elettrostatici, che sonoconservativi, latensione e ettrica mincide mnla
differenzadi potenziale V, —V,; per i campi inddtti, nonconservativi, latensione lungo
unalineachiusa ediverso dazero e mincide mnlaf.em. inddta

Auto e mutua induzione.

Si definisceindutanza L (o coefficiente di autoinduzione) di un circuito fili forme y
percorso da corrente eil rapparto

L=— (5)

dove @ é&il fluso del campo B creato dai attraverso una superficie con contorno y . Se

L & costante nel tempo, ogni variazione di i producenel circuito unaf.em.
di
=—-L—. 6
€ a (6)
L’ equazione (6) puoessre assunta adefinizionedi L.
Si definisce mutuaindutanza M o coefficiente di mutuainduzione di due circuiti fili formi
y, ey, il rappato
d d
M=% === (7)
Il I2
dowe @, eil fluss magnetico, attraverso y,, prodato da i, (analogamente per ®,,).
Se M #0, i duecircuiti sonoaccoppati induttivamente. L’ uguaglianza
®,, /i, =®,, /i,edettateorema o relazione di redprocita.

Energia del campo magnetico.

Densita di energia del campo magnetico nel vuoto
— dUB — 1 2

Us =~ _Z_HOB (8)




dove dU, éI’energiapresente nel volume dv.

Energia del campo magnetico generato da:
un circuito avente indutanza costante L:

1 .
UL:EUZ; 9)
due circuiti accoppiati:
1 1
Uzagﬁ+th+§g@. (10)

Problema 1

Nella spira schematizzata in figura il condutore ab, di lunghezza d, s muowve ©n

velocitd mstante v, in presenza di un campo B uriforme & ortogonale d piano della
spira. Si cdcoli laf.em. inddatanellaspira

X X X

<
—>
T X

Suggerimento: Si applichi la legge di Faraday (Eq.1) oppue I'Eq.2, aientando la spira
nel verso orario.

Soluzione;

Il fluso del vettore B attraverso la superficie racchiusa dalla spira nel generico istante t
e per definizione

¢:jém§.
Orientata la spira in verso orario, il vettore dS risulta paralelo e mncorde mn B:
B @S = BdS con B costante rispetto a dS Risulta quind ® =B S, dowe S=S(t)é

I’area della superficie racchiusa dalla spira. Detta S I'arearacdiusa dl’istante t =0,
risulta

S(t) =S, —d O,
quindi




®(t) = BS, - Bt

8——d£—de
Codt '

Laf.em. risultapositiva, qund la corrente drcolanel senso pasitivo prescdto (orario).

Soluzione alternativa:

£=fux Bla/;
all’integrale cntribuisce solo il lato mobile del circuito (sugli altri lati v =0), dowe il
vettore Vx B ha moduo vB, & pardielo a lato mohile &l orientato verso sinistra
Scegliendosullaspirail verso arario, d/ risultaparallelo e mncorde mn v x B, quind:

b b

£ =J’defz =VBJ'd€ =vBd .

Commenti Il problema pud anche essere risolto cercando primail verso della crrente indotta @n la legge
di Lenz e cécolando pa il modulo dellaf.em. (senzapreoccuparsi dei segni). Lalegge di Lenz pud esere
applicaain divers mod ed in particolare considerando:

1. 1l fluso d B. Lo spostamento del lato mobile diminisce la superficie racdiusa dal circuito ed il

modulo del flusso d B . La @rrente indotta ha verso tale da oppasi a questa variazione. |l campo
magnetico credo dalla orrente indotta € particolarmente intenso nei punti vicini a circuito e, se la

corrente ha verso orario, & cncorde con B nei punti interni al circuito e tende quindi ad aumentare il
flus (nei punti esterni il campo magnetico indotto ha verso oppato, ma questi punti non danno
contributo a flusso @ ).

2. Laforza apgicatada campo B al lato mobile, che dever oppasi a suo spostamento verso |’ alto.

Problema 2

Considerandoil circuito oel Problema 1, si cdcoli:

a) la arrente i indata nel circuito, supporendo che la sua resistenza R sia nota e
costante;

b) la forza F necessaria per mantenere in moto uriforme il lato mobile della spira
(trascurandolaforzapeso) ed il suolavoro per unitadi tempo;

¢) lapotenzadisgpata per effetto Joule nel circuito.

Soluzione;

Calcolatalaf.em. indata £ con uno @& due metod utili zzati nel Problema 1, risulta:
£ VvBd

a i =— VErso orario);
) == ( )

b) Laforza F & uguae & oppata dla forza esercitata dal campo B sul lato mobile,
che edirettaverso il bas ed hamoduo:



vB?d?
R
Il lavoro d F & pasitivo elapotenza édata da:
(vBd)*
R

F=iBd =

Fv=

c) Lapotenzadisdpataper effetto Joule &

2
RiZ = (vBd)
R
Commento: s noti che tuttala potenzafornita d circuito viene disdpata per effetto Joule, in acardo con il

principio d conservazone dell’ energia

Problema 3

Nel circuito del Problema 1 viene inserito un generatore con f.em. &, di segno oppato

adlaf.em. indata.

Si cdcoli:

a) la orrenteinddta, supporendo costante laresistenza R del circuito;

b) laforza F esercitata dd campo magnetico sul lato mobile, la sua dipendenza da
&, edil suo effetto sul moto del |ato mobil e ab.

Suggerimento. La f.em. inddta £ e gia stata cdcolata, agisce in senso orario ed ha
moduo vBd. Si orienti il circuito in verso antiorario, sicché laf.em. &, risulti positiva,
& negativa.

Soluzione

a) Dall’equazione dellemaglie £ —vBd = Ri s deduce:

&, —VvBd

-

b) Scdtoil verso antiorario, gli elementi d¢ del lato mobile sono aientati verso destra,
d/x B & verticde ediretto verso I'ato. Detto 2 un \ersore verticde diretto verso
I'alto, I'integrazione di dF =id/ x B &immediata efornisce

F=iBl2.
F dipendedas, attraverso i che &
nullaper & =vBd;
negativaper & <vBd;
positivaper & > vBd.
Ricordandochelavelocita v del lato mobile edirettaverso I’ ato, s deduce che:
« per £ =0, laforza F @ oppasta aVv e tende afrenare il moto della sbarra, in

acordo con lalegge di Lenz; per mantenere in moto uniforme il lato ab del circuito
ocoorre esercitare unaforza dall’ esterno.



»  Aumentando &, F diminuisce esi annulaper £ =vBd.
» Per & >vBd, F & mncorde @n vV efavorisceil moto del lato mohile.

Commenti. Consideriamo il bilancio energetico, dal punto di vista del lavoro fornito a circuito
dall’ esterno, o eventualmente fornito dal circuito sull’ esterno.
* Per £ =0 s deve fornire lavoro mecanico dall’esterno, che viene trasformato in energia elettrica

(qui viene disdpato nel resistore, che potrebbe essre il filamento di unalampadina): il dispasitivo e un
generatore elettrico, cioé trasforma energia meccanicain energia elettrica;

= per & #0il dispositivo pud diventare un motore elettrico, cioé trasformare parte dell’ energia fornita

dal generatore in energia mecanica: infatti la condizione &, >vBd pud essere verificata per qualunque
valore di &, (basta & esempio diminuirev).

Si noti infine questo fatto interessante: uno stesso dispositivo pud essere utili zzato come generatore
elettrico o come motore elettrico semplicemente cambiando i valori dei parametri (che in questo caso
sono &, v, B, d).

Problema 4

Si risolva il Problema 1 supporendo che il campo magnetico vari nel tempo con legge
B=B,cosawt e mnsiderando nda la superficie S, racchiusa dal circuito rell’istante
t=0.

Suggerimento: si proceda mwme per il Problema 1, applicando la legge di Faraday nella
forma 1 (I'Eq. 2 noné pitl applicabile perchéil campo B noné stazionario). Il calcolo d
@ richiede I'integrazione di BLS ad un generico istante. In questo istante B non

dipende dalla variabile di integrazione dS e pud essre portato fuori dal segno d
integrale.

Soluzione;

Conle onwezioni del Problema 1, risulta:
® = [B(t) (@S = B(1) [dS= (B, cosat) (S, — dvt)

=-— -B,w(S, —dvt)sinat - B,vd cosat .

Problema5

Una spiraquadrata di |ato a e resistenza R, su cui € inserito uncondensatore @n capacita
C e ®n dmensioni trascurabili rispetto ad a, s muove @n velocita vV costante in
presenza di un campo Bche énullo nel semipiano x <0 ed uriforme nel semipiano
x>0 (vedi figura). Si cdcoli e s rappresenti in dagramma:



a) la funzione d(t) che rappresenta il fluso d B attraverso la spira , orientando la

superficie racchiusa dalla spira nel verso d B ed asumendo come origine di t
I"istantein cui il | ato d destradellaspirasi trovain x =0;

b) laf.em.indatanellaspira;

c) la wrrentei(t) nellaspira

y
R X
VAVA e _
o B
v X
! "X
| X X
C X X

Soluzione;

a) ®(t) hal’andamento d Fig.a, dowe t, =a/v, endl’intervalo tra0 e t, cresce ®n
leggelineae: @ = aviB;
b) £(t) e sempre nullo eccdto che nell’intervallo traO et,, in cui vale £ = —aBv;

0 &
) i(t):%_ﬁ[l_eXp(‘t/RC)] per 0<t<t,
ELioeXp[—(t—to)/Rc] per t=1,

dowei, =i(t,) .
d(t) —
@
>
£(0) A
- t (D
i)
R C)



Problema 6

Si cdcoli laf.em. £ inddtain ura spira quadrata di lato a che si alontana @mn velocita
V costante da un condutore rettilineo indefinito percorso da rrente i stazionaria, in
funzione delladistanza x; (vedi Figura).

yu

't ;

X1 Xo=X1+a X

4

Soluzione;

Il campo B creao dal condutore éortogonale d piano racchiuso dalla spira el entrante.
Orientando dS nel verso d B (elaspirain verso arario) risulta:

— e "’_a le’loi —
CD—J'BmS—JO'dy{ﬂdX—

_ ,uoial X +a
2m X,
g__dﬁ__dﬁ%__uoiav 1 %_i%_ [IREY; a
dt  dx, dt 2 ;.80 x0 2m (%, +a)x,
Xl

Poiché £ e pasitiva, la corrente drcolanel verso arario prescdto.

Soluzione alternativa:

Si applical’ equazione (2), orientandola spirain verso orario. | lati orizzontali non canno
contributo all’integrale di vV x B#/, perché vV x B & verticde. Su ciascun lato verticale

B & mstante rispetto alla variabile di integrazione eV x B & mncorde mn ds sul lato d
sinistra ediscorde sul quello d destra. L’ integrazione éimmediata efornisce

Mriav1l 1 0
—— - U,
2m [x, X +ald

£ = v x o = va(B(x,) - B(x, +2)) =

in acordo conil risultato atenuto sopra.

Problema 7



Cdcolare laf.em. indata nell spira del Problema 6 suppaendo che la spirasiaferma e
che la orrente i nel condutore rettili neo cresca linearmente dal valore O a valore i, ndl
tempot,,.

Soluzione;

Il calcolo del fluss eidentico, malavariazione di flus e prodata dall a variazione della

o, i .
corrrentei. Poiché i(t) = t—°t , risulta;

0
do __pay xrad _ pal, x+a

dt 21 X, dt 21t X,

Dato che £ € negativo, la crrente inddta drcolain senso antiorario.

Non esiste una soluzione dternativa basata sull’Eq. 2, perch’e il canpo magnetico noné

stazionario.

Problema 8

Nel circuito in figura I'asta AO puo ruotare, intorno ad un ase passnte per O,
strisciando sulla guida circolare di raggio r = AQ, in presenza di un campo magnetico B
uniforme, perpendicolare d piano di figura ed entrante. L’angolo ¢ varia @n la legge
¢ =@, sinat .

a) Si cdcoli laforza elettromotrice £ inddta nel circuito;

b) s dica per quale valore di ¢ la f.em. £ risulta massma e se ne calcoli il vaore
numerico.

[r=20cm(=A0); ¢, =m/6;w=20rad/s; B=0.1T].




Soluzione;

a) Orientando il circuito in senso orario, il versore normale alla superficie racchiusa é
concorde @mn il campo B ed il fluso concaenato € BS, dowe S € la superficie del
settore circolare racchiuso dal circuito, conangolo al centro ugualea ¢ + 17/ 2:

¢—£Br2§b+7—@
"2 20

g=-9®__1 Br’g wcosat .
dt 2

b) Laf.em. & risulta massmain valore asoluto percosat =+1, Ovvero per ¢ =0. Il suo
valore masimo € £=72.1V .

Ponendo ¢ = ¢_sinat S ha

Problema 9

Un campo magnetico B uniforme e stazionario & perpendicolare d piano che contiene
unaspiracircolare metalli cadi areaA e resistenza R. Nell’istante t=0 |a spira viene messa
in rotazione intorno ad un suo diametro con velocita angolare costante w. Si cdcoli:

a) lacorrente inddta nellaspira, trascurandol’ autoindwzione;

b) lapotenzaelettrica P. disgpata nella spira;

c) lapotenzameccanica P, daapplicare all a spira per mantenerlain rotazione.

Suggerimento. Orientando le spira in senso tale che nell’istante t=0 il suo versore
normale sia paralelo e concorde @n B, nel generico istante t I'angolo fra i e B &
0 =wt.S cdcali il flus ®(t) in questo istante es applichi poi lalegge di Faraday.

A

0

>
Ve
ool
S
oo,
&)

Soluzione;
a) d(t) :IétﬁdS=IBcost9dS:Bcos9IdS= BScoswt ,
do ) . AB .
£=—-——=ABw snwt; Il =—wsnwt.
dt R

10



2p2
b) Lapotenzaéettricadisspatanellaspiraé P, = Ri* = = w® sin® wt.

c) Detto t =i An il momento magnetico della spira, il momento meacanico dell e forze
esercitate dal campo B sullaspiraé7 = [ixB=i AAxB; Ax B éparaleload @,
con verso oppasto (vedi figura) ed uguale a Bsinf (-w), dowe o eil versoredi @.
Per mantenere la spirain moto uniforme occorre esercitare un momento oppasto
~T =iAB sin@(+ ®) dow 6 = wt ; lasuapotenza &

Py, =-T [0 =iABw sinwt =
A’B*w’
R
Ad ogni istante P,, e Pg, in accordo conil principio di conservazione dell’ energia.

sin® wt

Problema 10

Una spira rettangolare di rame (resistivita p e densita d) di dimensioni rettangolari, lati
a e b, cade verticamente nello spazio compreso tra le espansioni polari di una cdamita,
che genera un campo B diretto come in figura ed uscente. Quando & solo parziamente

immersa nel campo (v. figura), la spira cade con moto uniforme. Si cdcoli lavelocita v,
trascurandol’ attrito dell” aria.

[p=15610°Qm;5=896Kgm=>;a=10"m;b=2010"m;B=0.8T]

Soluzione;

Orientata la spira in senso antiorario, il versore A normale ala superficie racchiusa é
concorde mn B. Detta St) la porzione di questa superficie immersa nel campo B,
risulta:
g:_dib __d(B (hS(t)) - _BH ds(t) _ Bav,
dt dt dt

11



i=6/R dowe R= pﬁ,
A

dowve ¢/ =2a+2bed A elasezione dd filo.
Affinché la spira cada @n velocita uniforme la forza peso mg=90/Ag deve essre
bilanciata dalla forza magnetica agente sul lato orizzontale, che ha moduo iaB ed é
eff ettivamente diretta verso I’alto (i € positiva ecircola nel senso antiorario scdto). S
ricava

pol

2

v=P%9 77100 m/s.

Soluzione alternativa: Si arriva alo steso risultato uguagliando la patenza P, =i’R
disdpata per effetto Joule alapotenza P, = mgv fornita dall aforza peso.

Problema 11

Si cdcoli il coefficiente di mutuaindwzione M frai due circuiti fili formi rappresentati in
figura; dove AB e CD sono archi di circonferenza wn centro in Oeraggi r, er, ela

spira écircolare omncentroin O eraggio a <<r, .

Suggerimenti: M puo essre cdcolato come rappato @,/i,, dowe @, é il fluso

attraverso il circuito 2del campo B creato da una corrente i, che fluiscenel circuito 1.E
importante numerare oppatunamente i due circuiti. Qui conviene scegliere la spira me
circuito 2 perché I'ipotesi a <<r, permette di suppare uniforme d suointernoil campo

B creao dall’ altro circuito (effettuata la scdta, I'uso dei pedici diventa superfluo e sara
evitato nella soluzione). Per dare un significato a segno di M & necessario scegliere un
verso pasitivo di percorso su entrambi i circuiti.

Soluzione;

12



Si orientinoi due circuiti in verso antiorario e si indichi con z il versore normale d piano
della figura ed uscente. E sufficiente cdcolare il campo B nel purto O. Un generico
elemento di filo d7 generail campoinfinitesimo

U, i [07xF

4 r®

che éparalelo all’asse z. | campi credi dai tratti DA e CB sononulli, il campo creato da

Hol df = Ko % che s integra immediatamente
4. 4Am,
perché r, nondipende dalla variabile di integrazione 6. Il campo credo daCD s cdcola

in modoanalogo; risultain definitiva:

B, :ﬁmﬁ%—iﬁj.
a4 . h
Conle convenzioni suggerite sopra, I'area S della spira va orientata come 2:
® = B[S5=B,S=B,ma’;
®_paedl 10

M=— —-—0>0.
| 4 O, U

dB =

un generico elemento del tratto AB e

Problema 12

Due condutori filiformi di lunghezza infinita, paralleli e distanti d, sono percors da

correnti di moduo i e versi oppasti. Una spira quadrata di lato a<d é posta tra i due

condutori, nel loro piano, con die lati parall€li ad ess ed equidistanti daesd. La corrente

nel fili & portata azero conlegge lineare nell’ intervall o di tempo (O,t,). Si cdcolino:

a) |l coefficiente di mutuaindwzione frala spira quadrata ed il circuito contenente i due
fili rettili nei;

b) laf.em.indatanellaspira;

c) larisultante dell e forze magnetiche agenti sulla spiranell’intervall o di tempo (O,t,).

yu

-d/2 0 IR
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Soluzione;

)

b)

Nel purti interni alla spira i campi magnetici creati dai condtttori rettilinel sono
concordi ed uscenti. Nei purti conascissax il campo magnetico creao dal conduttore
passnte per x =-d /2 hamoduo

—

B.|=

Ho!
2715ti + XE

12 LC
Data la smmetria del problema, i contributi ® del due fili a flus nella spira sono
uguali e ancordi. Orientandola spirain senso antiorario, risulta:

al2 :
_ d+
M =208)/i =5 (K, 8 = Hod Fi/2+al2E “°a 2
_aso 2rr(d/ 2+ x) m [d/2-al2C d a
La corrente varia nel tempo con legge: i(t)—i -i t/t,, quind:

£=- d¢ “J% g%ag

Le forze esercitate dal campo magnetlco de| condutori rettilinel sui lati della spira
stanno sul piano (x, y) contente la spira. | lati oppasti sono soggetti a forze oppaste,
per smmetria. Le forze magnetiche hanno quindi risultatante nulla e momento
risultante null o.

(Sefosserichiesto il cacolo dell e quattro forze agenti sui quattro lati della spira, i lati

orizzontali richiederebbero un'integrazione, perché B dipende da x).

Problema 13

Nel cavo coasdale rappresentato in figurai due cilindri cavi hanno spessore trascurabile e
sono percorsi da @rrenti oppcste. Si consideri un tratto d cavo d lunghezza / e se ne

cdcoli:
a) energia(del campo magnetico);
b) indutanza;
C) cgoacita
nte A o L
J —
i
Soluzione:
a) |l campo édiverso dazero solo nell’ anell o cili ndrico compreso frai due cavi, dowe ha

moduo:

14



_ Kl
s 2nr
L’energiadi untratto di lunghezza ¢ vale (integrandoper strati cili ndrici):

1 B? 1 piz"1 Wit r
U, =[—— ==__1° —2 dr ==2 I _21
° lz 78 Y 2(271)2Ir2 rrrier "

I r.1

b) Peril cadcolodi L conviene considerare |’ espressone U, = = Li?, che fornisce

2
2U ‘o
L=—"7H° =Koyl
I 2,
c) Sitrattadi uncondensatore cili ndrico; il calcolo é gia stato effettuato e fornisce:

2re (
C= .

In-*

£

Commenti. Nei cavi hanno interesse induttanza ecapadta per unita di lunghezza. Si noti che il prodato di

1
queste due grandezze euguale a &y, = — .
c

Problema 14

Due solenaidi, aventi la stessalunghezza ¢ eraggi r, e r,>r,, sono unointerno all’altro

e wasgai. S determini |’energia del campo magnetico quando s manda la stessa
correntei in entrambi, considerando separatamentei casi con correnti concordi e discordi.

Si mostri poi che ladifferenzafrale energie wsi cdcolate éuguale a2 Mi?, dowe M &l
coefficiente di mutua indwzione. (Si trascuri I’ effetto dei bordi, supporendo cioé campi
uniformi al’internoe nulli all’ esterno).

Suggerimento. Nello strato cilindrico compreso fra i due solenoidi, avente volume
7'1(r22 —rf)é, & presente solo il campo B, del solenoide esterno. Nel solenadide interno

sono pesenti sia B, che B,, con la stessa direzione eversi rispettivamente mncordi e
discordi.

Soluzione;

Correnti nell o stes senso:

15



1(B,+B,)’ 1 B2

Ul = Eu—omﬂ +§u—in€(r22 - rf) ,
dowe B, = y,nji, B, = n,i.
Correnti in senso oppcto:
2
1(B,-B 1B;
u, :——( ;= B) 2o+ = —2mi(r2 - r?).

2 4, 2 4,
Quindi

2B,B :
U,-U, =—=2=22mr20 =2u nn,i’mr}e .

Per il cadcolo d M orientiamo i due drcuiti nell o stes verso e mnsideriamo il campo
B, =y n,i credo dal solenoide esterno. Il suo flusso attraverso urasingola spira del

solendide interno & B, Grr?. Moltiplicando per n,¢ (numero totale di spire) si ottieneil
flusso totale @, attraverso il solenoide interno. Quindi:

= I—l =y nn,7rr2l

16



CAPITOLOS
DIPOLI MAGNETICI E PROPRIETA MAGNETICHE DEI MEZZ| MATERIALI
Dipoli magnetici

Una spira fili forme contenutain un pano e percorsa da orrente i possede un momento
magnetico i =i S, dowe S é lasuperficie racchiusa dalla spiraed 1i il versore normale
al piano, aientato con la regola della mano destra rispetto a verso d i. La spira puo
esEre trattata cme un dipolo magretico purtiforme nel limite in cui le sue dimensioni
diventano trascurabili (per i dipdi magnetici purtiformi valgono le cnsiderazioni fatte
nel Cap.1 per i dipdi eettrici purtiformi: v. commenti 1,2,3apag.1).

Per i dipdi purtiformi valgonole seguenti relazioni:

Campo B creato daun dpolo magnetico purtiforme.

_>
BL
K/v—>
Br B _ M, 2u cos
0 "Tam r® )
> My, K sinb
—> v BD = — .
n amr r
Dipolo magnetico purtiformein uncampo esterno B:
energia paenziale U
U=-[B 2)
momento T erisultante R delleforze gplicae
T=[ixB, 3
R =pulgradB, i=X,Y, z 4

Proprieta magretiche della materia

Dato un mezzo materide s definisce magnetizazione M il momento magretico per
unita d volume:

- D4
M—AV, (5)

dowe (i eil momento magnetico dell a generica molewla presente nel volume AV .

Commento. 1) Le interazoni fra dipadli eettrici puntiformi e le interazoni fra dipoli magnetici puntiformi



sono descritte da equazoni formalmente identiche (salvo owvvie trasposizioni di simbali, che risultano
evidenti confrontando le equazoni 1-5 con le equazoni 2-5 del Cap. 1). Questo suggerisce un metodo d
risoluzione dei problemi di interazone fra magneti basato sui concetti di poli magretici e cariche (0 mass)

magretiche. In particolare, un cilindro d sezione S uniformemente magnetizzato, con M diretto lungo
I'asse, possede caiche magnetiche +q, e - gn Sulle due basi, con g, = MS. Per ottenere |’ equivalente
magnetico d una caica dettricabasta suppare che la caicadi segno oppato sia adistanzainfinitamente

grande, considerando tn magnete infinitamente lungo. Il campo B creao ddlla caicaqy, & dato dallalegge
di Coulomb magnetostatica

B 4rr? ©)
Lo studente pud formulare erisolvere I’ equivalente magnetico del Problema 1, Cap.1.
Per risolvere i problemi di interazione fra magneti, esiste perd un secndo metodo, basato sul concetto d
correnti di magretizzazione iy,

Un corpo uriformemente magnetizzato crea lo stes® campo B di una arrente (di

magnetizzazione) i, che scorre sulla sua superficie, ortogonalemente a M, il cui
momento magnetico coincide @n il momento magnetico totale del corpo. Un generico

segmento d/ giacente sulla sua superficie & attraversato da una @rrente di
magnetizzaaone
di = M/ (7)

Commenti. 2) Dato un cilindro uniformemente magnetizzao in direaone dell’asse, la crrente di
magnetizzazione scorre sulla sua superficie laterale, & ortogonale a M, ed ha intensita totale i, =M,

dove /& lalunghezzadel cilindro. Il corpo crealo stesod campo B di un solenocide dlindrico d forma
identica, con corrente totale Ni uguale a i, = M/, e quindi con:
ni=M 7)

(N eil numero totale di spire, suppaoste drcolari e mntigue, n=N//,i ela mrrentein ogni spira).

3) Le analogie discusse nei commenti 1 e 2, ed in particolare la posshilita di cacolare il campo magnetico
dei corpi uniformemente magnetizzai introducendo cariche magretiche oppure correnti di
magnretizzazione, spiega il fatto che oggetti molto diversi creino campi con lineedi flus identiche. Ad es.
un cilindro pdarizzao elettricamente e un condensatore @n armature aincidenti con le sue due basi

creano campi E con lineedi fluso uguali traloro, ed ugweli ale lineedi fluso dei campi B creai daun
magnete dlindrico e daun solenoide.

Campo magretico delle arrenti elettrichein presenza d meza materiali.

Alla orrente di condwione occorre aggiungere la @rrente di magnetizzazione i, E perd
posshbile scrivere le leggi di Biot-Savart e di Ampere senzafare comparire espli citamente
le oorrenti di magnetizzazone. Per condutori filiformi circondati da un mezzo
omogeneo, isotropo e tale dhe la magnetizzazione risulti propazionale d campo, testa
sostituire la permeabilit a magneticadel vuoto p, conlapermeabilit a del mezzo
TES TR (®)

dowve p, elapermeabilita relativa a vuoto. In particolare, conviene scrivere d legge di
Ampere nellaforma

fﬁm@:u (9)



dowe:

- B
H=——. (10
H: H,
Scritta in questo modo, la legge risulta valida axche se il mezzo non & omogeneo, e
risulta:

M = (1, ~2)H = x,H, (1)
dowe Y., e detta suscettivita magretica. Se viene amancare la propazionditafra canpoe
magnetizzazone (ad es. nei magneti permanenti e nei materiai che presentano isteresi),
I’ equazione (10) va sostituita mn

H=B/y -M (12)

Commento. La definizione (11) di suscettivitd magnetica x, rompe, aimeno formalmente, I'anaogia fra

polarizzazone dettrica emagnetizzazone. La dissimetria formale, che nasce dal mettere M in relazione
con H anziché con B, & legata dlo sviluppo storico del magnetismo; fino alla prima meta del sewlo

scorso il vettore H era considerato il vettore magnetico fondamentale, e chiamato sempli cemente campo
magnretico; oras preferiscela denominazone campo magretizante, pensando appunto allarelazone (11).

Problema 1

Due molemle, poste adistanza d, sono assmilabili a dipoli magnetici purtiformi, con

momenti magnetici £ identici e diretti lungo laloro congiungente.

@ Sicdcoliil lavoro L, necessario per ructare di 180 una dell e due molewle, in modo
chei loro dpdli anziché parall i risultino antiparall€li (cioeé an momenti oppasti).

b) Si cdcoli il lavoro L, richiesto per ripetere I’ operazione descritta in @), supporendo
che le molemle possedano dpali elettrici di momento p, anziché dipdi magnetici.

¢ S trovino i vaori numerici di L, ed L, porendo d=05nm,

|| = ptg =930 3/ T, | =p, =33[L0*°Cm (s tratta dei tipici valori delle
distanze intermolelari e dei momenti molemlari magnetici ed elettrici: p, € detto

magnetone di Bohr e mincide praticamente cn il momento magnetico d un elettrone
isolato, pp prende il nome di Debye).

—>

u

_V y

0,

Suggerimento. Si cdcoli il campo B creao da un dpdo magnetico nel purto occupato
dall’ altro, e si utilizzi pai |’ espressone (2) dell’ energia potenziale.

W
I X

P

Soluzione



a) |l dipdo pasto nell’ origine creain P un campo parallelo e mncorde @n I’ asse x, con

moduo
_Hy 20
4 d®’
L’ energia potenziale del semndo dpolo & — [i[(B = -uB; rovesciando il verso del
dipado, I’energiadiventa + u B. Il lavoro richiesto &

_oypogte B
L, —2;18—447Td3 .
b) 1l calcolo & formalmente identico e fornisce
1 2
L =4t B
P 4, d

931107%)°
L, =400 9(7) J=28007"7,

(0507°)°

33m10°%)°

L, =40010° +J =310,
(05m0°)

Commenti. 1) La configurazone parallela & @ergeticamente favorita: le molemle poste lungo una retta
tendono ad dllinearei loro dipdli lungo laretta enell o stes verso.

2) Non é pero redistico suppare de le molemle siano ferme: tutte le molemle dei meza materiali
possedono un’energia dnetica di agitazione termica (dovuta d& moti di trasazone e rotazone) che e
dell’ordine di k,T, dove kg € la costante di Boltzmann, T latemperatura assoluta. A temperatura ambiente,

T e dell’ ordine di 30K e I’energia media di agitazione termica édell’ordine di 4107 J . Confrontando
quest’energia oni lavori L, ed L , s comprende che I’ agitazone termica @ntrasta molto efficacemente

I’ eff etto alli neante dell e forze di interazone provenienti dai momenti di dipolo elettrico e magnetico delle
molele.

Problema 2

Si consideri una spira drcolare di raggio r, costituita da un sottile filo d materiale
isolante, di sezione A. Nel volume occupeto dal filo e distribuita una crica éettricaq con
densita p, uniforme. Quandosi ponein rotazione laspiraintorno a suo asse, si creauna

corrente dettrica

a) Sicdcoli I'intensitadi correntei ed il momento d dipolo magnetico i della spira;

b) s mostri che i risulta parallelo a8 momento L della quantita di moto della spira e
cheil rapparto ji/L dipende unicamente dal rapporto tra carica q e massa m della
spirg;

c) s cdcoli il rappoto fi/L per un sfera rotante intorno ad un suo dametro,
supporendocostanti al’interno cellasferale densitadi carica p, edi massa p,,;



d) s dicase il risultato trovato in ¢) puo essre gplicato ad ura sfera cndttrice
elettricamente caica

Suggerimento: Detta v =wr lavelocitadi un purio all’interno c filo, I'ipotesi che il
filo sia molto sottile permette di suppare de tutti i purti di una sua generica sezione si
muovano con la stessa velocita. Si valutino pa nell’ordine la densita di corrente (s

ricordi che nell’espressone j =nqu, riportata nel Cap.2, nq rappresenta la densita [o}

delle caiche in moto), la wrrente, il momento d dipao magnetico ed il momento della
quantita di moto (0 momento angolare).

Soluzione;

a) Seguendoi suggerimenti, Si ottiene:
=PV, I = JA=p,VA
dove A el’areadellasezione dd fil 0. Risulta poi
fi =i0Tr? M = p,vArr? [
dowve i eil versore normale d piano contenente la spira, orientato con laregola della
mano destra rispetto a senso d rotazione.

b) Ancheil momento angolare L & parallelo al’asse di rotazione. Ogni tratto di spira di
lunghezza d/ ha massa dm=p Ad/, quantita di moto vdm e da d momento

angolare un contributo dL =vr dm =vrp Adl. Il moddo d L équindi
L :de = vpmArfd€ =vp, A 2mr?.
Risultain definitiva
H_FP _9q

L 2p, 2m’
Si nati che [i hail verso d L sela arica épasitiva, verso oppato se negativa.
c) Il rapparto fi/L & ancorauguale ag/2m. Per capirlo basta suddvidere idedmente la
sfera rotante in anelli i nfinitesimi, con ase incidente on |I’asse di rotazione: per
ciascuno risulta du = (pq /2pm)dE. Integrando questa espressone, e tenendo

presente dhe p, / 2p,, & wstante, si ottiene [ = (pq /me)[ =(q/2m)L.

d) Per la vdidita del cdcolo precedente € essenziae de il rappato p, /2p,, sialo
stes in tutti i punti della sfera. In una sfera mndtitrice la carica dettrica si portain
superficie mentre lamassa € distribuita nel volume: i e L risultano ancora paral €,
ma il rappato [i/L & maggiore di g/2m perché la distanza media dall’asse di
rotazione émaggiore per g.

Commenti: 1) Si noti I’equivalenza, per quanto riguarda gli effetti magnetici, fra una spira percorsa da
corrente dettrica ela spirarotante qui considerata; 2) i moti orbitale el intrinseco (o d spin) degli elettroni

nell’atomo generano momenti di dipolo magnetico con ji/ L ugude a —e/2m e —e/m: questa
differenzapud essre giustificata anche sulla base di modelli non quantistici (si vedail quesito d).



Problema 3

Un fascio d €elettroni viene lanciato frale estremita poari di una cdamita che genera un
campo magnetico B fortemente disuniforme, che nell’intorno ddll’ origine di un sistema
catesiano ha comporenti:

B, =bx; B, =by; B, = B, —2bz,
dowve b é una wstante.
Si cdcoli il momento T delle forze magnetiche agenti su un elettrone nell’istante in
cui passa per I’origine, supporendo che il suo momento d dipolo magnetico (i, di
moduo L, formi unangolo 8 conl’assez
Si cdcoli |’energia potenziale U in funzione di 6 e s dica per quali vaori di 6
risulta minima oppue massma.
Si cdcoli larisultante R delle forze magnetiche in corrispondenza dei valori di 6
determinati in b).
Si discutano lrevemente gli effetti sul moto dell’ elettrone dell e forze cdcolatein a) e
c), considerando separatamente i moti di rotazione etraslazione, e tenendo pesente il
principio d conservazione dell’ energia. Per il moto d traslazione si supporga de il
fascio d elettroni sia diretto ortogonalmente a Ze @stituito da dettroni con 6 =0 e
6=rr.

Soluzione;

a)

b)

d)

Nell’origine, il vettore B & uguale a B,2. Il momento 7 = i x B & ortogonale d
pianoindividuato da i e 2 ed hamoduo
T =u,B,sin6

U=-[B=-u,B,cosh.
[l minimo e il masdmo d U cadonoin 8 =0 e 6 = r1; entrambe le configurazioni
sono d equilibrio (infatti 7 = 0): stabilelaprima, instabile |’ atra
Larisultante delle forze gplicate R édirettalungo 2 ed havalori oppasti per
elettronicon 6 =0e 6 =r.

R, = f [gradB, = (+ 1,2) (bR = 0;
R, = (¢ py2) B9 = 0;
R, = (& t2) - 2b2) = T2y, .

Il moto d traslazione &determinato dalla risultante R delle forze gplicate dhe &
diretta lungo 2z e tende a incurvare la traiettoria Gli elettroni con 6=0 e
6 = rrsubiscono ceviazioni in versi oppasti: il fascio s suddvide quindi in due fasci
con drezioni diverse (il cdcolo della deviazione subita dagli elettroni, qu non
richiesto, permette di ricavare ;). Il moto d rotazione emolto compless perché gli



elettroni gia possedonomomento angolare L (si veda il Problema 2) e sono qundi
gia in rotazione. Per comprendere I'effetto del momento T conviene nsiderare
primail caso (ipatetico) L = 0.1l momento T induceunarotazione lungo ladirezione
ortogonale d pianoindividuato dai vettori [ e Z; piu predsamente tende adiminuire
6.In 6 =0 il momento T s annula e il dipolo magnetico ha un’energia dnetica di
rotazione uguale dl’energia potenziale perduta. La @nservazione dell’energia
richiede dhe il moto continui: ne nasce un moto oscill atorio che edel tutto simile d
moto d un penddo. Per L # 0 la particella rotante si comporta invece ome un
giroscopio: i vettori L e [i descrivono unconointorno ala direzione di B, con 6
costante (moto d precessone).

Commenti: Nel moto d precessone gpena descritto la componente di ¢ lungo 2 rimane invariata ela

risultante R delle forze gplicate hauna mmponentelungo 2 compresafrai due valori estremi ricavati in
c). La deviazone subita dagli €elettroni dipende dalla direzone di i e piu predsamente dall’angolo 6:
secondo la meccaiica dassca un generico fascio d eettroni in campo B non uniforme s alarga a
ventaglio. L’ esperienza dimostra invece te il campo B genera due soli fasci; si tratta di un effetto
quantistico: le componenti ,, L, di fi e L sono quantizzae.



CAPITOLO 6
EQUAZIONI DI MAXWELL E CORRENTE DI SPOSTAMENTO
Equazioni

Le equazioni passono essere scritte facendo comparire gli integrali del vettori del campo
elettromagnetico, oppue leloro derivate. Nel vuoto posonoessere @si scritte.

Forma integrale

. d .. _

fE@I=-—[BS, (1a)
dt

y 2y

L o5 d . .M

Bmﬁzuogﬂ:o— E eiSH, (1b)

jf dt H

fEES="T, (10)

z 80

fém*:o, (1d)

z

dove Z, eunasuperficie asente come cntorno lalinea diusa y, g, ela caicainterna
allasuperficie dhiusa Z .

Forma differenziale
. 0B
rote = _07_'[' (2a)
B 0. JEL
tB=pu O +& —0, 2b
roB =t +& 5 H (2b)
divE=p/¢,, (2¢)
divB = 0. (2d)

La grandezza £,0®. /dt, dowe ®_ e I'integrale e wmmpare a secondo membro
dell’Eq.1b,&lacorrente di spostamento is; lasuadensita e j, = €,0 E/odt.

In presenza di mezzi materiali, nelle equazioni b e c occorre tenere wnto delle caiche di
polarizzazione edella crrenti di magnetizzazione, porenda

rotB = @‘ +] +%(£OE + ﬁ)g (3b)

g, divE = p+ o, (3c)
dove j_ =rotM, p, = —divP.



Si e perd soliti tenere @nto indirettamente di queste cariche e correnti, scrivendo le
equazioni di Maxwell nellaforma:

rotE __98 (4a)
Tat]
_ . 9D
H=j+—>", 4
rot = j +— (4b)
divD = p, (40)
divB =0, (4d)
dowe:
D=¢E+P=¢¢E (5)
. B . B
H=—-M=—-—. (6)
H, M K,
Problema 1

Un conduttore fili forme porta corrente i costante al una sfera condutrice. Si cdcoli ad un

genericoistante t > 0:

a) la caicaq(t) sullasfera, suppaendo ndlalasua caica dl’istante t=0;

b) la corrente di spostamento is attraverso ura generica superficie dhiusa Z posta
intorno al a sferg;

c) il campo B in un pumo P posto come € indicao in figura, pensando che per
smmetriale lineedi fluso d B sonocirconferenze il cui ass wincide mn la retta
passante per il conduttore filiforme, e che lungo ura di queste drconferenze B ha
modu o costante.

Suggerimento. Per la domanda ¢, si applichi la legge di Ampéere-Maxwell nella forma
(1b), scegliendo come linead’integrazione y lalineadi fluso passante per P, come %,

una superficie, con contorno y , tale che siapossbile cacolareil fluso d E.




Soluzione

a)

q(t) :J’idt =it.

b) Per la legge di Gauss il flus ®_(t) attraverso ¥ e uguale a q(t)/ g, =it/ &,

S

c)

quindi:

do.(t)  d O

d O .
=g =g, ——U—0=i.
dt Ce, O

° dt
La aricaq s distribuisce uniformemente sulla superficie della sfera cnddtrice, e

creaun canpo E con smmetria sferica. E quind facile cacolare il fluso d E
attraverso una superficie sferica @n centro in O, passnte per P, che étagliatain due

parti uguali da y . Scedta la parte superiore mwme %, e I’orientamento d dS verso

I'esterno, il fluso d E & esattamente la meta del flusso attraverso Iintera sfera e

vae quind q(t)/2¢, =it/ 2¢,. Attraverso Z, non @ssa @rrente di condwione e
I"Eq.(1b) fornisce

. ddit O pi

= —[—T11= 0

Bl = ke, 4 e ™2

y (o]

Avendo aientato >, verso |'esternoiil verso d d? éfissto ddlaregola della mano

destra. Il vettore B & parallelo a d7, per smmetria, e deve essere mncorde perché
I'integrale di B/ deve essre positivo (H,i /2 e positivo). Rimane da calcolare il
moduo d B; poiché B/ =Bd/, con B costante su y, Iintegrde &ugude a
B [27r , quindi:

_ 1 i1

Tomr 2 22mr

(il campo B in P & esattamente la meta del campo creao da un condtttore rettili neo
indefinito).

Commenti.

1)

2)

Se scegliamo come 2 |a parte inferiore della sfera, lasciando invariato il senso d percorso su v,

dobbamo orientare dS verso I'interno. Il flus® d E cambia segno, ma d secondo membro
dell’ Eq.(1b) compare anche la corrente di i del conduttore filiforme, che ora tagliaZ . Il secondo

membro dell’ Eq.(1b) s scrive quindi:

esi ottiene per B il valore giatrovato.

La misura di B in un esperimento d questo tipo permette una verifica diretta dell’equazone di
Ampére-Maxwell, cioé della necessta di scrivere il termine di corrente di spostamento. Simili misure
non sono fadli e sono state eff ettuate solo dopoche I’ equazone ea stata verificaa indirettamente, con
gli esperimenti di Hertz sull e onde magnetiche.



Problema 2

Si considerino:

a) uncondutore dlindrico percorso da crrente mn censita | costante,

b) unlungo solenoide, con n spire per unita di lunghezza percorse da @rrentei,

C) uncondensatore pianoformato da due dischi metalli ci paral€li, nel vuoto
esi cdcoli in un gnerico purto P (vedi figura):

a) il campomagnetico credo dal condttore;

b) il campo eettrico inddto nel solenoide quandoi varianel tempo conlegge natai(t);

c) il campo magnetico credo in P dala wrrente di spostamento, generata nel
condensatore da una variazione delladensita o di carica sull e sue armature.

-

Sov —
Ry
b~
~

000000000000000000

~4 —

7
P

000000000000000000

Soluzione;

Per tutti i dispositivi, si considera la lineadi fluso passante per P del campo, che per
simmetria ein tutti etrei casi una drconferenza @n centro sull’ asse di smmetria. Inoltre
il campo su questa lineadi flus e wstante in moduo. | tre campi si cacolano mediante

le tre leggi:

Hre = (7 @S
frer=)

o d .
fEme:—aIBms

- d .-
ijH fd/ —EOE‘Z[EWS
gli integrali nel primo membro sono uguali a moduo del campo cercato, moltiplicando

per lalunghezza 2rr della drconferenza (y ); quelli nel seandomembro sono uguali a

vettore che cmpare sotto il segno d integrale, moltiplicando per I'area mr”. Risulta
quindi:

r .
a) H_EJ
r dB r di
e L
9 H_LQE_LEE
T2dt 2t



Commenti. Il problema evidenziala stretta analogia formale fraleggi che regolano fenomeni fisici diversi.



CAPITOLO VII
ONDE

Equazione delle onde in una dmensione (di d’ Alembert):

o f o’ f
FTE =v? X’ (1)
dowvev e una mstante.
Soluzione generale:
f(xt)=f(x-vt)+ f(x+vt). 2
Soluzioni armoniche (onde monccromatiche)

f(x,t) = f_sin(kx - wt), onda pogressva ©)

f (x,t) = f, sin(kx) codwt), ondastazionaria (4)
dove wlk=v. )
Le grandezze w ek sonolegate d periodoT ed dlalunghezzad onda A dall e relazioni:

w=2mr/T, k=2m/A. (6,6)
DaleEq. 5e6 s deduce
A
V= )

Velocita d fase, mezz dispersivi, vdocita d gruppo

La astante v hale dimensioni di una velocita (v. Eq. 5) ed e detta velocita di fase; per
onde monacromatiche progressve rappresenta la velocita on cui traslano i purti di
massmo (creste) dell’onda. Se la velocita di fase dipende dalla frequenza f = w/ 2m,

I’Eqg. 5continua avalere, ma w none piu propazionale ak. Si definisce relazione di
dispersione lafunzione w(k) e vdocita d gruppolasua derivata:

dw
Vg = a . (7)

Commento. Per comprendere il significato di vy consideriamo un treno (o pacchetto) d’ onde di lunghezza e
durata finite, in cui I'ampiezzadei massimi successivi sta canbiando; il treno donde pud essere @si
rappresentato:

f(x,t) = a(xt)sin(k,x - awyt), (8)

€ puo essre ottenuto sovrappanendo ande monocromatiche le @i pulsazoni W stanno in un intorno di
w, . Lafunzione a(xt), per t prefissato, pud essere visuaizzaa mme inviluppodel profilo dell’onda e &
ben approssmata da una arva che passa per i punti di crestadell’onda. Se il mez é dispersivo, i punti di
cresta e il loro inviluppo traslano con velocita diverse, circa uguali rispettivamente dla velocita di fase
Vv, =w, / k, edalavelocitadi gruppo v, = (da)/dk) cdcolataper k = k,. Nellatrasmissione dei segnali,
I'informazone & ontenuta nella funzione a(x,t), quindi vy pud essre asunta mme la velocita di
trasmissone del segnale.

Durante la propagazone il profilo dell’onda si deforma, e pud modificarsi anche il suo inviluppg; in questo
caso la stuazone e pill complessa e non sono pit sufficienti le velocita v e vy per descrivere
compiutamente la propagazone del pacdetto donde. In particolare i purti di inizio e fine del pacchetto

posono viaggiare @n velocita diverse, dando aigine a un suo allargamento o restringimento. E
interessante il fatto che nessuna informazone pud essere inviata avelocitd maggiore di ¢, mentre non



esistono restrizioni di questo tipo per v; in mezz fortemente assorbenti anche vy puo risultare maggiore di ¢
ma non rappresenta pitl la velocita di traslazione dell’ inviluppo, a caisa dellaforte atenuazone dell’ onda.

Energia dell’onda

Le onde trasportano sia energia che quantita di moto, ed interessa il cdcolo del loro
fluso attraverso superfici  assegnate. L’impostazione del calcolo € la stess,
indipendentemente dalla natura della grandezza de fluisce E opportuno richiamare i
cdcoli giafatti per lo studio della mrrente dettrica, cioe del flus d carica dettrica
Detta p la densita della caicain moto e V la sua velocita, la densita di corrente &

j=pv e la orrente dtraverso una superficie dA & i = jydA. Ricordando che
i =dq/dt, s puoscrivere:

dg=jVdAdt, 9)
dove dqélacarica e fluisce dtraverso dA nel tempo dt.
Per I’energia dell’ondg, I'equivalente di j € I'intensita dell’onda |, che e uguale d
prodato uv, dowe u e ladensitadi energia. Per calcolareil flus d energia dtraverso ura
generica superficie A conviene omnsiderare il tubo d flus di V intercetato da A. Le
lineedi flusso di Vv sono cktti ragg, le superfici normali fronti d’onda

Commenti. 1) La crrente dettrica égenerata dal moto d particdle caiche ela funzione p(f,t) che

rappresenta la densita di caricane punto i al’istante t € stata definita considerando il prodato ng, dove n
€ il numero d particdle nell’unita di volume eq la loro caiica In atri termini , p(r,t) € una densita

media, mediata su volumi grandi su scada microscopica Per le onde énecessaria una procedura analoga:
interessa il valor medio d u, mediato su unintera lunghezzad onda 0 su unintero periodo. Ricordiamo
che:

a) I'energia ésempre unafunzione quadraticadell a perturbazonef;

b) per onde monocromatiche la perturbazone in un punto assegnato varia nel tempo con legge

f (t) = f, sin(wt) , ladensitaistantanea ©n legge u(t) = u, sin” wt . Il valor medio d u(t) &
17 1
U=— t)dt = 10
u TJO'U( ) St (10)

el’intensita e
| =Uuv. (11
2) L'analogia fraj e | & particolarmente evidente in mecanica quantistica Infatti sia le particdle che le
onde hanno sempre un dupli ce aspetto, corpuscolare ed onduatorio: le “particdle” asociate al urionda di
frequenza v hanno urienergia hv, dove h & la costante di Planck. Sono dette fotoni le “particdle” (o
quarti di energia) asociate dl’onda dettromagnetica, fonori quelle @ciate dle onde awstiche al
elastiche. Per definire Ued I, si potrebbe seguire la stessa procedura usata per definire p(r,t), cioé

moltiplicareil numero d “particdle” nell’ unita di volume per laloro energia hv .

Onde dettromagretiche

Velocita d fase: V=—— 12
Jeu

nel vuoto v=1/,/¢,u, =c; per materiai nonferromagnetici v 01/ \Je.e,u, Tc/ g, ,

perché u Odu, .

Indicedi rifrazione: n :s (D \/Z) (13)



—

Vettori EeB: per onde che si propagano in materiali i sotropi, i vettori v, EeB sono
mutuamente ortogonali ed i loro modui sonolegati dallarelazione

E=vB. (19
. . «_ = -_=_B
Vettore di Poynting: S=ExH=Ex E (15
che pudessre anche scritto:
S= Eo (15)
u
Intensita: &il valor medio del moduo d S
1— 1 —
| =—EB=—E?. (16)
H HV

Se E(t) e unafunzione amonica, E2= EZ /2, dowrE, eil valoredi picco d E(t).

Quartita d moto: ha densita media u/v; un fotone nel vuaoto ha quindi quantita di moto
hv /c.

Flus d energia: conriferimento allafigura, possamo scrivere

du = 1VAdt =1 A dt, (17)
dove A, = Acosf é la sezione normale del tubo d flus che s ottiene mnsiderando
tutti i raggi che atraversano la superficie A.

AN
V=S
A
Potenza che atraversa una generica sezione del tubo d flusso:
du
P= i I A,. (18

Flusg di quartita di moto e forze: dividendo per v I'EqQ.17 s ottiene la quantita di moto
dU/v che fluisce atraverso A nel tempodt.
Un’onda dhe incide su uncorpo puotrasferirgli |a sua energia, riscddandoil corpo, e la
sua quantita di moto, esercitando waforza F sul corpo. Ricordiamo che
. dp
F=— 19
o (19



dove dp € la quantita di moto trasferita a corpo. Se I'’onda & completamente aorbita,
dp coincide @mnlaquantita di moto trasportata dall’ onda nel tempo dt:

=
F= VA‘O' 19)
Se I'onda eriflessa, dp e la differenza dp, —dp, fra le quantita di moto delle onde

incidente erifl essa.

Sagenti di onde dettromagnetiche
Le onde dettromagnetiche sono enerate da caiche éettriche in moto accelerato. Le
sorgenti di onde monccromatiche contengono sempre d loro interno particdle caiche
che oscillano con moto armonico. Considerando le wordinate catesiane x; (i=1, 2, 3)
della particdla, ciascuna comporente oscilla onlegge
X =X, sin(wt + ¢i). (20
| campi E e B dell’onda sono funzioni lineai dell’accderazione: possamo quindi
considerare separatamente le tre cmporenti cartesiane del moto (I’onda élasommadelle
onck generate datre particdl e dhe oscillanolungo i tre &g cartesiani).
Una aricaq che oscilla su ura retta y con ampiezza di oscill azione molto minore della
lunghezzad’ onda A, generaun'ondai cui raggi sonole semirette uscenti dal centro O di
oscill azione. L’intensitain un puno P, posto adistanzar >> A, é
2
(ay,) o*

| :br—zsinze, (21

)

/

dowve b € una mstante, y, € I’ampiezza di oscill azione. Il campo elettromagnetico cosi
credo é detto d dipoo elettrico, perché é identico a quello d un dpoo éeettrico
oscill ante, con momento p(t)=qy(t) e valore massmo qy,. Si nati che | e nulla nella
direzione di oscill azione (cioe per 8 =0e 8 = 11), massma in drezione ortogonae. Nel
vuoto
H,
b 32mc’

(21)



Il vettore E giace nel piano individuato da P e dalla direzione di oscill azione della
caica, e varianel tempo conlegge armonica econ unritardo d fase, dovuo alavelocita
finitadi propagazione dell’ onda.

Polarizazione

Premessa: un punto materiale con componenti
X =asnwt, (22
y=bsin(wt+3) [=(bcosd)sinwt +(bsind) coswt],
descrive una traiettoria dlittica Eliminando t (basta ricavare sinwt e coswt, ponendo pd
sin® wt+cos’ wt =1) s ottiene I’equazone dell’elisse. L’ellisse mllassa in un segmento d retta se
0=0ed =m,diventauna drcoferenzasea=be d=+rm/2.
Da notare il ruolo fondamentale della differenza di fase & . L'aggiunta di un’eventuale mstante di fase in
entrambe le funzioni sinusoidali equivale semplicemente al un cambiamento d origine dell’ asse dei tempi.

In un’onda dettromagnetica monocromatica de si propaga nel vuato in drezione z, |l
vettore E & ortogonale az; in ungenerico purto, la dipendenza dat delle sue mmponenti
x ey @ data dalle Eq.(22). Il vettore E descrive quindi un'elli ss, che pud dventare un
segmento d retta 0 ura circonferenza. In tutti etrei casi si dice del’onda épdarizzata,
con poarizazione rispettivamente €llitti ca, rettilinea (o lineare) e circolare. Nella
polarizzazione lineae il piano individuato da E e da raggio & detto piano d
polarizzazione.

| fenomeni di polarizzazione sonolegati al fatto cheil vettore E & trasversale rispetto ai
raggi; nelle onde acustiche le molecole del gas s spostano lungo il raggio (I'onda e ¢oé
longtudinale): la direzione dello spostamento e fissta, il conceto steso d
polarizzazione perde significao.

La radiazione emessa da un dpolo elettrico p oscillante in ura direzione assgnata e
polarizzata lineamente, con gani di polarizzazione @mntenenti p. La luce enessa dalle
sorgenti convenzionali (non laser) é astituita da treni d’onda di durata limitata
(tipicamente dell’ ordine di 10®s), ciascuno dii quali & @wciato ad unfotone. | singoli
treni d’ onda possono avere unostato d poalarizzazione definito, male loro pdarizzazioni
sono dverse ecasudli: s dice delalucenaturale none polarizzata. Negli esperimenti di
polarizzazione @n luce naturale, occorre prima ottenere un fascio con pdarizzazione
definita. E particolarmente semplice ottenere polarizzaziore lineae, ed infatti il termine
poarizzatore € usato come sinonmo d “dispositivo che fornisce in uscita luce
polarizzata lineamente”. La direzione del vettore E & detta direzione caratteristica, 0
poarizzante o pit sempli cemente asse del polarizzatore.

| problemi sulla pdarizazione riguardano i seguenti dispositivi (redi od idedi) e

fenomeni:

1. Ricenitori sensibili solo a canpi E con drezione assegnata, ad es. particelle mstrette
ad oscillare lungo ura retta e antenne a dipolo elettrico. Occorre @nsiderare la
comporente del campo E del’onda nella direzione assegnata; Ienergia sottratta
al’onda éfunzione quadraticadi questa mmporente. Una lamina pdarizzante idede
contiene oscill atori di questo tipo, ed annula @mpletamente la orrisponcente



comporente del campo E dell’ondg, lasciando invariata la wmporente ortogonde,
la ai direzione definiscel’ ass dellalamina

2. Riflessone: il raggio rifleso e parzialmente poarizato, perché le riflettanze R, e
R,, definite ome rappato fra le intensita delle onde riflessa e incidente, sono
diverse per onde pdarizzate parallelamente el ortogorelmente d piano d incidenza.
Sel’angolo d incidenza é tale chei raggi rifratto e riflesso formano unangolo d 9¢°,
R,=0: il raggio rifless é totalmente padarizzato.

3. Laminedi ritardo introducono unosfasamento fral’onda polarizzata in ura direzione
asegnata, dettaasse dellalamina, e’ onda polarizzata ortogonalmente. Unalamina di
materiale anisotropo ed uriassco, con ase nel piano della lamina, agisce mme
lamina di ritardo perchéi raggi ordinario e straordinario hannoal suointerno velocita
diverse.

Si nati che in tutti i casi occorre cnsiderare separatamente due componenti del campo

E, ortogonali tra loro. Si tenga ben presente dhe I'intensita dell’onda & funzione
quadraticadi E .

Problema 1

Si mostri che mnlatrasformazione

p=Xx-Vvt; g=x+vt
I”’equazione di d’ Alembert
o*f _ ,0°f
otz " ox?

s trasformanell’ equazione 8% f / dpdq=0.

Suggerimento. Basta goplicare le formule di derivazione dell e funzioni composte; ad es.
0 _otdp ot dq
de[p(X’t),q(X,t)]_(?pdx-l-(?CIdX- (11)

Soluzione

Porendo dp/dx=dq/dx=1 nel’'Eq(l.l]) s ricava immediatamentedf /dx;
derivando uteriormente si ottiene:
0°f  0%f o’t  o0°f
7 =52 t2 t5 7
ax- odp Jpdq 2q
Le derivazioni rispetto at sonoanaloghe, ma ora
Ip_ 99

P otV

Quindi:
0*f _9*f V2 —2 o’ f V2+é’2f 2
ot? = 9p? dpdq 2q°>




Sostituendo rell’ equazione di d’ Alembert si ottiene immediatamente 0°f /dpdq=0.

Commenti. 1) L’ equazione trovata ammette owiamente come soluzione una genericafunzione della sola p
(perché derivando anche rispetto a q s ottiene zeo) o della sola g. Risulta quindi dimostrato che

f(x,t) = f,(x—-vt)+ f,(x+Vvt) & soluzione dell’equadone di d Alembert. Le funzioni f; e f,
rappresentano onde che si propagano con velocita v lungo X, in versi oppasti.

Problema 2

Si cdcoli lavelocitadi fase v elavelocitadi gruppovy:
a) dell’onda dettromagneticanel vuoto;
b) delle onde dettromagnetiche nella ioncsfera, sapendo che w € legato a k dalla
relazione
w® = w; +c’k? (2.1
dove w,, detta frequenza di plasma, e una mstante e dipende dalla densita degli

elettroni;

c) dell’onda assciata in meccanica quantistica al ura particdla libera (cioeé non
soggetta aforze) che s muove @n welocita u=0.01c, sapendoche lafrequenzaf ela
lunghezza d’'onda A sono legate dl’energia dnetica U. della particdla el ala sua
quantita di moto p dall e relazioni:

U,=hf; p=h/A;

C

Suggerimento. Per cdcolare vy nel quesito b), conviene differenziare I'Eq.(2.1),
mostrandoche vV, = c¢’. Nél quesito ¢) conviene ricavare primalarelazione fraU. e p.

Soluzione

a) Lavelocitadi fase ec, larelazione di dispersione w = ck, lavelocitadi gruppo

(o
“ T dk
b) v=w/k=,c+w?/k®>c.
d
Differenziandol’ Eq.(2.1) si ottiene 2wdw = 2¢’k dk , da i %d—t =c?, e
dw ¢ c c

V =——=—= = <C
odk v P rwl k1wl (ck)?

c) Poiché la velocita v € molto minore di ¢, si pasono wsare per U e p le espresgoni
nonrelativistiche:




h h
Sostituendo U. con hf Ega), p con h/A EETk’ s ottiene la relazione di

dispersione:
— 1 h 2
w_2m2nk’
quindi
_w_1h _p_u
"k 2m2m 2m 2’
dw 1 h 1nh p
= =——2 ——k=—=
Vo dk 2m27Tk m27Tk m

Commenti. @) L’onda dettromagneticanel vuoto € priva di dispersione, Vg =V.In effetti le uniche onde

completamente prive di dispersione sono quelle che s propagano nel vuoto, anche se la dispersione &
trascurabile in molti altri casi (ad es. per le onde dastiche mn lunghezzad’ onda molto maggiori delle
distanze intermoleclari). b) Si noti che v>c, mentre v4<c; questo s verifica per molti altri tipi di onde e
confermail fatto che nei meza dispersivi i segnali e le informazioni non viaggiano a velocita v. ¢) Si noti
che in mecanica quantistica I’onda a&ssciata ad una particdla ha velocita di fase diversa dala velocita
della particdla (che aincide @n vy, non con v).

Problema 3

Si cdcolinolavelocitadi fasev elaveocitadi gruppo alle onde dhe si propagano sulla
superficie dell’ acqua degli oceani, sapendochefra w ek esiste larelazione

T
w® =gk +—k°,
Jo)
dove g=981m/s® & l'accderazione di gravitd, T=0072N/m & la tensione
superficidle, p=10°Kg/m® éladensita. Si consideri soloi due cai limitein cui uno dki

due termini a secondo membro € trascurabile; piu predsamente si considerino le due
lunghezze d’onda A, =1004, e A, = A, /100, dowe A, €lalunghezza d’ onda dhe rende

uguali i duetermini.
Soluzione

| due termini sono wuali per

10° 981
\/ =\ qo7z ™ =369m™

corrisponcente al urmalunghezzad onda A, k_ =0017m.

(0]

Per k <<k,, ovvero per lunghezze d’onda molto maggiori di A, diventa dominante il
termine gravitazionale, qundi: w D\/@ . Da aui:



V=

w_Jok_[g. d_“’-\/_ 119 <y
k K k' 27k 2\k '

Per A, =1004,, v=163m/s, v, =081m/s.

Per k >> Kk, ovvero per per lunghezze d’onda molto minori di A,, diventa dominante il
3

T
termine di tensione superficiale, quindi wD\/7 al

. Da i
w T T 13T
=—= |[—k: k2 =— [—
v K \/:k, Vy \/7 prk.

Per A =A,/100, v=313m/s, v, =207 m/s.

Problema 4

La orda di una ditarra ha massa M, lunghezza L e viene tesa @n ura forza T.

Ricordandoche lavelocitadell’ondain ura mrdatesa eév =T/ (ML) , s cdcolino:

a) lefreguenzef, su cui pud ccill are;

b) lalunghezza d’ onda del suonoemess nell’aria dalla dhitarrain corrispondenza della
frequenzaminimaf,.

[T=100N, L=50cm, m=5g, velocitadel suono rell’aria v, = 340m/ s]

Soluzione

a) Le frequenze su cui la corda pud ocillare orrispondono ale possbili onde
stazionarie ®n nod agli estremi della corda. Supporniamo che dl’ equili brio la @rda
giacdalungo il tratto (O,L) dell’asse x e dhe oscilli i n drezioney. Imporre dhe |’onda
abbia de nod agli estremi equivale al imporre dla funzione d'onda y(x, t) le
condzoni al contorno:

y(0,t) =0; y(L,t) =0.
La prima ondzione e atomaticamente soddsfatta se @nsideriamo soluzioni
dell’ equazione di d’ Alembert del tipo:
y(x,t) = y, sin(kx) cos(wt +¢) ;
lasecnda wndzioneimplica
sin(kL) =0, ovwvero:
_Vk, _ v .mm

KL = m7T ] fn = 27'[ on 2m L
dovem=1, 2, 3, ...,
f=— =2 L —100s?
U212\ ML '



b) p :%:340m.

Problema5

Conriferimento a Problema 4, si consideri la soluzione
y(x,t) =y, sin(kx) sin(wt)
dovwe k =/ L es cdcoli:
a) laveocitau(x.t) concui oscillaun generico purto della corda, nell’istantet;
b) I'energia dneticaU. della cordanell’istantet;
c) il masamo valoredi U(t).

Suggerimento. Non si confonda la velocita u(x,t) dei purti della corda con lavelocitav
dell’onda. Per risponckre d quesito b), si cdcoli I’energia dnetica dU. del tratto dx di
corda, d massa dm= (M / L)dx, elasi integri.

Soluzione
oy .
a) u(x,t) = S = Yows n(kx) codat) ;
1 1 . 2 M
b) du, = Euzdm = E(yows n(kx) cos(a)t)) de

1 M
— 2.2 2 -2
U, = 2y0a) cos (a)t)—L O|sm (kx)olx .

L’integrale euguale aL/2: lo si puo dmostrarein modi diversi, ad es. porendo
sin?(kx) =[1- cos(2k¥)]/ 2.
c) Ucraggiunge il suo massmo valore Ug max Negli istanti in cui coswt = £1 (in questi
istanti y=0, cioe la corda eindeformata). Si ottiene:

M 2,2

Uemac =7 Yo"
Commento. La orda possede aiche energia potenziale dastica, che aimenta quando viene messa in
oscillazone (perché la crda s alunga). Questo aumento pud essere mnsiderato come anergia potenziae
U, dell’onda: I’energia totale U=U+U, dell’onda & ostante, perché I’energia totale si conserva, ed &

uguale aUgmax, perché negli istanti in cui U, @ massmala corda éindeformata ed U, € nulla. |l problema fa
cgoire che per cdcolare |’ energiatotale di un’onda dastica ésufficiente cdcolare la sua energia dnetica

Problema 6

Le onde acustiche in ura canna d’ organo pesono essere asdmilate al onck stazionarie,
in cui le moleale dell” aria oscill ano lungo la canna.
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a) S cdcolino le prime due frequenze proprie, supporendo che |’estremita gerta
corrisponchad unantinodo,cioe al unmassmo dell’ ampiezza di oscill azione;

b) s ripetail cdcolo supporendo d chiudere |’ estremita gerta, trasformandol’ antinodo
in nodo.

[lunghezzadella canna L = 3 m, velocitadell’onda v =300m/ s]
Suggerimento. S risponda prima d quesito b), che richiede cdcoli del tutto analoghi a

guelli del Problema 4, quesito a). Per il quesito b) si imponga la rretta condzione d
contorno per I’ estremo aperto.

Soluzione

b) kL =rm; k,L =2r;
f1:2—\/L:505'1; f, =2f, =100s™.

a) Lapresenzadi unantinodoin x=L implica sin(kL) = £1, qundi:
kL= g; kL = 37"
f12ﬁ2255_1, fzz%:755’1

Commenti. 1) Si noti che @ambiando le @ndizioni a contorno cambiano le lunghezze d'onda e le
frequenze proprie, che perd rimangono quartizzate, cioe pasno assumere solo valori discreti. Questo s
verificaper ogni onda che sia obligata arimanere in uno spazo limitato. Questa semplice @nsiderazone
€ stata di fondamentale importanza per 1o sviluppo della meccanica quantistica, suggerendo a de Broglie
I'ipotesi che a ogni particdla sia asciata un'onda la  aii frequenza épropazionae dl’energia della
particdla. La quantizzazone dell’energia di particdla onfinate in spaz limitati (ad es. elettroni in un
atomo), sperimentalmente ben verificata, riceveva wsi una spiegazone del tutto naturale. L’ onda associata
ad una particdla édetta ondadi de Broglie.

2) Quando s ecdta un'onda stazonaria nella canna d’organo, s dice de questa entra in risonarea; la
terminologia usata per gli strumenti musicdi € poi stata estesa atutti i fenomeni oscill atori.

Problema 7

Durante la propagazione dell’onda aastica nell’ aria, le molewle mntenute nel volume

elementare dV oscillano con legge s(t) = s, sinwt, dowe s é lo spostamento ddlla loro

posizione media. Si cdcoli:

a) lamasdmavelocitadi spostamento delle molele;

b) la densita media di energia dell’onda, sapendo che questa mincide cn la massma
densitadi energia dnetica(si vedail commento a Problemab);

c) I'intensita dell’ondg, indicandoconv lasuavelocitadi fase;

d) il massmo spostamento s,, suppasta nota I'intensita dell’onda. Si effettui il cdcolo
numerico per i due valori lyin € lhux, che @rrispondonoalla minima e #a massma
intensita ancora percepite wme suon dall’ orecchio umano.
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[frequenza  f =1000s™; densita del’aia p=12kg/m’; v=340m/s;
| =102 W/m?; 1, =1W/n’]

m
Soluzione

a) Lavelocita e
ds(t)

= s,wcoswt,
dt ?

il suo valoremassmo e s,w.
b) Lamassadm contenutanel volumedV é pdV , lasuamassma energia dnetica e

%drn(soou)2 = %(p dV)(soou)2 :

Ladensitamediadi energia u si ottiene dividendo per dV:

o 1 2.2
= -pSw
u=-ps
o 1 2.2
C) I :uv:Epvsow .
d) Lo spostamento massmo é
1 (2l
S, =—.—:
w\pv
per 1=l rin, S = 0™ m;
per Izlmax; SO :10_5 m.

Commenti. 1) |, € detta soglia d udibilita, 1, soglia del dolore; entrambe dipendono dalla frequenza e
dallasensibilitaindividuale: i valori numerici riportati devono quindi essere considerati indicaivi.

2) Si noti che uno spostamento delle moleole dell’ aria (e del timpano) dell’ordinedi  10*'m, inferiore alle
dimensioni atomiche, pud ancora essere percepito come suono.

Problema 8

L’onda dettromagnetica enessa dal Sole arriva sulla Terra @n urintensita media

|, =1380W/n? . Supporendo che meta dell’energia sia asorbita dall’ atmosfera, si

cacaoli:

a) lapotenzain arrivo su un collettore solare di area A posto atogonalmente a raggi
solari.

b) La potenza P, di emissone di una sorgente purtiforme de, irradiando
uniformemente in tutte le direzioni, genera un'onda che adistanza r ha la stesaa
intensita dellaluce solare.

[A=5m; r=3m]
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Soluzione

dau
a) P= a =1 A=790W/m* B’ = 3950W .

b) Per cdcolare P, basta calcolare I'energia e dtraversa nell’unita di tempo la
superficie sferica wn centro nella sorgente e raggio r. Su questa superficie | €

costante, ¥ & paraleloa dA, quind:
P=l v [HA = |[dA=1[nr? =790W/m’ [113m° = 89[10° W.

Commento. Si notino gli ordini di grandezzadella patenza de si puo dttenere sfruttando i raggi solari e la
potenza e dovrebbe avere unalampada per ill uminare “a giorno” un ambiente.

Problema 9

Alla distanza dr fra Terra eSole I'intensita dell a radiazione dettromagnetica enessa dal

Sole haintensitalt. Si cdcoli:

a) I'intensita dlagenericadistanzad,;

b) laforza F esercitatasu uraparticdlasfericadi raggio r, posta adistanza dr dal Sole,
suppasta perfettamente assorbente;

c) il raggio r, che deve avere la sfera perché F siauguale in moduo alaforza Fy di
attrazione gravitazionale, supporendo ndaladensita p dellaparticdla.

[1, =1380W/nm*; p=10°kg/m’; massa del Sole M =199[10%°kg; costante
gravitaziondle G = 66710 Nm* / kg®; d, = 159[10"'m]

Suggerimento. Per il quesito ¢) si porgauguale a 1il rappato F/Fe.
Soluzione
a) L’intensita épropazionale al Vd? (s veda al es. il Problema precadente, quesito b);

quindi
B

b) In prossmitadella particdlala sezione normale del tubo d flus costituito dai raggi
solari che intercettano la particdla & 7rr?®, I'impulso trasferito da questi raggi ala
particdlanel tempodt & dp= (I / ¢)rrr2dt, laforza F hamoduo

dp | , O 2
=P g B—TmlTn .
da c 0d O C
Mm GM 4
c) FG_Gdz_dz?s'
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Fs. 4pcGMr,’
r, =657010°m.

F_ 37, 1.

Commento. La presenzadel “vento solare” fa si che particdle piccole (ad es. le molecle di un gas) siano
respinte dal Sole, non attratte. Questo spiega perché la “coda” delle mmete tende al alontanarsi dal Sole.
Si noti che r, non dipende dall adistanzada Sole

Problema 10

Si cdcoli laforza F esercitata dai raggi solari su ure superficie piana, perfettamente
riflettente, di areaA, la ai normale formaunangolo 6 coni raggi solari, indicandocon |
I'intensita dell’ onda.

dp,

Soluzione

Il tubo d flus costituito dai raggi solari che intercettano la superficie ha sezione
normale A, = Acosf. La quantita di moto trasportata da questi raggi nel tempo dt e

dp =(I/c)Adt; laquantitadi moto trasferita dla superficie nel tempodt &

dp=dp, —dp, = (1 /) A, dt(i -r),
dove i ed f sonoi versori dei raggi incidenti erifless; i —f & ortogonale dla superficie,
ed ha moduo 2cosf (per cairlo basga ansiderare le loro comporenti paralela e
perpendicolare dlasuperficie). Laforza F hamoduo:

F= dp |

I
_E_EA‘ [?_cose—ZEAjcosQ.

Commento. Si noti che si pud cambiare la direzone dellaforzavariando 6, esattamente cme per unavela
investita dal vento. Il caso qui considerato, di superficie perfettamente riflettente, corrisponde d caso d utri
perfettamente dastici delle molemle d'aria sulla superficie della vela. Se s considera |'aspetto
corpuscolare dell’onda, s comprende che non esiste una pressone esrcitata da un’onda. || dopgo aspetto,
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corpuscolare e ondulatorio, dell’onda permette di cadcolare la pressone @n due metodi formal mente
diverst ma eguivalenti. Nellatrattazone crpuscolare, s assimilal’onda a uninsieme di particdl e (fotoni)
con velocita c, energia hf, quantita di moto hf/c.

Problema 11

Un’onda dettromagnetica die si propagain unmateriale lievemente wndutore s attenua
perché cale parte della sua energia dle cariche di condwione, mettendde in oscill azione.
Si supporga dhe lavelocita di deriva v, delle particdle di condwione nel mezzo sia a

ogni istante propaziondle dla forza F. = gE, dowE @il canpo eettrico dell’onda

nell o stes istante, e si porga v, = U oE . Si cdcoli:

a) I'energia dU ceduta dall’onda dla arica nel tempo dt, che wincide @n il lavoro
dellaforza F;

b) laforza F, esercitata sulla particela dal canpo magnetico dell’ onda ela quantita di
moto dp, acuistata dalla particell a sotto I’ effetto d F, nel tempo d;

c) il rappato dU / |dr)B|.

Soluzione
3) dU = F, @,dt = gE fu qE)dt = u(gE) dt.
b) Fe =qV, xB=uqg’ExB; dp, = F, dt.

Il moduo della quantita di moto e |dr)B| = 1 *EB; direzione everso d dp, sono
quelli del vettore E x B: quindi dp, € paralelo e mncorde wnil vettore di Poynting.
du ’E* E
C) = —u q2 =—=v,
T
dowvev elavelocita dell’ onda.

Commenti. 1) La particdla aguista anche una quantita di moto dp, nella direzone di E , che perd cambia

segho ogni mezo periodo e hamedia nulla

2) Nel caso qui considerato, I’onda € @mpletamente arbita dal mezz materiale, a ali cede tutta la sua
energia U e tutta la sua quantita di moto p. Si noti che s tratta di un caso limite, scdto per ricavare nel
modo pu semplicelarelazone tra U e p, cioe per mostrare che nell’onda dettromagnetica p=U/v. Infatti

I'ipatesi che lavelocita delle particele V, siain ogni istante propazionale a E non é mai rigorosamente
verificata perché implicache laforzad' inerzia sia trascurabil e (come se |la particdla avese massa nulla), e
che laforzadi attrito sia sempre uguale el oppata al IfE . Sesdi tiene conto della massa delle particdle, e
di eventuali forze édastiche, si trova per la particdlaun moto oscill atorio in cui la velocitanoné in fase con

il campo E . Al variare dello sfasamento si pud passare da perfetto asorbimento a perfetta trasparenza, e
posono intervenire dtri fenomeni (riflessione, diffusione) che rendono piti complessi i bilanci di energia e
quantitadi moto.
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Problema 12

Due aitenne adipdo €eettrico, asdmilate a due sottili aste cndutrici identiche, di
lunghezza L <<A, sono uilizzate @me generatore e ricevitore di onde
elettromagnetiche. Si mostri che aparita di condzioni |’energia del segnale in ricezione
noncambiase s scambianoi rudli delle due antenne. Si considerinoi casi di:

a) antenne complanari (v. figura);

b) antenne ortogonali alaloro lineadi congiunzione eformanti unangolo 6 fraloro.

Suggerimento. Per |’ antenna trasmittente, si consideri attentamente I’Eq.(21). Si notera
che tutte le grandezze dhe vi compaionorimangonoinvariate quandosi scambiano | ruoli
delle atenne, ad eccezione di ; per quella ricevente si tenga conto del fatto che é

efficace la sola cmporente di E nella direzione dell’antenna e che I'intensita &
propazionale d quadrato dell’ ampiezza di questa componrente.

ya
/ oo,

d, a,

Soluzione

a) Se l'antenna trasmittente e a;, I'intensita dell’onda in corrisponcenza di a, e
propazionde asin®@,, il campo E & ortogonale al 1 ed oscilla cn ampiezza E,
propazionale a sing,. La sua @mporente dficace ha ampiezza E_ [$ing,.
L’intensitadi ricezione Ir € quindi

|, =asin®g,sin’g,,
dove a é una mstante the rimane invariata quandosi invertonoi rudi delle antenne.

b) 1l calcolo e del tutto analogo, I’ energia assorbita dall’ antenna ricevente éin ogni caso

propazionale asin®g.

Commenti. 1) Il risultato qui ottenuto € un caso particolare di un teorema molto generale, detto di
reaprocita, e puo essre mnsiderato come un’estensione d campo d radiazione della relazone gia trovata
per circuiti acoppati induttivamente (cioe del fatto che la mutua induttanza M rimane la stessa quando s
scambiano i ruoli dei circuiti).

2) 1l quesito b) fa caire che due stazoni posono trasmettere sulla stessa banda di frequenze,
sempli cemente utili zzando antenne rispettivamente verticdi ed arizzontali. In ricedone, la wmmutazone
pud essere dfettuata ruotando d 9C° I’antenna ricevente, od utili zzando un dispositivo con due antenne
riceventi.
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Problema 13

Un fascio d luce dtraversa tre lamine polarizzatrici parallele, con asg parall€li, ed esce
conintensital,. Si cdcoli I'intensita di uscital dopoche I’ asse della lamina intermedia &
stato ruotato d unangolo 6 nel piano dellalamina stessa

Soluzione

La rotazione provoca una riduzione di un fattore cos@ del campo E dopola semnda
lamina, perché & dtiva la sua sola comporente paralela dl’asse, ed uma riduzione

dell’intensita di un fattore cos® 8, in acwordo con la legge di Malus. La terza lamina
provocaun ulteriore riduzione dell o steso fattore cos’ 8, quindi | =1, cos’ 6.

Commento. Il dispositivo agisce @me un attenuaore di fascio, che non dtera il suo stato d
polarizzazone.

Problema 14

Un dispositivo € mstituito da N+1 lamine polarizzatrici identiche e paralele, con ass
ruotati di un angolo 6@ I’uno rispetto al’atro, in modo che I’ ultima lamina ha |'ass
ruotato d un angolo N@ rispetto ala prima. Di quanto si riduce I’intensita di un fascio
rispetto alla configurazione mn ass paralei?

[Si porga N6 =11/ 2 esi considerinoi casi conN =2 e ®onN =10]

Soluzione

Il calcolo e del tutto analogo a quello del Problema 13: dopola secondalaminal’ intensita
éridottadi unfattore cos® 8. Dopol’ ultimalaminail fattore di riduzione &

f =(cos?6)".
T 1
Per N =2, Q—Z, f—z,
PerN=10, @=-% f =078
Y ~ 20’ S

Commento. Per polarizzaori idedi ed N sufficientemente grande il dispositivo ruota il piano d
polarizzazone dellaluce senza praticamente dtenuarlo, cioé ajisce @me unrotatore.

Problema 15
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Un fascio d luce non pdarizzato incide su un atomo, mettendore in oscill azione gli
elettroni. Lalucediffusadall’ atomo in uradirezione che formaunangolo a conil fascio
incidente eparzialmente polarizzata. Il piano individuato dai raggi incidente ediffuso &
detto plano d diffusione, a e detto angolo d diffusione. Si cdcoli il rappato fra le
intensita |, el in uscita da una lamina pdarizzatrice posta sul cammino ol raggio

diffuso, con asse rispettivamente paral e o e perpendicolare d piano d diffusione.

Suggerimento. S considerino separatamente le componenti E,, eE, del campo E

dell’ onda incidente, che hanno la stessa anpiezza el inducono ascill azioni con la stessa
ampiezza. Si cdcolino le intensita delle onde diffuse mediante I'Eq.(21), pensando che
tutte le grandezze dhe vi compaiono sono le stesse per |, el,, ad eccezione di 6. Si

pensi infine dhe la lamina polarizzatrice trasmette la sola cmporente parallela d suo
as, permettendo d misurare separatamente 1, el .

Soluzione

Per polarizzazione paralelal’angolo 8 coincide mn a, e |, =asin®a , dove a & una
costante; per polarizzazione perpendicolare 6=rm/2, 1 =a. (Puo eszre utle
evidenziare gli angoli 6 e a con dwe figure, riportando le direzioni dei raggi diretto e
diffuso e della componenti E, eE_ del campo E lungo i due raggi: questo fadle
compito € lasciato al o studente). Si ottiene quindi:

l,/1,=sina.

Commenti. Per a = 71/ 2 la componente |, & nulla: laluce diffusa &totalmente polarizzaa, con piano d
polarizzazone ortogonale d piano d diffusione. In fotografia, s pud sfruttare questo fatto per attenuare
con un polarizzaore laluminosita dell’ atmosfera. Si noti perd che la luce diffusa dall’ atmosfera non é mai
totalmente polarizzaa a caisa delle diffusioni multiple: in direzone ortogonale a raggi solari arriva anche
laluce de hasubito due o piu diffusioni da molele diverse @mn angoli di diffusione diversi da 7/ 2.

Problema 16

Un fascio d luce naturale di intensita |, incide su ura lamina di vetro con indice di

rifrazionen. Si cdcoli:

a) I'angolo d incidenza 6, sotto cui il raggio rifles é totalmente paarizzato (angdo
di Brewster);

b) il rappato 1, /1, per il raggio che dtraversalalamina dopo de rifrazioni, ndala
riflettanza R, =015 delle due superfici del vetro (in corrispondenza dell’ angolo d
Brewster);

c) il rappato I, /1, perunraggio che dtraversa8 lamineidentiche.

Soluzione
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a) L’angolo d Brewster 6, soddsfa dla mndzione 6; +6, =1/ 2, dow 6, el’angolo
di rifrazione. Dalalegge dellarifrazione s ricava
siné, sin6,
n=— =
sin6, ~ sin(rt/2-6,)
b) Detta I, I'intensita del raggio incidente, o s scomponga idedmente in due raggi
polarizzati parallelamente e perpendicolarmente d piano d incidenza, ciascuno con
intensita /2.
Comporente parall ela: sotto I’angolo d Brewster R, =0, tutta |’ energia del raggio e
rifratta (o trasmessa), quindi:

=tanf;.

1, =1,12.
Comporente perpendicolare: il raggio rifleso dalla prima superficie ha intensita
R,I1,/2, quelo rifratto ha intensita (1— RD)I0/2, perché I’energia si conserva
Dopolaseconda superficie dellalaminail raggio rifratto € ulteriormente ridotto d un
fattore 1- R, elasuaintensita e

I, =(1-R )1, /2.
Si haquindi:
I, /1, =(1-R,) = 07225
c) dopole8lamine I /1, = (1— RD)16 = 0074.

Commento. Nel cadcolo si sono trascurate le riflessioni multiple dl’interno delle singole lamine e fra
lamine mnsecutive; la mrrezone € ®munque piccola. Con molte lamine si pud dtenere luce pdarizzaa
anche in trasmissone, con il vantaggio cheil raggio trasmess € parall elo a quell o incidente.

Problema 17

Un fascio d luce si propaga lungo I'asse z di una terna crtesiana, al’interno d un
cristallo uriassco con ase ottico parallelo al’ase y. Nel purto z=0 le componenti x ey
del campo E dell’ ondavariano nel tempo con leggi

E, =asnwt, E, =bsinwt,

dove a e b sono die mstanti.

a) S dicaquanto valgono i vettori d'onda ordinario k, e straordinario ke del mezzo,
esprimenddi in funzione del vettore d’onda k del vuoto ed egli indici di rifrazione n,
ene.

b) Si dica ®me variano nel tempole omporenti E, e E, del campo E nel purtoz

c) Sicdcoliladifferenzadi fase o frale onde ordinaria estraordinariain z= d.

Soluzione

a) Dadlerelazioni v=w /k ev=c/n, validein generale, s deduce:
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w w

k=" K, = =" =nk; K, =n.k.
c ° v, c/n, ° e ®
b) E, = asin(wt - koz);
E, = bsin(wt - kez).
0) &= (wt-k,d)-(wt -kd) = (k, ~k;) d = (n,—n,)kd.

Commenti. Il problemafa caire che unalaminadi materiale uniassico di spessore d agisce mme laminadi
ritardo ed introduce uno sfasamento & =(n, —n, ) kd =2m(n, —n, )d /A . Il prodotto nd & detto cammino

ottico, (ne-ny)d € la differenza dei camiini ottici. La lamina € detta quarto dondase d=+m/2, e la
differenzadei cammini ottici & detta mezZondase o = 1t.

Problema 18

a) Si consideri una lamina quarto donda in cui i raggi ordinario e straordinario sono
polarizzati nelle direzioni x ey di un sistema catesiano. Si dicaquae elo stato d
polarizzazione della luce trasmessa se il raggio incidente e podlarizzato lineamente
lungo la bisettrice degli ass (x,y) chegiace nel | elll quadrante.

b) Sirisolval’ analogo problema per unalamina amezZz onda.

(S supporga de tutta I’ energia dell’ onda sia trasmessa, ignorando cosi le riflessoni alle

due superfici dellalamina).

Soluzione

All’ entrata dell e lamine le comporenti E, ed E, di E hannolastessa anpiezza E, e sono
in fase, al’ uscita sono sfasate; con ura scelta oppatuna dell’ origine dei tempi, passamo
porre:
E, = E,shwt,
E, = E,sin(wt +9),
dowve J elo sfasamento.
a) o0==m/2, E, =+E, coswt.
La pdarizzazione e ¢rcolare el i due segni corrispondonoa rotazioni oppaste del
vettore E . Per mostrare che la polarizzazione & drcolare basta quadrare e sommare
membro a membro le due equazioni. Si ottiene:
Ef+E; =E;
Interpretando E, ed E, come le mordinate catesiane del purto che rappresenta il

vettore E , larelazione mostra dhe questo purto stasu ura drconferenzadi raggio E.
Per individuare il senso d rotazione, si considerino gli istanti t = 0 e un istante t

immediatamente successvo. Per t=0, E,=0; il vettore E & diretto lungo y ed i due
segni corrispondonca versi oppaeti.
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Per t positivo e molto piccolo, E, € rimasto invariato (a meno d infinitesmi del
secondo adine rispetto at), Ex € pasitivo. |l vettore E & ruotato, con rotazione oraria
per Ej= +E,, antioraria per E,= -E,.

b) E, = E,sin(wt +m) = -E_ sinwt =-E,.

La polarizzazione & acoralineare a il vettore E & diretto lungo la bisettrice degli
ass coordinati che giacend Il e IV quadrante, la aii equazione ey = -x. Il piano d
polarizzazione éruotato d 90 .

Commento. La polarizzaione drcolare € di grande interese sia mncettuale ce gplicaivo. Qui ci
limitiamo ad osservare che un fascio d luce polarizzao circolarmente possede momento angolare L con
modulo L =U / w, lastessadirezone del fascio, e versi oppdsti in corrispondenzadi rotazoni oppaste. Un
fotone haenergia hw/ 27 ; il suo momento angolare wincide quindi con la mstante universale 7 =h/2r,
indi pendentemente dall a frequenzadell’ onda.
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CAPITOLO VIII

INTERFERENZA E DIFFRAZIONE

Premessa.
1) alsin(wt+q1)+azsin(wt+goz):asin(wt+(p), Q)
dove
a’=a’+a’+2aa,c080, 0=@-q. (1)
L' equazone puo essere ricavata analiti camente (basta utilizzae I’identita

sin(or +B) =sina cosPB+cosa sin 3, uguagliare separatamente i coefficienti di sinwt edi coswt, quindi

eliminare @ sfruttando I’identita sin® Q-+ cos” @=1), oppure geometricamente, rappresentando le
funzioni sinusoidali mediante vettori piani (fasori).

A

v

N N
2) ;alsin(wt+n5):asin§ot+7 : 2)
dove

, _ _,Sin*(No/2) ,

& T G (5/2) @)
Interferenza

Si ossrvano fenomeni di interferenza quando dwe o piu onde arrivano su uno steso
ricevtore con una differenza di fase che rimane costante nel tempo, ma che dipende dalla
posizione del ricevitore. Il ricevitore deve essere sensibile al’intensitd dell’onca
risultante, cioe fornire un segnale che dipende solo dal quadrato dell’ampiezza. Ad es.
un’ onda aaustica viene percepita dal nostro orecdio come un segnale continuo se la sua
frequenza ésuperiore a20s ™, ed inferiore a20000s ™. In questo intervall o di frequenze
I’orecchio € sensibile all’intensita dell’onda. Spostando il ricevitore si percepiscono
massmi e minimi di intensita che, nei problemi propcsti, posono essre calcolati
mediante le Eq.1, 2.

In otticai fenomeni di interferenza posono essere osservati semplicemente raccogliendo
la luce su uno schermo. Ogni purnto dello schermo dowra essere considerato come un
ricevitore: s eviti I’errore di sommare onde in arrivo in purti diversi. L’ampiezza a che
compare nelle Eq.1, 2¢e il campo eettrico, che viene trattato come uno scalare: questo

W] caso in cui ladifferenzadi fase vari nel tempo, con ricevitore fis, richiede cacoli formalmente
identici: anziché di massimi e minimi di interferenzasi preferisce perd parlare di battimenti.



implica ovviamente che i campi asciati ale diverse onde siano (0 possano essere
considerati in pratica) paral eli fraloro.

Calcolo della differenza di fase
Unadifferenza di cammino Ad comporta una differenza di tempo At ed una differenza
di fase Ag, legate dall e relazioni:

Ad At A

AT 2nm ®)
dove T éil periodoe A elalunghezza d onda del mezzo. Per laluce s € soliti indicare
con A lalunghezzad ondanel vuoto: in un mezzo conindicedi rifrazione n lalunghezza
donda € A/n, e Ad/A vasodtituito connAd/A ; nAd é detto “ differenza di cammino
ottico”. Per valutare la differenza di fase fra due onde in arrivo sul ricevitore, occorre
anche tenere conto delle eventuali differenze di fase trale sorgenti e, per i raggi rifless,
fraraggio incidente e rifless: nellariflessone vetrosa si ha eff ettivamente una differenza
di fase (uguale a 1) se esolo sei raggi incidente e rifleso stanno nel mezzo con indice
di rifrazione minore.

Fenomeni di diffrazione di Fraunhofer (raggi, siaincidenti cherifratti, paralleli traloro)

Fenditura rettangdare, conraggi incidenti ortogondi allafenditura:
[(sing/ 2rf

PR “

2
—ndsine e la differenza di fase fra i raggi provenienti dai bordi della

A
fenditura, d la sua larghezza, 6 I’angolo fra il fascio di raggi paralleli considerati e la
normale ala fenditura. Il primo zero di intensita cade sotto I’angolo 6; (angdo di

risoluzione) dato dallarelazione

dove ¢@=

dsing, = A ®)

Fenditura circolare: 6; e dato dallarelazione:
Dsing; =122A (6)
doveD eil diametro dellafenditura

Criterio di Rayleigh, due figure di diffrazione sono “separate” se le direzioni dei raggi
formano un angolo superiore a 6;.

Problema 1

Sul nostro orecdio arrivano dwe onde aaustiche mn ampiezza a, ed a, frequenze f, e
f=f +f,con f <<f,.Sef,<20s™ I'orecchio percepisce massmi e minimi di
intensita (battimenti). Si cdcoli I’intervall o di tempot framassmi successvi.



[ f, =680s™; f, =05s™]

Suggerimento. Si utilizzinole Eg. 1ed 1, ricordando che w = 2rif ed interpretando &
come un differenza di fase variahil e nel tempo.

Soluzione

Con un'oppatuna scdta dell’origine dei tempi il segnale risultante pud essere cosi
scritto:

a, Sna,t +asinfw,t + (1))
dove w, = 2mf , O(t) = 2mft.
L’ampiezzarisultante soddsfaal’Eq. 1'; il suoquadrato € quindi:

a’+a’+2a.a, cos(2nflt) :
L’intensita epropazionale d quadrato dell’ ampiezza ed € quindi massma negli istanti in
cui cos(27Tflt) =1. Si haunmassmo per t = 0; il massmo successvo cade nell’istante t
per cui 2rf,t = 2. Risulta
t=1/f =2s.

Commenti. 1) L’inverso di t & la frequenza di battimento, e wincide mn f; (differenzadi frequenzadelle
due onde). Se f, & maggiore di 20s ™, I’ orecdio non percepisce massimi e minimi di intensita ma un suono
continuo, non puro (che puo risultare sgradevole: si parladi disonarea).

2) 1l fenomeno dei battimenti segnala un’ eventuale piccola diff erenzadi frequenzafra un segnale campione
ed il suono emess da uno strumento musicae, e pud essere utilizzao per accordare lo strumento. Per dli
strumenti acorda si puo utili zzare sia la prima armonicache una dell e armoniche successive.

Problema 2

Due sorgenti sonare identiche ed in fase, di frequenzaf, sonopaoste nel purti x=0ex =

d, il ricevitore éposto in x =D, conD>d. Si dica

a) per quali vaori di dsi hannomasimi di intensita;

b) quale él’intervallo di tempo fra massmi successvi se la seconda sorgente si muove
lungo x con velocitav, sicchérisulti d = wt.

[f = 680s ™, velocitadel suonove=340m/s, v=1 g

Soluzione

a) Perl’Eqg.1, st hannomassmi quandoladifferenzadi fase éun multiplo intero di 217,
equindi, per |I’EQ.3,quando

d=mA, m=0, +1, +2 (2.9
dove A=vT=v/f=05m.



b) Si continuano ad avere massmi quandod soddsfaall’Eq.(2.1). Si hanno diwe massmi
successvi per d = 0 e d=A, corrisponcenti agli istanti t = 0 e
t=A/v=05m/Ims™ =2s.

Commenti. 1) Si noti I'analogia @n il Problema 1: I'onda emessa dalla sorgente in moto arriva sul
ricevitore @n frequenza diversa da f (effetto Dopper-Fizeau); la frequenza aumenta se sorgente e
ricevitore si avvicinano, diminuisce nel caso oppasto. La luce proveniente da Galassie lontane € spostata
verso il roso: f diminuisce le Galasse si all ontanano.

2) Per le onde aaustiche la variazone di frequenza non dipende solo dalla velocita relativa della sorgente
rispetto al ricevitore, ma dalla velocita di sorgente ericevitore rispetto a mezzo in cui I’onda s propaga
(cioé I'arid). Per le onde elettromagnetiche nel vuoto interviene invecela sola velocita relativa sorgente-
ricevitore, in ac@rdo con lateoria dellarelativita

Problema 3

Si consideri il dispositivo interferenziale rappresentato in figura, suppmendo la sorgente
S purtiforme e monccromatica, e la distanza D cosi grande che i raggi in arrivo nel
generico purto P dell o schermo possano essere considerati parall eli.

a) Sicdcolinoi vaori di y corrisponcenti ai massmi di ordine zero ed uno.

b) Si consideri una seanda sorgente S identica, posta sull’asse y': € posshile che
guesta sorgente, da sola, generi una figura di interferenza i cui massmi coincidano
conquelli cdcolati ina)?

c) Dettal(y) I'intensita che si ottiene cn la prima sorgente, I (y) quella mn la seconda
sorgente, quale el’intensita quando sono presenti entrambe le sorgenti?

[A =05 um; distanzafralefenditure d = 20 um; D =40 cm|




Soluzione

a) Le fenditure s comportano come sorgenti coerenti ed in fase; la differenza di
canminofrai raggi inarrivoin P & dsin@ s ottiene il massmo di ordine zero se
dsng, =0, 6 =0, y,=0;
il masgmo di ordine unose

dsing, = A: 6, = sin‘l%QD0.0ZSrad; y, = Dtan6, O1cm.

b) Le fenditure s comportano come sorgenti coerenti ma sfasate, con differenza di fase

2y . C
0= Tn(d2 —dl), dowe d, ed, sonoledistanze di S dalle due fenditure. Se d =2m

(0 un multiplo intero di 277), le sorgenti s comportano come se fossero in fase: i
massmi di interferenza cadono esattamente nelle stese posizioni considerati in a
Questo s verificaper y'=1cm (i cdcoli sonoidentici aquelli gia effettuati in a).

¢) L’intensitarisultante elasommadell e dueintensita.

Commenti. 1) Nel punto di mezo fra y'=0edy'=1cm, cioé per y'=05cm, i massimi di S cadono in
corrispondenzadei minimi di S, se sono presenti entrambe le sorgenti, |0 schermo appare uniformemente
ill uminato.

2) Una sorgente luminosa estesa puo sempre essere scomposta idedmente in sorgenti puntiformi: s
comprende quindi che @mn una sorgente estesa lo schermo possa apparire uniformemente illuminato. Nel
caso qui considerato, una sorgente rede pud essre suppasta praticamente puntiforme se le sue dimensioni
sono picoolerispetto al valorey' = 0.5 considerato nel commento 1

Problema 4

Su unricevitore arrivano tre onde di uguale ampiezza a; ed intensita I,, e sfasamenti tali
che la perturbazione risultante puo essere cosi rappresentata:
y = a[sinat +sin(at + ) +sin(at +20)].
Dettal I’ intensita risultante, ed utili zzandoil metododei fasori, si cdcoli:
a) il minimovaloredi d percui | =1,;
b) il minimo valoredi & per cui | =0;
Cc) lperd=med=2m,
d) s rappresenti infine I’andamento qualitativo di | in funzionedi o.



Soluzione

a) Siottienea=a;ed| =1, per & =/2: lapdigonaedei fasori éinfatti un quadrato.
al

d,

O

al

b) Lapodigonae dei fasori e untriangolo equil atero, & = 27t/ 3.

c) Per d=m due fasori sono oppcsti e s elidono a vicenda, a € quindi uguale
all’ampiezza a; del terzo, | = 11. Per 0 = 27 i fasori sonoalli nedi (come per 6 =0):
risultaa=3a; ed | = 9l;.

d) Il diagramma éperiodico, con periodo o = 217.

10a, |

Sa,_

0 90 180 270 360 d(gradi)



CAPITOLO IX

TERMODINAMICA

Definizioni
d
Capacita termica C= —Q Q)
dT
. 1dQ
f =——. 2
Calore spedfico c T 2
. 1dQ
t I =——
Calore termico molare C e 3
Dovemeélamass, neil numero di moli.
Temperatura
Scdadell e temperature del gasideale
T = 27316K lim — 4
P -0 Py
(V = cost; pi €lapressone d purto triplo dell’ aaqua);
scdaCelsius
T. =T-27315K. (5)
Primo principio
dU =dQ-dL (6)

dQ é il cdore fornito al sistema edL € il lavoro fornito dal sistema: la relazione puo
esere asunta cme definizione della funzione di stato U che rappresenta I’energia
internadel sistema.

Rendimento di un motore termico
_ lavoro effettuato

= 7
cdore assorbito '’ 0
per il ciclodi Carnot reversibile n =1-T,/T,, (T2 > Tl).
Coefficiente di prestazione (o di efficienza) della macchinafrigorifera
Q
K=1—; 8
I ®)
dove Q eil cdoreestratto allacdlafrigorifera.
Entropia S
f
_r9Q
S -S = j = 9

per trasformazioni revesibili .



Entropia e secondoprincipio
L’ entropiadell’”universo” (sistema +ambiente) rimane invariata se tutte e trasformazioni
sonoreversibili, aumentain caso contrario.

Gas ideali

Equazione di stato pV =nRT . (20
R élacostante universale dei gas.
Velocita molealare quadatica media

3k T 3RT
V,, = =\ 11
an \/ m M (13
dowe k; = R/ N, (costante di Boltzmann), m e lamassadellamolecla, M = N,m ela
massamolare eNa eil numero di Avogadro (numero di moleclein unamole).

Energiainterna

1
U=nf R (12)

(f €il numero dei gradi di liberta: 3 per i gas moncatomici, 5 o 7 @r quelli biatomici).

Capacita termiche molari
A volume costante C, = fR/2; apressonecostante C, =C, +R. (13

Equazione dell’ adiabaica revesibil e
pv” =costante; y=C_ /C,.
(14

Problema 1

Si determini:

a) I’energia interna di n moli di idrogeno a temperatura T e le sue capadta termiche
molari Cy e Cp;

b) I'energia media E di una singola molewla ela sua velocita quadratica media (s
supporga che lamolecola possede 3 gradi di libertatraslazionali e due rotazionali);

) lavelocita quadratica media dell’ elio He (massa molare 4 g mole™) e dell’argon Ar
(massamolare 40 g mole ™).

[T=300K, rn=1]

Soluzione



5
a) U= EnRT =6232J;

1dUu 5

=-—— ="R=2077J/K;
T =, R=2077J/K;
C,=C, +R=2908J/K.

- 5
b) E:EkBT:U/NA = 10350110 * J;

per il cdcolo della velocita media, occorre considerare la sola energia traslazionale,

1 - 3 . . .
porendo Emv :EkBT, dove m é la massa di una singola molemla. La massa

molare dell’ idrogeneo e m=2 g mole™, si ottiene:
_ \/BkBT _[3RT _
am ~ BV

m M

_[3B31Jmole™ K™ [BOOK
- 0002 kgmole™

c) | cdcoli sonodd tutto analoghi e si trova
Vg =1367m/ s per He;

Vyn =432m/'s per Ar.

=1934m/ s

Commento. Il cdcolo effettuato in b) giustificail fatto che I'idrogeno, che & I'elemento pit abbondante
nell’ universo, sia praticamente assente nell’ atmosfera terrestre: la sua velocita quadraticamedia émaggiore
delle velocita quadratiche medie di tutte le altre molewle, ed e quindi quella che piu s avvicina ala
velocita di fuga del corpi dal nostro pianeta (che € di 11.2 km/s). Le molecole di idrogeneo presenti negli
strati superiori dell’atmosfera che raggiungono la velocita di fuga possono sfugire al’ attrazone terrestre.
Le stese considerazioni valgono per i gas rari: nell’universo I'elio & il piu abbondante, nell’atmosfera &
praticamente assente; a contrario, I’argon é relativamente abbondante (~1%).

Problema 2

Si cdcoli I'aumento di temperatura dell’acqua di uno stagno di profondta h in una
giornata di Sole di duratat, indicandocon S il valor medio del vettore di Poynting, con

6 il valore medio efficace dell’inclinazione dei raggi solari rispetto alla verticde durante
la giornata, e suppanendo che solo una frazione n dell”’ energia incidente sulla superficie
dell o stagno sia assorbita dall” acqua.

[h=1m S=800W/m?’s; 8=60";t=10ae n=0.1]
Soluzione

Detta A I'areadell o stagno, I’energia incidente e W = Sleosf[AL, la cgpadta termica
dell’aqqua € C'=cm= cp V =cp Ah. L’aumento di temperatura é



_ Wl _ Sleosf ARG

~ C clpOAL

Ricordandoche c=1cal / gK =4186J/kgK, p =10 kg/ m®, s ottiene:
~800J m?s™ D503610*sD1
~ 4186Jkg*K " 10°kg m™® (Im

AT

=034K.

Problema 3

In un redpiente adiabatico con vdume V & contenuto azoto con densita p. Detti M la

massa molare ed f il numero di gradi di liberta di ogn molemla, si cdcoli il t empo t
richiesto per aumentare latemperaturadi AT conunastufaelettricadi potenza P.

[V=60m p=13kg/m’; M =28g/mole; f =5, AT =15K; P =2 kW]
Soluzione

Vaelarelazione Pt = C'AT, dowe Pt eI’ energia fornita ala stufa, C'= nCy la capadta
termicadel gas, n=pV / M = massa/ massa molare € il numero di moli, C,=5R/2 € la

cgoacitatermicamolare avolume costante. Risulta:
= nC,AT _ pOV BRIAT _
P M 2P
_13kgm?B0m’ BB.31J mole 'K ' 5K _
B 28 g mole™ 2 [210°W B
=434s=73min

Commento. Il cdcolo forniscel’ordine di grandezzadel tempo che impiega una stufa elettrica ariscddare
I'ariadi una stanza Si noti perd che si continua a avere sensazone di freddofino a che non si riscddano
anche le pareti e gli oggetti contenuti nella stanza, perché ala sensazone di cddo o freddo contribuiscein
modo determinante |’energia elettromagnetica emessa dagli oggetti solidi contenuti nell’ambiente (che
aumenta approssmativamente con legge T¢, dove T & la temperatura assoluta). Questo fatto spiega anche la
sensazonedi freddoche s provain prossmitadi larghe vetrate.

Problema 4

Unamoledi un gesidede biatominco (y = C, / C, =14) s espande adiabaticamente e

reversibilmente fino adimezzare la pressone. Si cacoli:

a) latemperaturafinae Ts, notaquellainiziale Tj;

b) leenergieinterneiniziale efinale, suppamendoche le molewmle possedano 5gradi di
li berta;



c) il lavoro L effettuato dal gas sull’ esterno, supporendonota la sua pressoneiniziale p;.
[T, = 280K; pi=10°Pa]
Soluzione

a) Utilizzando I'equazione di stato pV =nRT per eiminare V dal’equazione
pV"Y = cost dell’ adiabaticareversibile s ottiene Tp(l'y)/y = cost., dacui

Op [fl—y)/y
T =T ' =280K [082=230K.
f i %E%

b) Dalarelazione U =5nRT /2 s ottiene:
U, =582kJ; U, =478KkJ.

c) Il lavoro puoessere calcolato direttamente, utili zzandole equazioni
Vi

L=-[pdv:  pv'=pV'.
V,

Si ottiene
Vi
_ - _ 1 0 .
L= _pIViVI\/ de - _ﬁ p|Viy[V V]V‘ =
1 1
=y-1 y—_l(pfvf - p.Vi)-
L’ equaziore di stato fornisce V, = RT. / p, =0.0233m*; V, = RT, / p, =0.0382m’,
quindi AE,, =-104kJ. E perdo piti semplice utilizzare il primo principio della
termodinamica AE,, = Q+ L (L compare col segno + perché eil lavoro effettuato
dal gas sull’ esterno). Latrasformazione éadiabatica, quindi:
L=U, -U, =-104kJ.

pvr Vi v =

Commenti. 1) Néelle correnti ascensoniali dell’ atmosfera latrasformazone di una genericamassa d’ aria pud
essere considerata in prima approssmazone adiabatica ereversibile: I'aria si raffredda. Allaquotadi 7 km
la pressone & drca dimezzaa e la temperatura media edi circa40 K inferiore ala temperatura media d
livello del mare. Nel cdcolo qui effettuato la diminuizione édi 50 K: si pensi perd che in condizioni di
equilibrio termico la temperatura sarebbe uniforme, e che sono sempre presenti molti meacanismi che
tendono a portare un sistema all’ equili brio termico.

2) Le espansioni adiabatiche vengono utili zzae in criogenia per raffreddarei corpi.

Problema5

Una massa m di acqua atemperatura T, =T, — AT viene versata in una uguale massa
dacqua atemperatura T, =T, +AT. Si cdcoli la variazione di entropia del sistema
supporendocheil cdore specifico c dell’acqua siaindipendenteda T.



Soluzione

La temperatura finale eT,, la variazione di entropia €la somma delle variazioni che s
ottengono portando reversibilmente una massamdi acquada T; a T, ed un'uguale massa
daT,aT,. Ricordandoche dQ = medT , s ha

"dQ "“d HE T 0

S —§ = I o Q =mcn="+In=>[=
0T » U

| T2 | Ly . 0

=mcln =mcln > 0.
T1T2 | 02 - (AT)2 U

Commenti. 1) Latrasformazone eadiabatica ed irreversibile, § > S: I’aumento di entropia che s ottiene
rappresental’ “entropiadi mescolamento”.

2) | problemi in cui erichiesto il cdcolo della variazone di entropia nel passaggio di cdore da un corpo
cddo ad uno freddo s risolvono in modo analogo: si cdcola prima la temperatura finale, quindi la
variazone di etropiadi ciascun corpo.

Problema 6

Un redpiente e diviso da una parete mobilein due parti uguali, ciascuna con vdume V.

a) S cdcoli la variazione di entropia di una mole di un ggs ideae, inizialmente
contenuto in una delle due parti, quando s solleva la parte mobile (si suppong che il
proces sia adiabatico);

b) s effettui I’analogo cdcolo, supporendo che inizialmente ciascuna dell e due parti del
redpiente contengaunamoledi gas, e chei gas siano divers.

Soluzione

a) Gli stati iniziale efinale del gas hannola stessa energiainterna, per il primo principio
della termodinamica, ed hanno quind la stessa temperatura Possamo quindi
cdcolare la variazione di entropia considerando la trasformazione isoterma che
collegai due stati, porendo dQ = dL (inquantodU =0); e

dQ . 1 1RT dv

A

A%,
av
S-S :IRT:RInZ:lSQRzllSJ/K
\

b) La variazione di entropia del primo gas € identica aquella calcolata in a), cioé non
dipende dall a presenza o meno di un altro gas nel secondorecipiente. Lavariazione di
entropiadel secondogas eidentica, quindi AS=2RIn2.

Commento. Il cdcolo eff ettuato in b) fornisceil caso tipico di “entropia di mescolamento”. Si noti che sei
due gas fossero identici non si avrebbe nessuna variazone di entropia: infatti o spostamento delle molewle
di uno stes gas daunredpiente al’ altro (con pressoni e temperature identiche) € un processo reversibil g,
mentre la diffusione di un gasin un altro gas & un proces irreversibil e,



Problema 7

Sottraendo con una pompa avuoto i gas di vaporizzazione dell’ elio liquido, se ne abbassa
la temperatura. Detta m; la massa iniziale dell’€lio a temperatura T, si cdcoli |a massa
finale mydi liquido quandola sua temperatura haraggiunto il valore Tt. Si indichi conK il
valore di vaporizzazione, con c la capadta termicain fase liquida esi suppaga che il
proces sia adiabatico.

[K=23Jg7"; c=4Jg7'K™; m =1kg; Ti=4.5K; T;=3.5K]
Soluzione

Il calore dQ = K dm ceduto dal liquido durante la vaporizzazione di una massa dm é
uguale d calore dQ = cmdT necessario per variare di dT la temperatura della massa m di
elio ancora presente in fase liquida (s noti che dQ, dm, dT sono tutti negativi).
Dall’ eguaglianza K dm= cmdT s deduce
dm_c
m K
cheintegratafragli stati iniziale efinale fornisce
m =m exp[cK (1, - )] = 1 kgexp(-0174) = 084 kg.

dT

Commento. Per raggiungere temperature molto bass s utilizzano di solito process adiabatici che
comportano un abbassamento di temperatura: espansione adiabatica di un gas, vaporizzazone adiabatica di
unliquido, smagnetizzazone adiabaticadi una sostanza paramagnetica, ..

Il problema fa riferimento ad una dell e trasformaz oni piu utili zzate intorno ad una temperaturadi 4 K (se s

vuole cacolare correttamente AT su unintervallo piti ampio di temperature occorre tenere conto del fatto
che ¢ e K dipendono dalla temperatura). A temperature inferiori a grado Kelvin & molto utilizzaa la
smagnetizzaione adiabatica

Problema 8

Si cdcoli I’entropia § di n moli di un solido monacatomico a temperatura T¢ supporendo
note le corrisporedenti grandezze S e T;, e supporendo che la sua capadta termica
molare C sia

a) costante ed uguale a3R;

b) uguale al aT >, dove a & una costante.

Soluzione



fdQ "'nCdT
3) S -S=[T=["7 =n3rIn(T, /7).
Te
b) S -S =naJTi'T2dT:n—;l(Tf3—'l'is).

Commenti. 1) Il cdore molare dei solidi € pressoché costante atemperature sufficientemente devate e
tende a zeo per T che tende a zeo. Si noti che |’ espressione trovatain b) permette di porre § =0 per T; =
0, efornisce

na
T="T°
sM=73T".

mentre il cacolo a) perde significato quando s pone T, = 0.

2) Il risultato b) &in acordo conil terzo principio dellatermodinamica, che pud essre cosi formulato:

la variazione di entropia di un corpo per una trasformazione revesibile tende a zero per T che tende a
zero.

Una dell e conseguenze pit importanti del terzo principio € la seguente: nesaun sistema puo essere portato
allo zero asoluto con un numero finito di operazioni (questa affermazone pud essere assunta wme
formulazone alternativa del principio stes®). Per comprendere la relazone fra i due enunciati s
considerino gli andamenti di Sin una sostanza paramagnetica per due diversi valori del campo B, e s pens
che per abbassare la temperatura si operano le trasformazoni rappresentate in figura (s veda il commento
al Problema precedente).

5a B, B

Problema 9

In n moli di un gas idede monacatomico lievemente condutore s manda corrente per un
tempo t mediante due elettrodi collegati ad un generatore di f.em. £. Detta T; la
temperaturainiziale, s cdcolino le variazioni di temperatura, energia interna ed entropia
in un proces adiabatico, supporendo costante:

a) il volumeV dé gas;

b) lapressonep dd gas.

Soluzione

Il lavoro L fornito sotto forma di energia elettricahain entrambi i casi moduo



L. =£&lt.
a) Lavariazionedi energiainterna € AU = £t ; lavariazione di temperatura
AU £t
nC, n(BR/2’
perchéi gasidedi moncatomici hannounenergiainternaU =nC,T.

Per il cdcolodi AS occorre considerare una trasformazione reversibile fragli stesg stati
estremi. Si ottiene

AT =

nQ,dT Tf
A —.
S= I ™ =nC, In T
b) 1l lavoro complessvo fornito al gas nel tempodt &
dL = &ldt — pav

e wincide mnlavariazione di energiainterna dU = nC, dT . Differenziando|’ equazione
di stato pV=nRT, con p costante, si ottiene pdV =nRdT ; uguagliandodU a dL s ottiene
poi:

nC, dT = £ldt —nRdT,

n(C, + R)dT = £1dT.
Ricordandoche C+R = C,, ed integrando, s ottiene

_ £t
AT = c,

(Si arriva piu brevemente all o stes risultato pensando che agli eff etti pratici € mme se
s fornisse d gas unaquantitadi caore Q = £It ericordandoladefinizione di C,).

AU =nC,AT = g1t = St
SNGAT = A=t

p

fdQ _".nC,dT

f
=nC_In—.

AS_[ = N

T

Commenti: L’energia fornita d gas per effetto Joule giocain questo problema lo stess ruolo di un cdore
fornito, ma deve essere considerata mme un lavaro : il cdore éinfatti per definizione lo scambio di energia
derivante da una differenzadi temperature.

Problema 10

Un motore termico lavorain ciclo di Carnaot, scambiandocdore mn |’ ambiente esterno, a
tempratura T,, € @n un termostato con capacita termica C e temperaturainiziale T, > T, .
Calcolare il lavoro totale L che si puo ottenere, supporendo che tutte le trasformazioni
siano reversibili e che |’ abbassamento di temperatura del termostato durante un singolo
ciclo siatrascurabile agli effetti del calcolo del rendimento del ciclo.

[T, =2T, =600K, C=10°J/K]



Soluzione

Durante il funzionamento del motore la temperatura T del termostato si abbassa: non si
ottiene piu lavoro quando T ha raggiunto la temperatura ambiente T,. Le ipotesi del
problema consentono di considerare mme quantita infinitesime sia la variazione dT di
temperatura durante un singolo ciclo cheil cdore dQ = C|dT| ceduto dal termostato, e di

suppare cheil rendimento dL/dQ del ciclo siauguale a(l—Tl /T). Si haquindi:

. = A- 2o = B - 2ftiar| = A~ 2fce-an

(dT = —|dT| perché la temperatura del termostato si sta abbassando). 1l lavoro totale si
ottiene integrando quest’ espresgone frale temperature iniziale efinale del termostato:

T. [ T. 0 1
L ﬂ@‘l'@:‘” =C¥,In== - (T, - T,) = 10°(300In= + 300 J = 92[10°J .
T o T 0 2

T 2

10



ESPERIENZE DI LABORATORIO

1) Confronto di resistenze con il metodo del ponte di Wheatstone.

Leresistenze R, e R, da confrontare sonoinserite nel circuito rappresentato in figura,

!

>

R, R
AN —OANANA—

dowve c e un cursore mobile. Ry e R, sono le resistenze dei tratti bc e cd di un urico
conduttore fili forme omogeneo e di sezione mstante, sicché il rappato Ry/R; € uguale d
rappato ¢, / ¢, traleloro lunghezze. Spostandoil cursore si puofare si che risulti:

R-Rphg @

R, RO ¢,0
Condziore necessria esufficiente dfinché si realizzi questauguaglianza échei purti b
edsanoalo steso pdenziale. La cndzione V, =Vq equivale infatti alle due condzioni
Vab =Vag € Ve =Vyc . Queste gquivalgonoaloro vdta a

i'=Ri",

Elxil: E:ill (2)
equind ala(l).
Per verificare la mndzione V, =V, basta @ntrollare che in un amperometro molto
sensibile (ovvero un galvanometro balistico od unmilliamperometro) inserito fraa e b
non [@ss corrente. L’amperometro € usato come strumento d zero ed ha la stessa
funzione di un vdtmetro molto sensibile.
R(t)
Suppacsto ndo R, e misurate le lunghezze 7, e’,, I'equazione (1) fornisce per la
resistenzaincognita Ry:



~
=

3)

o
I
&
=

N

Calcolo ddl’errore.

In ogni misura, in particolare nelle misure indirette, la stima dell’ errore € sempre molto
delicaa Ci limitiamo qu a cacolare I'errore AR, causato dagli errori di misura di
¢, el,, trascurando tutte le dtre cause di errore (deviazione di R, dal valore nominale;
effetto della possbile differenza di temperaura fra le resistenze R; e Ry, causata dal
diverso valore delle correnti i’ ei” ; effetto dellaresistenza dei fili di collegamento, che e
tanto maggiore quanto minoreé Ry; ....).
Gli errori A?, e Al, sonoevidentemente uguali perché derivano da un’unica misura, che
consiste nel valutare laposizione del cursore ¢ che annulala corrente nell’ amperometro.
Valutato A/, =Al, =Al, S ha

L Y @
‘ R4 1,
E evidente dhe I’ errore della misura égrande se una delle due lunghezze ¢, e ¢, & molto
piccola; poiché 7, + /7, efissto, unaumento d una di queste grandezze mmporta una
diminuzione dell’ dtra. Per ridurre I’ errore anviene far si che 7, sia drcauguae a/, e,
per I’equazione (1), che Ry sia drcauguae a R,. Per poter redizzare questa mndzione
sono dsponibili piu resistenze canpione, ed uraresistenza variabil e.

Variazione della resistenza con la temperatura.

La variazione di resistenza on la temperatura permette di utilizzare il porte me
termometro. La resistenza incognita € quella di un filo d platino che a 0'C ha una
resistenzadi 100Q, disponibilein commercio conlasigla Pt 100.
Nell’intorno d questatemperaturala suaresistenza e

R(t)=R, +at )
dowet élasuatemperaturain gradi Celsius, R, =100Q, a =0.39 Q/°C. Misurata R(t)
conil metodo el porte, s ricavat dall’ equazione (5). Per misurare t con ura predsione
dell’ ordine del grado centigrado con gli strumenti in ddazione sono richieste particolari
cautele, cercando ura compensazione fra le diverse cause di errore (ad es. per guanto
riguarda le resistenze dei fili di collegamento). Per questo motivo, & anche disporibile
un apparecchiatura gia cmpensata, contenente d suo interno tutti gli strumenti necessari
allamisura (a aui vanno collegati i tre fili uscenti dal cili ndretto contenente la resistenza
di platino, rispettandoi colori delle boccole), su sui si legge lagrandezza ot = R(t) - R,.
E cosi posshile valutare il tempo recessario a raggiungimento dell” equili brio termico fra
il cilindretto ed il corpo d cui si vudle misurare la temperatura, e controllare le misure
eff ettuate wnil porte.



2) Studio dellarisonanzain un circuito LCR.

Nel circuito rappresentato in figura la caicaq sulle amature del condensatore soddsfa
all’ equazione

2120

L
Y <)
R
C
|
|
2
L;—S+R%+%q:€mcoswt, Q)

la ai soluzione q(t) pud essre scritta @me somma della soluzione generae
dell’omogenea @&ociata e di una soluzione particolare dell’equazione completa. La
prima, tendente azero per t — o, descrive il regime transitorio, che nell’ esperimento s
estingue in praticain untempo krevisamo (inferiore d semndo) e pertanto non vene
presa in considerazione. Rimane solo la soluzione particolare, la aii derivata dg/dt € la
corrente nel circuito, che pudessere @si scritta:

i(t) =i, cos(wt-¢) @)
dove:
P gm _ X(O)) '
Iy = Z(w) tanp(w) =R (3, 3)
con
Z(w) =R* + X*(w) , x(w):wl'_cu_lc' 4, 4)

Z(w) €1’'impedenza del circuito, X(w) la suareattanza.
Variando wcon &y prefissato, I’ ampiezza iy, presenta un massmo in corrisponcenza di

W, =—7—= (5)

Se R é sufficiente picoolo il massmo é molto accennato, ed una piccola solledtazione
puo ecdtare una corrente intensa: si dice che il circuito € in risonarea. | fenomeni di



risonanza s verificano in tutti i sistemi fisici cgpad di oscillare, quando vengono
sottopcsti ad una solledtazione periodica ©n periodo uguele o circa uguae ala
frequenza propria di oscill azione del sistema. Questi fenomeni sono di grande interesse
sia concettuale che pratico, ed il loro studio puo essre effettuato simulando il sistema
mediante un circuito elettrico equivalente. Ad es., I’ equazione (1) € del tutto equivalente,
dal purto di vistaanaliti co, al’ equazione:
d?x L P 5
mdt2 ydt kx = F_ coswt (6)
che descrive le oscill azioni forzate di una particdla di massa m soggetta al una forza

elastica —k x e a unaresistenza viscosa propazionale alavelocita

Studio della curva di risonanza.

Conviene considerare |'andamento del rappato i,/&, a variare di w, cioé della

funzione:

= ! X(w):wl_—i. (7

Z(w) :w/R2+X2(w)’ wC

E immediato verificare che questafunzione:
= s anndlaper w=0ew - o;

= émassma, ed uguale al/R, per w = w,; infatti a questa frequenza la redtanza X(w)

enula el’impedenzaZ(w) raggiungeil suominimo valore;
= ha una “larghezza” che dipende unicamente da rappato R/IL. A misura della
larghezza possamo considerareI’intervallo w, — w,, dove w, e w, sonoi valori di w

per cui il moduo dellaredtanza diventauguale dlaresistenza
1
wL-——=%xR. 8
oC )




La (8) pudessere scrittanellaforma Lw® + Rw—1/C = 0 ed ammette le soluzioni:

w:i£11/%§+% (8)

Interessano le due soluzioni positive:
__R, @Qﬂg WL
PTE L0 " Lc
w —£+ %Rg +i
27 2L LO ~ LC

w,-w =R/L 9
Il rappato w, / (w, —w,) = w,L/ R edetto fattore di merito dell’ oscill atore.

(8”)

elaloro dfferenza

Commenti.
A misura della larghezzadella arva di risonanzasi pud assumere I'intervallo frai valori w,' ew,' di w

che dimezzno la sua dtezza massima (largheza a meta dteza), e dce soddsfano al’equazione
X?(w) = 3R?: s trovano ancora le equazoni 8 e 9, con R sostituito da Ry3 .

E immediato verificare che I'intervallo w, — @, coincide invece on la larghezza ameta dtezzadella
curvacherappresenta i’ /£ =1/ 2% (w) .

Misure aonsigliate

a) S verifichi I’andamento quelitativo della aurva i (w) a &, prefissto, variando w ed
osservando sul monitor dell’ oscill oscopio I’ ampiezza della funzione sinusoidale i(t) .
L’oscilloscopio deve essre ollegato ai capi del resistore: s misura @si
Ve(t) = Ri(t) .

b) S riporti in dagramma |’ andamento della aurva i:(w) ad & prefissato, infittendoi
purti in corrispondenza del suo massmo; s controlli che in questo purto le funzioni
sinudadali Vi(t) ed £(t) sianoin fase, in accordo conla(3’).

c) Simisuri L suppasto ndo R, mediante larelazione (9), che fornisce:

R

L= 10
@ -0 (10
Ladifferenza w, —w, puoessre ricavata mwme larghezza ameta dtezza dalla arva
i (w).
d) Sicdcolil’errorerelativo AL/ L dalarelazione:
- +
AL _ AR N Aw, —w,) _ AR N Aw, + Aw, 1)

L R W, — W, R W, — W,
e) Simisuri Ces vauti|I’errore AC, utili zzandolarelazione (5).

Soluzione dell’ equazione (1).



Lasoluzione particolare halaforma q(t) = q,, sin(wt — @) .
Con un cambiamento d origine sull’ass del tempi s puo scrivere q(t) =q,,Sihwt,
E(t) =&, cos(wt + @) ; la(1) fornisce pai:

. 1 L
- Lw’q, sinwt + Rwq,, coswt +Eqmsmwt = &, cospcoswt — &, singsinwt

Uguagliando separatemente i coefficienti di sinwt edi coswt s ottiene:

% Low? +é§4m ==&, sng 12

Rwq, = &, cos@
Si ottiene I'incognita ¢, quadrando e sommando le due euazioni, e I'incognitatan¢g
uguagliandoi rappati frai due membri; derivandoq(t) si ricavapai i(t).
L’ equazione omogenea asciata S integra @n il metodo standard per le equazioni
differenziai a wefficienti costanti. La soluzione generale puoessere scritta nellaforma:

R
q(t) = exp% Ztgacosw't +bsinw't) (13)

dove w'=,|w - %‘T_g , (13)

a eb sonole due stanti arbitrarie. Per i(t) valgonorelazioni formalmente identiche. Per
w'=0, lafunzione bsinw't € identicamente nulla eva sostituita on bt.

Se w' eredela(13) rappresenta un’oscill azione smorzata. Si nati |a stretta relazione fra
la costante di smorzamento R/2L dell’ oscill azione libera ela larghezza della aurva di
risonanza dell” oscill azione forzata.



3) Misure dellalunghezza d’onda con il reticolo di diffrazione

Si invia sul reticolo urionda piana in condzioni di Fraunhder e s analizza la luce
diffratta in termini di onde piane (cioe raggi parall€eli). La luce incidente équella di un
laser ed € gia gprossmativamente piana. Per la luce in uscita, si utilizza una lente
convergente e un \etrino pcsto nel piano focale posteriore della lente, montati su un
goniometro. L’ as< ottico dellalente deve passare per |'asse di rotazione del goniometro.
Se il raggio incidente é ortogonale d reticolo, la figura di diffrazione presenta dei
massmi molto accentuati (massmi principali) in corrisponcenza di angoli 6, che

soddsfano alla ondzione:
asing, =mi, m= 0, £1, £2, ..; Q)

dowve a e la costante del reticolo. Se il reticolo € costituito da striscie alternativamente
trasparenti ed asorbenti, a € ladistanza frai centri dell e striscie trasparenti, che passono
esere asmilate afenditure.

Notaa e misurato 6., i ricava A .

L’errore €

dA acoso,
AA = ﬁA@m — AG, . (2

m

Osservazioni. 1) L’Eq.(1) e valida solo per incidenza normale: si osservi |’ effetto di una
rotazione del reticolo intorno ad un asse verticale. Si notera che la direzione del massmo
di ordine zero rimane invariata, che gli atri raggi s allontanano (come se diminuise la
costante del reticolo) e che la figura di diffrazione non é piu smmetrica 2) Qualunque
struttura periodicapuodar luogo a massmi di diffrazione. Con dte reticoli di diffrazione
vicini, ruotati di 90° I'uno rispetto al’altro, s redizza una struttura periodica
bidimensionale: si osservino le pasizoni dei massmi, proiettanddi su un foglio o sul
muro. La figura di diffrazione che s ottiene da un'idea della figura di diffrazione,
ovviamente piu complessa, fornita da un reticolo tridimensionale (ad es. diffrazione del
raggi X da parte di un cristalo). La condzione di massmo, cioe I'equivaente
dell’Eq.(1), elalegge di Bragg

4) Polarizzazione della luce

Schema dell’ appaecdiatura

Il fascio di luce che esce dal laser (L) attraversa una prima lamina polarizzatrice
(pdlarizzatore P), il portacanpioni (Pc), una seconda lamina polarizzatrice (analizzatore
A) ed é rivelato da un fotodiodo (F). In assenza di fotodiodo il fascio laser puo essere
inviato su un campione posto sull a piattaforma girevole.



P
L

4 g
0
: Piattaforma
Amperometro -

girevole

~ L

Esperimenti qualitativi

a) Polarizzazione per riflessone.

La riflettanza, definita come rappato fra le intensita delle onde riflessa ed incidente,
dipende dalo stato di poarizzazione dell’onda incidente, oltre che dall’angolo di
incidenza. Siano R, e R, le riflettanze per onde wn piani di polarizzazione

rispettivamente paral eli (ondap o TM) ed ortogondi (ondas o TE) a pianodi incidenza.
Si verifichi che per incidenza obliqua R, < R, e che esiste un particolare angolo, detto di

Brewster, per cui R,=0. Le ossrvazioni posono essre fatte sia utilizzando il polaroid
come polarizzatore, porenddo sul canmino del fascio incidente, che come andizztore,
inserenddo sul cammino del fascio rifles. In ogni caso conviene raccogliere il fascio
riflesso su un foglio bianco.

b) Polarizzazione per diffusione.

| fenomeni sonodel tutto analoghi e pasono essere osservati in modo analogo. Conviene
“guardare” direttamente il fascio laser, variando |I’angolo visuale. La luce diffusa epiu
intensa quando attraversa un liquido: s utilizzi la soluzione di zucchero in aqua.
L’analogia fra riflessone ediffusione non é casuale ed e particolarmente evidente se i
raggi incidente erifleso sono nel vuoto. In questo caso il raggio rifleso € generato
unicamente dagli elettroni del vetro, mess in oscill azione dall’ onda presente nel vetro
stes (cioé dal raggio rifratto). Nella diffusione, il raggio diffuso € generato dagli
elettroni del mezzo, mess in oscill azione da fascio diretto. | raggi rifratto e rifleso
corrispondono quindi a raggi diretto e diffuso. In entrambi i cas S ottiene luce
totalmente polarizzata quando i due raggi sono ortogonali. Si nati che anche nella
riflessone sulla superficie di separazione fra due mezzi materiali s ha riflessone totale
guandoi raggi riflesso erifratto sonoortogonali, benché vi siano el ettroni oscill anti anche
lungo il fascio incidente.

c) Leggedi Malus.

Ponendo sul canmino di un fascio di luce due polarizzatori con asd pardlé€li e ruotando
po I'ase ddl’analizzatore di un angolo 6, l'intensita trasmessa s riduce Con
polarizzatori idedi il fattore di riduzione & cos’@, e per 8=90° (polarizzatori
incrociati) si ha spegnimento completo del fascio: questo e il miglior test per controllare
la qualita delle lamine pdarizzatrici. Si consiglia di raccogliere il fascio trasmess su un
foglio.

d) Proprieta ottiche dei mezz materiali.



Si puofadlmente controllare se unalamina alteralo stato di paarizzazione della luce che
la attraversa porendda tra polarizzatori incrociati. Ecco alcuni esperimenti semplici ed
interessanti:

1) una lamina di materiale isotropo nonaltera lo stato di poarizzazione della luce Il
vetro ed il plexiglas sono di norma isotropi ma diventano anisotropi se soggetti a
deformazioni. Si possono cosi evidenziare eventudi tensioni interne di una lastra di
vetro e le deformazioni di unalastradi plexiglas sottopacste asforzi.

2) Una lamina di materiale anisotropo trasforma luce poarizzata lineamente in luce
polarizzata dllitti camente: comunge s ructi I’analizzatore non si ha spegnimento.
Solo in dwe particolari direzioni della lamina la luce esce con pdarizzazione
invariata; per materiali uniassci questo si verificaquandoil piano di poarizzazione e
paralelo oppue ortogonae all’ asse ottico.

3) Un liquido otticamente attivo ruota il piano di podarizzazone della luce che lo
attraversa: ruotando |’ anali zzatore di un certo angolo a , il fascio in uscita si spegne;
a coincide coonl’angolo di rotazione del piano di pdarizzazione, a meno di multipli
di 7. Si osservi chel’aaqua zuccherata éotticamente attiva.

Esperimenti quatitativi
a) Angdo d Brewster ed indicedi rifrazione di unalamina

Si misuri I’angolo d Brewster 6;, con le seguenti operazioni:

1) S disporgono laser e piattaforma girevole in modo che il fascio laser e I'as= di
rotazione della piattaforma si incontrino pressoché ortogonalmente.

2) S porgalalamina d centro della piattaforma girevole esi faccia in modo che il
raggio rifleso sia pressoché wincidente @n quello incidente: la lamina sara
pressoche ortogonale d fascio incidente.

3) Siporgail pdarizzatore sul fascio incidente an ass pressoché orizzontale esi ructi
la lamina fino a che il raggio rifleso (raccolto su unfoglio bianco) abbia intensita
minima.

4) Si ritocchino le direzioni del pdarizzatore edellalaminafino ad annulare I intensita
del raggio rifleso. L’ angolo totale di rotazione dellalaminasara26; .

Si ricavi poi I'indicedi rifrazione n, che euguale atang, .
b) Verifica dellalegge di Malus

Si misuri col fotodiodo I'intensita del fascio in uscita dai due pdaroid, variando la
direzione dell’ ass dell’ analizzatore, e s riportino in dagramma i valori ottenuti. Se la

curva ottenuta noné propazionale acos’ 6, si cerchinole posshili cause di errore.



APPENDICI
A-SIMMETRIE DEI CAMPI ELETTROMAGNETICI
Al- SMMETRIE

Gli argomenti di simmetria sono d fondamentale importanza per |o studio dell e proprieta
fisiche dei corpi. Si dice che un oggetto (o unadistribuzione di cariche, o d correnti, 0 un
campo .) € ssimmetrico rispetto ad unacerta operazione (rotazione intorno ad un as<,
traslazione in ura direzione prefissata, riflessone rispetto ad un pano, .) se, effettuata
guesta operazione, I’ oggetto appare 1o stes d prima. Gli argomenti di simmetria s
basano sul seguente postulato, che estato cosi formulato da P. Curie: I’ effetto passede
tutte le smnetrie della causa che lo produce |l postulato appare evidente di per sé e e
confermato dall’ esperienza (assumendo qundi il valore di legge: € lalegge di Curie), ma
la sua goplicazione nonsempre risultaovvia

Una prima difficolta, che d limiti amo a segnalare senza ulteriori approfondimenti, nasce
da fatto che non sempre € possbile separare |’ effetto dalla causa, 0 meglio che questa
separazione puo risultare abitraria. Ad esempio, quando studiamo le distribuzioni di
corrente in urfantenna trasmittente el in ura ricevente, & naturale mnsiderare la prima
come causa, I’altra wme effetto. In redta, in natura esistono oggetti che interagiscong,
non ogetti che agiscono su altri. In questa gpendice s considerano le cariche ele
correnti come causa, i campi creai E e B come effetto.

Una seconda difficolta elegata d fatto che per descrivere le proprieta dei corpi, 0 gu in
generale i fenomeni fisici, si fauso d grandezze (scdari, vettori, ..) le aii proprieta di
simmetria non sono sempre evidenti. Consideriamo ad es. unfil o rettili neo indefinito che
porta una carica g ed & percorso da una @rrente i, e valutiamo i campi E e B credi in
un generico purto P. Il piano m, individuato dal filo e dal purto P, € un pgano d
simmetria per la distribuzione di cariche e correnti (questa distribuzione gpare doe
identica dl a sua immagine speculare, ottenuta wn unospecdio coincidente wn 7). La
presenza di questo elemento d simmetria fornisce informazioni ben predse sulle
comporenti E,, E,, B,, B, (dove //el s riferiscono a piano 1); pero,
paradossalmente, questi vettori non rennola stessa direzione. Questo deriva dal fatto che
E & un vetore pdare (0 pill brevemente un vettore), mentre B & uno pseudovettore, o
vettore asgale (se non é strettamente necessario, |’ aggettivo “asdale” viene omess in
quasi tutti i testi di Fisica @l anche in questi esercizi). Le definizioni di vettori polari ed
asdali eleloro proprieta di smmetria verrano dscusse nel paragrafo A4. Per risolvere i
problemi qui propasti sonosufficienti queste semplici regole: su un pano d simnetria 77
al) il vettore E giacene piano 1;

b1) lo pseudovettore B & perpendicolarea 7.

Nel dispasitivo rappresentato in Figura Al il vettore E pudavere, dtre dla mmporente
direttalungo il raggio r, ura wmporente paralela d filo (che enulla se la distribuzione
di cariche ésimmetrica anche rispetto al piano che contiene P ed é ortogonale 4d filo). La

direzione di B & invece perfettamente definita. Si noti come la figura che si ottiene
rappresentando lo pseudowettore Bcome un \wettore non risulti simmetrica (una



riflessone speaulare cambia B in - B), in apparente mntraddizione mnlalegge di Curie.
In presenza di piani di sSimmetria puo essere wnveniente, per avere una visione intuitiva
delle smmetrie dei campi, rappresentare gli pseudovettori come grandezze dotate di
moduo e direzione manon d verso.

Per smmetrie di rotazione etraslazione gli pseudowettori s comportano come i vettori,
gli argomenti di simmetria gopaionoin entrambi i casi del tutto evidenti.

z'Tq

FiguraAl

A2- CARICHE E CORRENTI CON SIMMETRIA C_,.

Hanno ndevole interese le distribuzioni di caiche e correnti che passedono tutte le
simmetrie del filo d FiguraAl. Si trattadel gruppo d smmetrie che viene indicao coniil
simbdo C_, e de mntiene wme elementi tutti i piani passanti per un ase z asegnao e

tutte lerotazioni attorno a questo ase. S € soliti scegliere |’ asse di rotazione in drezione
verticde: di qui il pedicev; il sSmbdo « indica deil gruppocontieneinfiniti elementi di
smmetria. Dallalegge di Curie eddleregdeal ebls deduce de:

a?2) Lelineedi fluso d E giaccionosu piani passanti per I’ass esonoinvarianti per
rotazioni intorno al’ ass;

b2) Lelineedi fluso d B sono circonferenze y con ass z ed il moddo d B &
costante lungo y .

Campi magretici stazionari
Cominciamo a mnsiderare i campi B creati da correnti stazionarie in un condutore
cilindrico, in un cavo coassale ed in condittore a forma d toroide.

Valelaproprieta b2, ela drcuitazione di B lungo urasualineadi flus, cioé lungo ura
circonferenza y di raggior, &

J’émézj’sdszsj’dszsmm, (1)
y y y

e per la legge di Ampére euguae a i, , dowe i, ela wrrente che dtraversa una
generica superficie avente cme ntorno y . Quindi:



lJoly
- 2nr @

Selalineay e nel condutore stes odin uneventuale materiale isolante posto intorno
a condutori, la permesbilita p, del vuoto va sostituita @n la permesbilita u =y, y, del
mezzo. Ovviamente il mezzo materiale deve avere forma tale da nservare tutte le
simmetrie del gruppo C,, (in pratica, u. deve essere mstante lungo una genericalineadi
fluso y ). Nelle figure A2, A3 sonoriportati gli andamenti delle correnti ed i versi dei
campi per un condutore dlindrico cavo e per un toroide asezione rettangolare, in un
generico plano passante per |’ asse.

z z

B=0

B7#0

B0 | B=0 | B+0

® &

Figura A2 Figura A3

Si nati che B énullo all’interno del cili ndro ed all’ esterno del toroide.

Se nel toroide rappresentato in Figura A3 il 1ato a & molto minore di r_, il modulo d B
al’interno d toroide é praticamente wstante, e diventa rigorosamente stante nel
limiter, - o.

Le distribuzioni toroidali di corrente qui considerate posno esere bene gpprossmate
con avvolgimenti toroidali: st manda crrente in un condutore fili forme asvolto intorno
ad unsuppato toroidale, con spire ravvicinate. Conviene scrivere |I'equazione (2) nella
forma

g= HoNI ©)

21r
dove N eil numero d spire. Per a<<r_, il raggior al’interno cel toroide épraticamente

costante, 2rtr € lalunghezzatotale del toroide ed N/ 27tr €il numero d spire nell’ unita
di lunghezza, che viene di solito indicato con la lettera n. L’ equazione (3) asume la
forma

B=p,ni 4




Per r, -~ « s ottiene il solenoide rettilineo indefinito. 1l considerare un avvolgimento

solendidale @mme caso limite di un avvolgimento toroidale giustificail fatto che B sia
nullo al’esterno ed unforme dl’interno del solenaide, indipendentemente dalla forma
dell e sue spire.

Campi elettromagnretici nonstazionari.

Il caso pit semplice el interessante équello d una particdla carica in moto su unaretta.
Esistono tutti gli elementi di simmetria del gruppo C_, e l’ase di sSmmetria ela retta
stessa. Laparticella aeasiaun campo elettrico che un campo magnetico e per i vettori E
e B valgonole proprietaa2 e b2. Le stess proprieta a2, b2 valgono per dipdi elettrici il
cui momento d p oscilla mantenendasi parallelo ad unass z, e per le antenne a dpado
elettrico.

A3- ALTRI GRUPPI DI SSIMMETRIA.
Consideriamo alcuni casi di particolare interesse.

Smnetria sferica.

Si consideri una distribuzione di cariche mn densita p che dipende solo dalla distanza r
da un purio O, detto pdo. In ungenerico purto P il vettore E sta sullaretta OP, ciog &
diretto radialmente: infatti qualsiasi piano passante per OP e un gano d simmetria, e per
la proprieta al il vettore E deve giacere sulla retta OP. Il fatto che ogni retta passante

per O siaun asse di smmetriaimplicapoi cheil moduo d E sialo stesin ogni purto
di una superficie sferica on centro O. Applicandolalegge di Gaussalla superficie ~ s
ottiene:

__ G
Ame gr?’
dowve g, € la caricalibera interna a ~ ed & la permeadbilita relativa dell’eventuale

dielettrico in cui € immersa la superficie Z . Supponamo ora che ogni caricasi muova
con welocita v diretta radiamente, con moduo che dipende solo da r. La densita di

caica p(r) edil vettore densitadi corrente | = pV hannosimmetria sferica, e qualsiasi
piano pessante per O & ancora un fiano d simmetria. Il vettore E continua al essere
diretto radialmente (per laproprietaal), lo pseudowettore B & identicamente nullo (per la
proprieta b1). 1l vettore di Poynting u;'E x B & identicamente nullo: le distribuzioni di

caiche edi correnti nonirradiano energia. Distribuzioni di correnti con simmetria sferica
possonoessere presenti all’interno d unatomo, € non generano oncak dettromagnetiche.

Spre drcolari.

La struttura dei campi creati da una spira drcolare e da un solenoide costituito da spire
circolari e simile aquella descritta nel paragrafo A2, ma @n unoscambio d rudli frai
vettori E e B. Pitl predsamente detta z I’ as= di smmetriadell e spire:

ad) le lineedi fluso d B giacdono su un pano passante per z e sono invarianti per
rotazioni intorno all’ase z



b3) sele wrrenti variano rel tempo, esiste anche un campo E le aii lineedi flus sono
circonferenze y conassz edil moduo d E & mstantelungo y .

Per dedurre queste proprieta non e sufficiente mnsiderare le smmetrie dell a distribuzione
di correnti che aeail campo: occorre anche tener conto dell a struttura delle equazioni di
Maxwell. Piu predsamente, urariflessone rispetto ad ungenerico piano 1 passante per
z lascia invariata la forma delle spire ma canbia il verso della @rrente a il loro
momento d dipodo magnetico (quindi 77 non € un gano d simmetria). Ora, un
cambiamento d segno d cariche e correnti nelle equazioni di Maxwell implica un
cambiamento d segno ddi vettori E eB: basta rileggere le proprieta a4 e b4 per capire
che un cambiamento d segno delle componenti tangenziali di questi due vettori ne
scambi i rudli.

Confrontando le proprieta a2, b2 con le a3, b3 si comprende perché la struttura delle
lineedi fluso dell’ onda dettromagnetica generata agrand distanze da antenne adipolo
elettrico ed a dipolo magnetico sono molto simili fra loro, ma @n unoscambio tra E
eB.

A4- VETTORI POLARI ED ASSIALL.

Latipica grandezza vettoriale éil vettore r = OP cheindividuail purto P in unsistema

di coordinate conoriginein O.

Si definisce vettore polare, o pit semplicemente vettore, una grandezza che, come 1, €
individuata da un moduo, uradirezione el un \erso. In uratrasformazione di coordinate
le comporenti di un wettore si trasformano come le comporenti X, y, zdi 1 .

Esistono grandezze per cui e intrinsecamente definito il moduo e la direzione, nonil
verso. Attribuendo a queste grandezze aiche un verso, mediante un’ oppatuna
convenzione (di norma s usa la regola della mano destra), si ottiene formamente un
vettore, che viene detto assale (0 pseudovettore). Gli operatori che generano
pseudo\wettori sono tipicamente il prodato esterno ed il rotore. Si considerino ad es. le
seguenti relazioni:

T=rxF (1),
F=quxB (2
T=[xB (3),

dove F éunaforza, T il momento d unaforza, fi il momento d dipolo magnetico. In
queste relazioni esiste sempre uno pseudovettore (7 in (1), B in (2)) o tre pseudoettori
(in (3)). L’ operatore rotorerotv =0xv € formalmente un proddto esterno e I’ operatore

00 s comporta mme un \ettore.

E fadle verificare dhe le comporenti di uno seudowettore si trasformano come le
comporenti X, y, zdi r nellerotazion di coordinate, ma nonin quelle trasformazioni di
coordinate in cui sono pesenti una oppue tre piani di riflessone speaulare passanti per
uno steso purto. Si tratta di trasfomazioni che fanno pessare da una terna destra ad ura
sinistra e ¢ie cambiano la regola della mano destra in quella della mano sinistra: nelle
considerazioni di simmetria occorre tenere @nto d questo fatto. In pratica, nella
riflessone rispetto ad un panort:



ad) comporenti tangenziai di un ettore rimangono invariate, quella normale cambia
segno come mostra chiaramente lafigura A4 dowe v'el’immagine speaularedi v

b4) le comporenti tangenziai di uno pseudowettore canbiano segno, quella normale
rimane invariata.

<y

<y

~

<V

Figura A4

E molto fadle verificare le proprieta b4 considerando le eguazioni (1), (2), (3). Ad
esempio: senella (1) F ed F sonotangenzidi, T & normale enessuno di tre vettori
cambia segno; se I & nomae & F tangenziale, solo il primo vettore cambia segno,
quindi T (che etangenziale) cambia segno.

Per quanto riguarda il vettore E e lo pseudowettore B, le mnseguenze pitl importanti
delle proprieta a4 e b4 sonoriasaunte nelle regole al e b1 citate sopra. Infatti in due purti
simmetrici rispetto a piano le mmporenti normali dei vettori E e E' hanno segni
oppcsti, per la a4, immaginiamo ara di avvicinare i due purti, fino ad cttenere un urico
purto sul pianc: in questo purto i vettori E e E' coincidono (entrambi rappresentano il
campo elettrico nel punto considerato), e questo implica de laloro comporente normale

sianula Analogamente, lablimplical’anndlarsi delle @mporenti tangenziali di B in
un generico purto del piano d simmetria.
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