ANALISI 1 - C.d.L. in FISICA A.A.2005/06

Successioni numeriche

Teorema 1 (Criterio del confronto). Siano (ay) e (by) due successioni tali che a, < b, definitiva-
mente. Allora

lim a, = 4+ = lim b, = 400
n—-+oo n—-+0o00
nErJIrloo b, = —o0 = nkgloo ap = —00.
Esempio 2.
n n! 1 1 1
{2}—%1-00; 2—n—>—|—oo; ﬁ+7m+"'+ﬁ_>+oo

Teorema 3 (Teorema dei due carabinieri). Siano (ay), (bn) € (¢n) tre successioni tali che
an < by, < cp Vn e N.

Se esistono e sono uguali i limiti lim, 400 @y € limy, 4o €. allora esiste limy, 1o by €

T N

Esempio 4.
1 1 1 1 1 1
n21+(n+11)2+...+w—>0; \/n2+1+\/n2+2+...+7m—>1;

+ o ———— — 2
V2 Va1 V2 + 2n

Teorema 5 (Criterio del rapporto). Sia (ay,) una successione di numeri reali positivi. Allora

lim 2" — A e (1, 400 = lim a, =400
n—+oo  Qay n—-+oo
lim L —Aef0,1) =  lim a,=0
n—+oo  ay n—+oo
Esempio 6.
n
—5 — +o0, (a>1,4>0); a"nf -0, 0<a<1,8>0);
g” n?
— =0, (a>0) — =0, (B>0);
n) n!
n
— = 400
n!

Teorema 7 (Criterio di Cesaro A/ +00). Siano (a,) e (by) successioni reali, 0 < by, < bp41 — +00.
Allora

. Ap+4+1 — Qp .
lim ————— =AeRU{% = lim — =A.
n—+o00 by11 — by < { OO} nﬂlrJIrloo bn,
Esempio 8.
| |
logn 0 log n! = toor loan. 0
n n n

Corollario 9 (Teorema sulla media aritmetica). Data una successione a,. Allora

lim a,=A€eRU{+o0} = lim Gt tn

n—-+oo n—-+4oo n

1

=\



Esempio 10.

1 1
Lttt o

n

Teorema 11 (Teorema sulla media geometrica). Sia (a,) una successione a termini positivi. Allora

lim a,=A€eRU{+o0} = lim Yaj-..-a, =\

n—-+00 n—-+00

Teorema 12. Sia (ay,) a termini positivi. Allora

. Gp4-1 o . n .
Jim . = AeRU{+0} = ngrfoo YVa, =\
Esempio 13.
n n n
\/H—w&—oo; - ‘He; 2\/ﬁ—>+oo;
no n”o}' o
-0, 0<a<l) —e, (a=1) — 400, (a>1);

vn! vn! Vn!

" <2n> 4
n

Teorema 14 (Criterio di Cesaro 0/0). Siano (ay) e (by) successioni reali infinitesime, (by) stret-

tamente monotona. Allora

. An+1 — Qn .
1 ——— =A€eR + 1 — =A.
L LN — eRU{foo} = im

Teorema 15 (Criterio della radice). Sia (ay) una successione di numeri reali positivi. Allora

lim a, =A € (1, +o0] = lim a, = +o00

n—-+o0o n—+00
lim {/a, =A€cl0,1 = lim a, =0
n—+oo " [ ’ ) n—+o0o "

Teorema 16 (Stirling).
nn
n! = 67(\/27”14‘%)7 (conlan| < 1).

Esercizio 17. Provare che

n" n" n"

o 0, (a>e); o +oo, (0<a<e) 2] — 0;

nin™ (pn)"n! n—+p)"

— — 0, eN,p>2); — +o00, eN,p>2); ~+o00,

i % Pep=?) (2n)! N )

va" + b"* — max{a,b} (a,b>0)
Esercizio 18. Calcolare, se esite, il limite delle seguenti successioni, ricordando che

. logn _oon? .a®

lim 57— =0 Vb>0, lim — =0 Vb>0,Va>1, lim — =0 Va>1,
n—+oo N n——+oo g n—-+oo n!



e che lim,_, 1o = =

[yl €.

3n% —2n—4 (+o0),

An* + 513 — 202 —10n+1  (4+00),

nd—n—1

3—n (—OO),

(2n +1)(3n? —n3 + 3)
(n?2+2n+2)(5+1)

(—OO),

Vn2+1—+vn3+3 (_1)
2vn3 + 1 27

n
1+ (=1)»In

(+E5) .

n

(A),

Yn
(1— 3“’3) (1),
n—+2

2721 4 9op)
2" 4 n?2

1 n
1 -
< " log(ent T+ 3)>

n
n—+1

o),

2" + (=1)"(n + 1)?
—=5" +n

(0),

N 2”+1+n2 2
gt (5)
—n32 40T/ —n 42
logy 2 + n7/5

(_00)7

92n + 5(n+1)/2

logy (2" + )

sz pgnrt (1)

n

(1),

n3 +1 n/2 (O)
nt+3 ’

—n3 arctan((n—1)!)
i + 2

(_1)7

n

4+ (=1)n3n (),

—n®4+4n® -3 (—o0),

n%—2n+3

nd —1
(n+1)(n?2+2n+1)

vn+1
vn2+n+1—y/n

V2n+1—+v2n
V2n+1++/n

(1 + n—1k2>n+3 (e),

nd+1 "
<n4+3> (0),

(1),

(0),

(0),

n2 n — \/E
(W) @
vn+1 o (0)
Vn+1-1 ’

Vlogyn —logg(n —2) +2 (+00),

’Vl3
<1—|—log(n3)>1°g( +1) Y

3logn

(2n 4+ 5)2/3 + (2n —
Vn? + 1+ nl/4

1)2/3

(0),



Esercizio 19. Calcolare, se esiste, il limite delle seguenti successioni.

5/ |sinn|
n+1’

n . nw
sin —;
n+1 10

VEa
\/ﬁ

9

1
— log(1 + 2¢™);
—3 log(1 +2¢");

sinn + 3)” '
5 )
(kn)™ — nkn

(n—1)k + (n+k)!

(k € N).

Esercizio 20. Calcolare, se esiste, il limite delle seguenti successioni.

(_2)n + n2.

2n —|—n2‘
3" +n3’
on+2 _|_3n/2

nf2 )

on 4 3%

(n+1)" +n4.
3npl 4 4n

3" + n3

a™ + a?n

)

(o € R);

ols] 41
o4’

o + (_1)na2n

1 l/n
(n!sin )
nTL
N nn/2
on 41’

Yot K

nd

277,

/nl’

7

(a € R);

(3 + cosn)™;

2[%] +n2
2n/2 4 n’

n"+n2_
nl 4+ 3n’

Vn+1—n;




