FUNZIONI IPERBOLICHE

Le funzioni iperboliche sono funzioni speciali dotate di proprieta formalmente simili a quelle di cui
sono dotate le funzioni goniometriche ordinarie. Anche la loro definizione in termini geometrici ¢
molto simile alla definizione in termini geometrici delle funzioni goniometriche ordinarie. I nomi di
tali funzioni sono scelti in modo da richiamare immediatamente tali somiglianze formali.

Vorrei qui esporre brevemente le proprieta delle funzioni iperboliche mettendo in luce le analogie
geometriche e analitiche con le funzioni goniometriche.

Definizione geometrica delle funzioni goniometriche

Le funzioni goniometriche (senx, cosx, tanx, cscx, secx, cotx, per citare soltanto le principali)
possono essere tutte introdotte a partire dalla circonferenza goniometrica, ovvero la circonferenza
di raggio unitario centrata nell’origine di un sistema di assi cartesiano.! Ad esempio, data la
circonferenza goniometrica di equazione X* + Y = 1 ¢ tracciato il raggio OP a distanza angolare a
dalla direzione positiva dell’asse X, cosa e seno sono definiti rispettivamente come 1’ascissa e
I’ordinata del punto P; per tana € necessario tracciare la retta tangente alla circonferenza nel punto
(1,0); per cota € necessario tracciare la retta tangente alla circonferenza nel punto (0,1); e cosi via...

Affinché D’introduzione per via geometrica delle
X +y =1 funzioni goniometriche sia simile a quella che ci
accingiamo a descrivere per le funzioni
iperboliche, dobbiamo fare un ulteriore sforzo.
Anziché pensare ad una relazione fra angolo o e
funzione goniometrica f (o) immaginiamo — cosa
per niente comune nella trattazione liceale — che la
f sia funzione dell’area del settore circolare
delimitato dall’asse X e dal raggio OP che
contenga I’angolo o come in figura; ovvero
immaginiamo che la nostra funzione goniometrica
operi non piu sull’insieme degli angoli orientati a.,
bensi sull’insieme delle aree A dei settori circolari
di apertura o. E possibile farlo perché esiste una relazione biunivoca fra le due quantita

. . . . . . rear ar’
geometriche: se o ¢ espresso in radianti e la circonferenza ha raggio r, allora A = 5 = 5 ;

. . . . . a . P
per la circonferenza goniometrica, in particolare, AZE o a=2A: I’angolo in radianti ¢

numericamente il doppio dell’area del settore circolare corrispondente (area intesa
adimensionalizzata e dotata di segno). Dunque, pensiamo di definire il coseno e il seno di un
numero reale & qualsiasi in questo modo: cos§ e seng sono rispettivamente 1’ascissa e 1’ordinata del
punto P sulla circonferenza goniometrica che individua il settore circolare di area &/2.

! Esistono in realta modi diversi per definire queste funzioni. Le definizioni storiche percorrono vie
puramente geometriche, stabilendo relazioni fra i lati e gli angoli di un triangolo rettangolo oppure fra le
ascisse e le ordinate di un punto sulla circonferenza goniometrica e su rette ad essa tangenti. Non mancano
tuttavia definizioni pitt moderne, che forniscono le funzioni goniometriche come particolari sviluppi in serie
di potenze oppure come soluzioni di particolari equazioni differenziali.



Definizione geometrica delle funzioni iperboliche

Similmente introduciamo le funzioni iperboliche
(almeno le piu semplici: senhx, coshx), usando stavolta
I’iperbole equilatera centrata nell’origine di semiassi
unitari ¢ = b = 1, avente quindi come equazione X* —
Y? =1 e come asintoti le rette bisettrici dei quadranti.
Impiegheremo uno solo dei due rami di cui I’iperbole ¢

composta: diciamo quello di equazioni Y =++/ X* -1
per X > 1.

Dato un numero reale x, sia P il punto sul nostro ramo
di iperbole che individua il settore iperbolico di area
A = x/2. Si definiscono coseno iperbolico coshx e seno
iperbolico senhx rispettivamente 1’ascissa e¢ 1’ordinata
del punto P. L’area del settore iperbolico & presa

positiva (o negativa) se P ha ordinata positiva (o negativa).
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Nella figura ¢ mostrato in celeste il settore iperbolico, di area A, corrispondente al punto P sul ramo
di iperbole; il doppio della sua area ¢ indicato con il simbolo x. Stavolta non ¢ possibile parlare di
angolo a per avere una definizione di seno e coseno iperbolici con insieme di definizione R: questo
perché il segmento OP presenta sempre apertura angolare rispetto all’asse X limitata nell’intervallo
(—m/4, n/4)! Ci si potrebbe allora chiedere se la definizione in termini di area del settore iperbolico
conduca a funzioni iperboliche definite su tutto 1’insieme dei numeri reali R; ovvero se ’area del
settore iperbolico continui a crescere all’infinito, in valore assoluto, qualora I’ascissa del punto P
cresca all’infinito, oppure se essa converga ad un certo valore estremo.” Vedremo fra un attimo che
I’area A = x/2 del settore iperbolico non ¢ limitata, dunque A € (—o0, +o0).

Espressioni analitiche in termini di esponenziali

Ci chiediamo: ¢ possibile derivare espressioni analitiche
per il seno iperbolico e il coseno iperbolico (appena
definiti per via geometrica) in termini di altre funzioni
note semplici? Si, ¢ possibile.

Cominciamo con il coseno iperbolico. Sia I’ordinata di P
positiva (identico D’altro caso). L’area A del settore

ip

erbolico OAP ¢ pari alla differenza tra 1’area del

triangolo OPC e I’area della regione di piano delimitata
dall’arco di iperbole AP, dall’asse X e dal segmento PC.
Possiamo dunque scrivere, ricordando che il vertice A
dell’iperbole ¢ il punto (1,0):

211 dubbio ¢ ingiustificato: si dimostra che 1’area della regione di piano compresa fra un braccio di ciascun
ramo dell’iperbole e il suo asintoto ¢ una quantita non convergente: 1’equazione canonica dell’iperbole &

X

a

2 2

Y
2 bZ

rispettivamente con ¢ > a, ¢ < —a; questo integrale diverge.

2

b
=1, le equazioni per i bracci divengono y =+—+/x> —a’> ¢ A=
a

éj:m(xim)dx

a
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4= %X\/ X2_1 - jIX\/ X —1dxX'
:%ln(X+\/X2—l),

Ecco qua la giustificazione di cui necessitavamo per la nostra trattazione: 1’area A, ossia la variabile
da cui abbiamo fatto dipendere per definizione il seno iperbolico e il coseno iperbolico, non ha
limitazioni! Per X > 1 e Yp > 0siha A > 0, mentre nel caso X > 1 e Yp < Osiavra A < 0’
Dunque il dominio per seno e coseno iperbolici ¢ proprio tutto R! Prendiamo allora il logaritmo
come nostra futura variabile indipendente* e poniamo

X = ln(X+\/ X? -1 ): 24

da cui

X

e +e

X+VX-1=¢" = X' -l1=(e"-X)? = | X =coshx=

Vediamo adesso il seno iperbolico. Potremmo seguire il medesimo procedimento, calcolando
ancora |’area del settore iperbolico OAP facendo comparire I’ordinata Y del punto P mediante la

sostituzione X =+ Y? +1 (sempre nell’ipotesi Yp > 0; similmente nel caso Yp < 0). Tuttavia non
sarebbe piu istruttivo del calcolo appena fatto: deduciamo percio il seno iperbolico ricordando che il
punto P appartiene all’iperbole per cui le sue coordinate soddisfano la condizione X* — Y = 1.

2 2
. e" +e e'—e” et —e "
PerYp > 0sihax=24>0, Y = — | -1 = |—| =
2 2 2
=£-°¢ poiché e* > e ;
2
2
. e’ +e " el —e*
perYp <0sihax=24<0, Y =—[|—+—| -1 =- = —
2 2
=£-° poiché e* < e
2
x_e—x

Riassumendo, per ogni punto P (e quindi per ogni area A) | Y = senh x =

3 Abbiamo trattato il caso in cui il punto P si trova nel semipiano delle ordinate positive; nell’altro caso
dobbiamo cambiare di segno i due termini la cui differenza fornisce 1’area A; cosi A risultera negativa, come
da convenzione.

* Stiamo facendo un cambiamento della variabile indipendente: da A4 a x = 2A4. Chiameremo coseno
iperbolico sia la funzione di A4 sia la funzione di x, con leggero abuso di notazione.
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Definiamo poi, per analogia con la famiglia goniometrica, la tangente iperbolica

senh x e'—e”
tanhx = =

cosh x e"+e

e naturalmente i seguenti reciproci: secante iperbolica, cosecante iperbolica e cotangente iperbolica

1 2
sechx = = —
cosh x e’ +e
1 2
cschx = — =—,
sinh x e' —e
1 cosh x e"+e "
cothx = = — =
tanh x sinh x e’ —e

Proprieta e relazioni notevoli

In virtu della loro definizione come ascissa e ordinata di punti sopra la circonferenza goniometrica,
il coseno e il seno dello stesso angolo soddisfano la seguente importante identita: cos’o + sen’o = 1
(relazione fondamentale della goniometria). Una identita analoga ¢ verificata dal coseno iperbolico
e dal seno iperbolico dello stesso valore numerico per il fatto che essi rappresentano ascissa e
ordinata di punti sull’iperbole equilatera centrata con semiassi unitari:

cosh’x—senh’x =1 | YxeR.

Naturalmente questa relazione pud anche essere facilmente dedotta dalle espressioni analitiche
ricavate per le funzioni iperboliche. Utilizzando queste espressioni ¢ possibile verificare svariate
proprieta simili a quelle soddisfatte dalle funzioni goniometriche.

FUNZIONI GONIOMETRICHE FUNZIONI IPERBOLICHE
sen2x = 2 senx cosx senh2x = 2 senhx coshx
— 2 _ 2 2
cos2x = cos"x —sen"x cosh2x = cosh”x + senh”x
= 2 cos’x— 1 = 2 cos’x— 1
= 1-2sen’x = 1+2sen’x
sin(x+y) = sinx cosy + cosx siny sinh(x+y) = sinhx coshy + coshx sinhy
cos(x+y) = cosx cosy—senx siny cosh(x+y) = coshx coshy + senhx sinhy
sin(x—y) = sinx cosy — cosx siny sinh(x—y) = sinhx coshy — coshx sinhy
cos(x—y) = cosx cosy + senx siny cosh(x—y) = coshx coshy — senhx sinhy




Siﬂhh(’ —
cosh{x}
tanhix) =—

lim senh x =+o0,

x—>+®

lim senh x = —o0,

X—>—©

FUNZIONI IPERBOLICHE

In figura sono riportati i grafici delle tre
funzioni iperboliche fondamentali. Come
risulta dalla sua espressione analitica, il
seno iperbolico ¢ una funzione dispari del
proprio argomento similmente alla funzione
seno. Passa per ’origine degli assi ed ha ivi
il suo unico zero:

senhx=0 < x=0.

E positiva per x > 0, negativa per x < 0.
Ha un andamento asintotico di tipo
esponenziale:

senh x ~e” per x >+ o

senhx~—e " perx—>—o

Proprio come la funzione coseno anche il coseno iperbolico ¢ una funzione pari del proprio
argomento. Intercetta 1’asse y nel punto (0,1) ed ¢ sempre al di sopra della retta y = 1; di
conseguenza ¢ sempre positiva € mai nulla. Ha un andamento asintotico di tipo esponenziale:

lim cosh x =+,

x—>+®

lim cosh x =+,

X—>—0

coshx~e* perx—+wo

coshx~e™ perx —>—w

Infine la tangente iperbolica ¢ funzione dispari del proprio argomento, proprio come lo ¢ la
tangente. Eredita dal seno iperbolico il passaggio per 1’origine degli assi e I'unicita dello zero. Ha

due asintoti orizzontali nelle rette y=1e y =—1:

lim tanh x =+1

xX—+w

lim tanh x = -1

X—>—0

Una vistosa differenza rispetto alle tre funzione omologhe della famiglia goniometrica ¢ la non

periodicita di seno, coseno e tangente iperbolici.

Funzioni inverse e loro espressioni analitiche

Le funzioni senh: R — R e tanh: R — (—1,+1) sono suriettive e iniettive, dunque biunivoche e
invertibili nel loro dominio. La funzione cosh: R — [+1,+0) non ¢ iniettiva per cui, nell’ottica di
definire una funzione inversa, ¢ necessario restringere il dominio ad un insieme di non iniettivita:
limitiamo il dominio a [0, +o0) e otteniamo cosi una restrizione biunivoca del coseno iperbolico;

possiamo adesso invertire questa funzione ristretta.
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Chiamiamo settore seno iperbolico la funzione inversa del seno iperbolico:

y=senhx < x=settsenhy , con settsenh: R - R.

Possiamo derivare una espressione analitica per essa (ricordando che e* >0 Vx):

y:l & e =2e"y-1=0 & e =y+4y°+1

da cui

x = settsenhy = 1n(y+1/y2 +1)

Sia il settore coseno iperbolico la funzione inversa della suddetta restrizione del coseno iperbolico:
y=coshx < x=settcoshy , con settcosh: [+1, +0) — [0, +00).

Procendendo analogamente a quanto fatto sopra deriviamo una espresione analitica per essa
(ricordando che e* >1 Vx>0):

X

y=i S e -2e'y+1=0 & e =y+4/y’ -1

2
x = settcoshy = ln(y+w/y2—1)

Chiamiamo infine settore tangente iperbolica la funzione inversa della tangente iperbolica:

y=tanhx < x=setttanhy , con setttanh: (-1,+1) > R.

Possiamo derivare una espressione analitica:

X -x 2x
yz% S yze2 1 = ezx(y—1)+y+1:0 & e2x=1+—y
e +e” e +1 -y
x = setttanhy = lln Iry
2 -y

Come si vede anche per le funzioni inverse ¢ stato possibile determinare espressioni analitiche in
termini di funzioni elementari note, stavolta logaritmi naturali anziché esponenziali... Allo stesso
modo ¢ semplice introdurre le funzioni inverse di secante, cosecante e cotangente iperboliche,
denominate settore secante iperbolica, settore cosecante iperbolica e settore cotangente iperbolica.
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Riassunte nel seguente schema sinottico stanno alcune regole di derivazione e integrazione:

FUNZIONI GONIOMETRICHE

FUNZIONI IPERBOLICHE

D senx = cosx

D senhx = coshx

D cosx = —senx

D coshx = senhx

1
Dtanx = 1+ tan’x =

1

D tanhx = 1 —tanh’x =

cos’x cosh’x
1 1
D arcsenx = D settsenhx =
1-x? 1+ x?
1 1
D arccosx = — D settcoshx =
1-x* x? =1
1
D arctanx = 5 D setttanhx = 5
1+x 1-x
[senxdx = —cosx +c¢ | senhx dx = coshx + ¢

[ cosx dx = senx +c¢

| coshx dx = senhx + ¢

[tanx dx = —In|cosx|+c

[tanhx dx = In (coshx) + ¢

Tavola di integrali utili

Di uso comune possono risultare i seguenti integrali indefiniti:

1
. J.senhzaxdx = —senh2ax — X + c
4q 2
) 1 X
. Jcosh axdx = —senh2ax + — + ¢
4q 2
O Ui = Yinlann @ 4 ¢ coshax—1)
senhax a 2 coshax+1
. I ! dx = 2arctane‘”+ c
coshax a
1 1
. stenhaxdx = —xcoshax — —zsenhax + c
a
1 1
. choshaxdx = —xsenhax — —zcoshax + c
a

J x2+1dx = %(settsenhx+xw/x2+1)+ c
J.qlxz—ldx = %(—settcoshx+xw/x2—l)+ c
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