Esercizio 2. Studiare il seguente problema perturbativo in R2n
(1)
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a media nulla su Tn.

Soluzione.
Cerchiamo una trasformazione canonica generata da 
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 che elimini direttamente la dipendenza dalle variabili d’angolo nell’hamiltoniana.

La trasformazione prende la forma
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Sostituendo nella (1) si trova
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Perciò basta trovare w in modo che
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Prendendo gli sviluppi
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Si vede che deve essere
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 , con 
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Se 
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 è diofanteo la serie di Fourier di w è convergente. La nuova ha miltoniana è semplicemente 
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Esercizio 3. Si consideri il seguente problema perturbativo in R2n
(1)
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(estensione del Probl. 7, Cap. 12, § 8), con 
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 vettore di Rn non nullo e con F 
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a media nulla su Tn. Si dimostri che la serie perturbativa di Birkhoff non converge.
Soluzione.
Proviamo a seguire la traccia dell’Es.2, cercando una trasformazione canonica generata da 
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 che elimini la dipendenza dalle variabili d’angolo nell’hamiltoniana. Questa volta l’hamiltoniana trasformata è
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dove la dipendenza da 
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 è isolata negli ultimi due termini. Perciò la w che andiamo cercando deve risolvere l’equazione 
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Ora però, anche se si prende 
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 non risonante, comunque si fissi 
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 è risonante. Quindi, se ad esempio lo sviluppo di Fourier della F è generico, il problema non ha soluzione.
Torniamo allora al metodo generale, basato sull’espansione
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Ricordando che 
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 , l’hamiltoniana si trasforma in
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Quindi otteniamo per 
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e ricorsivamente
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Se 
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 è diofanteo è possibile trovare 
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 tramite i suoi coefficienti di Fourier:
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E proseguire con


[image: image38.wmf])

2

(

ˆ

m

W

m

i

r

r

r

w

×

=
[image: image39.wmf])

1

(

ˆ

m

W

m

i

r

r

r

n

×

-

   (   
[image: image40.wmf]w

n

w

r

r

r

r

r

r

r

r

×

×

×

-

=

m

m

m

F

i

W

m

m

ˆ

ˆ

)

2

(



[image: image41.wmf])

3

(

ˆ

m

W

m

i

r

r

r

w

×

=
[image: image42.wmf])

2

(

ˆ

m

W

m

i

r

r

r

n

×

-

   (   
[image: image43.wmf]2

)

3

(

ˆ

ˆ

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

×

×

=

w

n

w

r

r

r

r

r

r

r

r

m

m

m

F

i

W

m

m

 ,
ottenendo in generale 
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Per ogni k la serie di Fourier di 
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 fosse convergente, la sua somma dovrebbe essere proprio la funzione w(
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) che abbiamo dimostrato non esistere. Ciò prova indirettamente la non convergenza della serie.
Esercizio 4. Si consideri nuovamente il problema perturbativo dell’ Es. 3, ma assegnando F(
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) nel seguente modo:
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Si dimostri che in questo caso la serie di Birkhoff per W è convergente e la sua somma è computabile esplicitamente.

Soluzione.
Il calcolo delle funzioni 
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 è grandemente facilitato dal fatto che le serie di Fourier si riducono a polinomi trigonometrici. Scriviamo l’equazione per 
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Questa mostra che 
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 può essere ottenuta per separazione delle variabili: 
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Ossia semplicemente integrando
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Con c costante. Poiché i termini lineari in 
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Per 
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In generale si otterrà
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La serie di Birkhoff  
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Abbiamo così ottenuto la trasformazione 





[image: image74.wmf]j

j

j

j

j

j

a

J

J

c

en

w

e

sin

+

-

¢

=

 ,    j=1,   ,n.
La sostituzione nell’ ha miltoniana porta 
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